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VALOR MEDIO DEL NUMERO DE PARTES EN QUE
UNA FIGURA CONVEXA ES DIVIDIDA
POR n RECTAS ARBITRARIAS

por L. A. SaNTALG

Sea una figura convexa K de area F y perimetro L. Su-
poniendo trazadas n rectas que cortan a K, el ntmero de
regiones en que queda dividida depende de la posicion de las
rectas. Por ejemplo, para n=1/,, en la fig. 1 el ntmero N de
regiones es 9 y en la fig. 2 es 7. Queremos hallar el valor
medio del nimero de estas regiones para todas las posiciones
Exosibles de las n rectas. Este nimero N veremos que estd rela-
cionado muy simplemente con el ntmero N’ de puntos de
interseccion de las rectas entre si que son interiores a K; asi
en la fig. 1 es N'=4 y en la fig. 2 es N'=2. Empezaremos
para hallar el valor medio de este ultimo ntmero N’ para
pasar luego al buscado.’

Fig. 1 Fig. 2

1. Recordemos que como medida de un conjunto de rec-
tas se entiende simplemente el valor de la integral doble, ex-
tendida al conjunto considerado, de la expresion dG=dp d©
siendo p la distancia de la recta a un origen fijo y O el angulo
de la normal a la recta con una direcciéon también fija (fig. 3).
Solamente habra lugar, en esta nota, a considerar conjuntos de
rectas para los que la integral anterior existe. Por ejemplo la
medida de las rectas que cortan a un segmento de longitud [
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Fig. 3

se puede calcular directamente: si se supone que la posicion
del segmento es la O, de la fig. 3, llamando = a la abscisa
del punto de interseccion sera

1
Jdp d@szxJ cos O dO =21 (1)

Se puede ver que este valor es independiente de la posi-
cion del segmento en el plano.

En general si hay m segmentos de longitudes /;, llamando
v al nimero de ellos que son cortados por una recta G en cada
posicion de la misma, sumando las integrales (1) correspon-
dientes a cada segmento, se obtiene

—~
(3]
~—

'“dGzzﬁh

1=I

extendida la integracién a todas las posiciones de la recta.

Para el problema que nos ocupa debemos también recor-
dar que la medida de las rectas que cortan a una figura con-
vexa K es igual a su longitud, o sea

jdG:L (3)

G . K-/7o
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indicando por G.K:/-O .que la integracion esta extendida a
todas las rectas que cortan a K o sea, cuya interseccién con K
es distinta de cero.

Llamando s a la longitud de la cirerda que la recta G
determina en la figura convexa K también debemos recordar la
férmula casi inmediata

JsdG:nF ‘(l;)

facil de obtener integrando primero sdp (lo que da el area F)
y luego haciendo variar © de O a .

. Por valor medio del ntiimero de puntos N’ de intersec-
cién de las n rectas que son interiores a K se entiende lo si-
guiente. El namero N’ es una funcién de las n rectas G;, o
sea de sus 2 n coordenadas p;, 8; (i=1, 2, ..., n); si se sabe
calcular la integral

J’:JN’ dG, dG, dG, ... dGy (5)

extendida a todas las posiciones de las n rectas en las cuales
cortan a K, como ademas la medlda de todas estas posiciones
posibles segtn (3) vale

JdGl dG, dG; ... dGy—Ln (6)
G; . K-/0

el valor medio de N’ sera, por definicion, el cociente entre (5)

y (6).

3. Hay pues que calcular J'. Llamando N’;; a una fun-
cion de G; y G; (o sea de p;, ©i, p;, ;) tal que valga uno si
G; y G; se cortan dentro de K y cero si se cortan fuera (por
uniformidad pondremos también N’;=0). Por cada posicién
de las N rectas es

\

N =3 N,

i
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y: el namero de las N';; es igual al de combinaciones de las n
: P n v
rectas tomadas 2 a 2 o sea (?)

_Llamando s; a la longitud de la cuerda que G; determina
en K, segiun (1) y (4) se tiene

IN’H dGi dG;=2 [s; dG;=2=F
C; .K-/-o
Luego

J’=jN’ dG, dG, ...dansz’md(}l 4G, ... dGo—

ir]

Y = (2) on IFLn—2 (7)

Dividiendo (7) por (6) se obtendra por tanto, como valor
medio de puntos de interseccion N’ que son interiores a K

v ()5 | ®)

k. Para pasar de N’ al niamero N de regiones en que las »
rectas dividen a K se observa en primer lugar que las posicio-
nes de las rectas en las cuales pasan mas de 2 por un mismo
punto son posiciones especiales de medida cero, es decir, sin
influencia en las integrales (5) o (6) ni por tanto en los valores
medios. Para las deméas posiciones vamos a demostrar que .se
cumple la relacion

N=N'+n+1 (9)

. Por ejemplo en la figura 1 es N'=4, n=4, N=g y en
la fig. 2 es n=4, N’=.2, N=r.

Para demostrar (g) consideremos la red formada por las
n rectas y el contorno de K. El ntumero de vértices es igual a
N’ mas los 2 n puntos que las rectas determinan en el contorno
de K. El ntmero de regiones es por definicion N. Para el ni-
mero de lados se observa que por cada uno de los N’ vértices
interiores pasan 4 y por cada uno de los vértices del contorno
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pasan 3; como cada lado perienece a 2 vértices el numero de ellos
serd por tanto 1/2 (4 N’ -6 n)=2N+4-3n. Pero el teoremade
Evier para superficies abiertas dice que el nimero de regio-
nes mas el de vértices es igual al de lados mas uno, luego

N+N+2n=2N +3n+t1

de donde resulta la igualdad (g) que queriamos demostrar.
El walor medio del mimero de regiones N, teniendo en
cuenta (8) y (g) sera por tanto

271 F

N= (2)—1—2——}—11—}—-1

5. El ntmero total de lados de la red formada por el
contorno de K mas las cuerdas que las rectas G; determinan
en esta figura convexa hemos visto que era 2 N’ 43 n. El nu-
mero de lados del contorno es 2n, luego el niimero de lados
interiores sera 2N’ 4+ n. Llamando )\; al namero de lados
de la region C;, al sumar las \; para todas las regiones se ob-
serva que cada lado interior aparece comtado dos veces y cada
lado del contorno una sola vez, por tanto

N oy
2N=2(2N+4n)4+2n=4N-44n.

i—1

De aqui que el valor medio del ntimero de lados de las
regiones en que una figura convexa K queda dividida por n
rectas arbitrarias que la cortan es

N (N Fin 4N -

N “ﬁ’—~{on+1

< h.

N esta dado por (8).



SOBRE LA PROLONGACION ANALITICA DE LAS
: SERIES DE DIRICHLET DE DENSIDAD
MAXIMA INFINITA

por Sixto Rios

En las series de Dirichlet de densidad maxima finita es
posible determinar una sucesién parcial hiperconvergente en todo
el semiplano de holomorfia, segan un teorema fundamental
de V. Bernstein (1). Este teorema no se generaliza a las series
de Dirichlet de densidad maxima infinita, lo que he demos-
trado yo con el ejemplo de la serie (2)

[I] > (_ I)n—t{ e—sln

n=—I A

que tiene abscisa de convergencia cero y define una funcién en-
tera; pero no posee ninguna sucesién parcial hiperconvergente
mas alla del semiplano de convergencia.

Sobre este ejemplo vamos a indicar una generalizacién
del método de hiperconvergencia, que consiste en la descomposi-
ciéon de los términos de la serie en sumandos y reagrupacion
conveniente de éstos. Tal método que llamaremos de recom-
posicion (3) puede dar la prolongaciéon analitica en casos en
que falla el método de hiperconvergencia (es decir agrupacion
directa de términos de la serie dada).

Vamos a demostrar que tal ocurre en el ejemplo de la
serie [1].

A

(*) Lecons sur les progrés récents de la théorie des series de Dirichlet (Pa-
ris, 1933, Col. Borel), pag. 141.

(*) Los resultados se encuentran indicados en mi nota ‘‘Hiperconvergencia
de las series de Diriehlet....... 7’ (Rev. de la Un. Mat. Arg. Vol. I, pag. 71)
v las demostraciones en mi memoria ‘‘Sobre el problema de la hiperconvergen-
cia de las series de Dirichlet, cuyas sucesiones de exponentes poseen densidad
méixima infinita’’ (Rev. de la R. Ac. de Ciencias de Madrid, t. 1940).

(*) En mi nota titulada ‘‘Prolungazione analitica per riordinazione’’ (en
curso de publicacién en los Rendiconti de la Acc. de Italia) he sefialado otro
método de prolongacién analitica de series de Dirichlet, método de reordena-
¢ion, consistente en la alteracién del orden de los términos de la serie.
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El término n-ésimo de la serie [1] puede obtenerse agru-
pando los términos de lugares 2n—2, 2n—r1 de la serie (%):

1. e——(s—{—l) l-I — 1. e—(s‘—{—l) lo _ 5 e—(sf1)l2 __[__ I. e—(s+1)13
e (+D)B __ge— (st —ge—(s+D) U L ge—(s+1) 16

|
El campo de convergencia de esta serie es el mismo semi-
plano R (s) >0 de la [1], puesto que el término general tiende
a cero.
Ahora bien, si en esta serie agrupamos los términos de
cuatro en cuatro conseculivos, obtenemos una serie de poli-
nomios exponenciales, cuyo término general es:

P, (S)= J:_ [e—(sHD)1(nbr) — g—(s+n)1(nf2) | —

n

! 2 [e —(s+1) 1 (n4-2) __ g —(s41) 1 (n43) ]

Serie que, seglin vamos a demostrar, efectia la prolonga-
cién analitica de la dada [1] en la banda — 1 <R (s) <0, que
no se lograba. segtin vimos, mediante la aplicacion directa del
método de hiperconvergencia.

Demostremos, en efecto, que. la serie, cuyo término general
es P, (s), converge uniformemente en el interior del semi-
plano R (s) > — I

Teniendo en cuenta que el primer paréntesis recto es la dife-.
rencia de valores de la funcién e—(+0le en los puntos
oa=n-42, a=n-1, se puede aplicar el teorema del valor
medio (suponiendo s 1 posilivo) y lo mismo al segundo pa-
réntesis recto, con lo que resulta:

Py(s)= %— [(s4-1) e —(12) 1 (nf1-4D)
— (s 4 1) e—(sF2) Lint-1+48) ]

donde d y d' son ntmeros positivos, comprendidos entre 0 y 1.

'

(*) Esta es una serie de Dirichlet generalizada: los exponentes no forman
una sueesién estrictamente monétona. Las propiedades de estas series estin
estudiadas en mi nota precitada.



. Una nueva aplicaciéon del teorema citado da la acotacion:
|Pn (s)|< E;}i -|S+ 1|.|s+2].e—(s+3)1(ntr)

o0

lo que demuestra la convergencia uniforme de la serie = Py (s)
. n-—I
en el interior del semiplano R (s) > —1, que es lo que que-
riamos demostrar.

Un estudio detenido de este método de prolongacion ana-
litica, indicado sobre el ejemplo precedente, serid objeto de
otro trabajo.

TEMAS PROPUESTOS

2/;. — Demostrar que la curva representada por la funcion real
creciente definida por la serie:

[se]

sen 248 7 x

x| 3 sneix
1

950

tiene en cada intervalo infinitos puntos con tangentes paralelas e
infinitos puntos de inflexion,

R. P.
25. — Sumar la serie
[e o] n,
oo
S (2}l (n41)
R. P.

26. — Dividide un segmento al azar en seis partes, calcular la
probabilidad de que con estos segmentos se pueda construir un te-
traedro.

“‘Generalizacion al espacio de n dimensiones.

R.



SOBRE LOS DESARROLLOS FUNCIONALES
- DE LA FORMA
f(x) =3 +"n (1)
por Cecinia Mossin Korrin
Tema 3° (T. VII, Nam. 1)

Como en todos los desarrollos en serie funcional, cabe
abordar dos problemas de dificultad muy diversa: si se supone
f(x) expresable en serie de este tipo y se desea calcular los
coeficientes ¢, esto puede hacerse muy sencillamente por di-
versos pasos al limite; pero si se da una funcién analitica
cualquiera f (x), no es tan sencillo dar condiciones suficientes
para que admita desarrollo de la forma (1) y calcular los
coeficientes cn. En el curso de seminario de la Universidad de
Buenos Aires hemos resuelto este problema (que comprende
al primero) mediante la transformacién de Laplace, como
exponemos a continuacion.

Supongamos primeramente que la funcion f(x) sea dada
como funcion transformada de Laplace de la serie convergente
¢ (t) =2 a, Ly (t), donde Ly, (t) son los polinomios de La-
guerre, cuya expresion es: .

Ln ()= 7 (1) o

Es sabido que para cada polinomio L, (t), su transformada
¥ (x) de Laplace esta dada por la expresion:

oo

0 ()= [Lu (@ e—tdi= £ (r— 1)

(o]

Pero: ¢sera legitimo considerar la funeién f (x) como se-
rie de las transformadas de los términos de aquella serie?
Veamos si la integral

oo

f@):[ e—xt [% i Lin (1) ] (2)
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sera igual a la serie de integrales, o lo que es Io mismo, si
sera valido escribir:

o0
1 1 m
f(x)=Zay— (1—) (3)
m—0
Para ello serd suficiente que la mtegral del resto de la
serie tienda a 0 para m — oo

Teniendo presenta la limitacion de Szegd para los poli-
t

nomios de Laguerre: |L, (t)|< ez y verificAndose la relacion

-IamLm+am+1Lm+1+- |<e2 [Ia |+]amj—1H_ ]

si la serie: X a, es absolutamente convergente, se obtiene:
m—o0

b
Jam Lm + Am-t1 Lm—l—l + . |< €2
desde un m en adelante (m=p).

Por lo tanto, la integral del resto es menor que

I
X

a0
2
- —_ 1
j e~ e edi=c—"—
[4] 2

acotacion valida para todo punto real x>1/2 y en el campo
complejo, para el semiplano X (x)>1/2.

Es decir, son 'equivalentes_ los desarrollos (2) y (3), siem-
pre que se imponga la condicion de la convergencia absoluta
de la serie X a,, que se expresa facilmente mediante las
derivadas de

F(x)=xf(x)=2&a, (1 W—E—)m

Dada la funcion analitica f(x) impondremos esta con-
dicion. previa; pero la transformacién u=1/x convierte la serie
(3) en la serie X a,, (1—u)™, la cual, en virtud de tal hipo6-
tesis, converge en el circulo de centro 1 y radio 1; luego la
serie (3) converge por lo menos en el semiplanoR (x)>1/2.

Reciprocamente: dada una funcién f(x) holomorfa en
este semiplano, incluso el contorno con el punto o, su transfor-
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mada en u admite en el punto 1 desarrollo absolutamente con-
vergente en el punto u=o y por tanto converge absolutamente
la serie Xa,, quedando expresada f(x) como funcién de-
lerminante, esto es, transformada (L) de la funcién

e e]

(P (t) - 2 a]'ll LH‘I (t) ([I’)

Si desarrollamos esta funcién en serie de cosenos en el inter-
valo (0, 7)

(o]
¢ (t)=2= cn. cosnt (5)
(o]

y suponemos para mayor sencillez absolutamente convergente la
serie de coeficientes, su transformada (L) serd una serie (1)
con estos mismos coeficientes. El primero de los problemas -
propuestos se reduce, pues, al calculo de los coeficientes de
Fourier:

ki
Cn = %J ¢ (t) cosnt. dt
o

y teniendo en cuenta la identidad entre (4) y (5) resulta la
expresion buscada:

Y

2\7( ’oo - (—I1)k fm
cn_;flzam[): o (k)tk”cosntdt

m=—0 k—o0

(o3

La integral de la serie es la serie de las integrales, por
ser el intervalo finito y la serie uniformemente convergente,
pues tiene sus términos menores que los de la serie numérica

1
ez |a

|, convergente. Luego

8
: o g (—i1)k /m
=== a, | X A (k ) tk cos nt dt
o

o — 2 ? 35 (—1)k (m I* 6
n“"';‘"am _0' k) n []

1
m=—c k= ki
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Efectuamos el calculo de In considerando, por ejemplo,
el caso n impar:

n
o

T T
1
Ik — [ cosnt.tk.dt= ‘%im th| — -ln—J‘ sennt. tk—1 dt
o o

E14

b1d
t n :
k1 -——=I sennt. tk1, dt—— =% k1| k*’[ cosnt . th—2 dt
n n
o .

0 o

k 7 k—1 k—1
I khe=— = J k1 Jok1— I [ k2
n n "0 Tn n + n In
La aplicacion reiterada de la integracion y la sustitucion
da finalmente

Ik — — X _ = ,[_Mﬂk—s

n? n A
k (k—1) (k—=2) (k—3) (k—4; -
- k=8 ..
~Para el calculo de los ultimos términos debemos tomar
en cuenta la paridad de k. Obtenemos asi finalmente para k par:

. k! 7 k—1 7 k—3 -
Lok = (— D" e (k—r)T = nB(k—3)! +. S ak—2 u]
y para k impar:
7 k—1 rk—3 el
Iot= (———I) (k—1)!  n2(k—3)! - nk—3 2']

Simbélicamente podemos dar a (6) la forma siguiente;:

= 2 am Lm (I) Dm [ f (\)] XL

Am = m!

entendiendo que los exponentes de I se interpretan como indices
superiores,

Instituto de Matemdticas, Buenos Aires
Nora pE RED. — Un estudio del Dr. Gonzdlez Dominguez sobre el primero de

los problemas enunciados em la introduccién, y otra nota del Prof. Frucht
sobre el mismo Tema 3° aparecerin en el préximo niamero.



EL LUGAR GEOMETRICO Y LUGARES DE PUNTOS
AREAS EN EL PLANO

Por V. y A. Frane y C. Cresro

I.- TeorIA GENERAL

1. — EI concepto de lugar geométrico lleva en si el de plurali-
dad. _

Vamos a empezar sirviéndonos de unos ejemplos sumamente
elementales que nos permitiran obtener una clasificaciéon de los luga-
res y establecer algunas conclusiones. -

Dados los puntos A y B, existe solamente un punto de su recta
que equidista de ambos, siendo finita la distancia. Existen dos que
cumplen esta condicion situados en la circunferencia de didmetro A B;
y existen infinitos situados en un plano que contenga a A y a B.
He aqui otra forma de expresar estos tres casos: dos puntos de un
espacio E; se reproducen aplicando un criterio y originan un nuevo
punto; originan simultaneamente dos introduciendo otro espacio E’;;
crean simultdneamente ana infinidad continua de puntos si se iniro-
duce un espacio E,. En el primer caso no hay lugar geométrico,
por no existir pluralidad de soluciones. En los otros dos si hay
lugar geoméirico. Sin embargo, sélo cuando se irata de una infini-
dad continua de Soluciones al problema suele aplicarse el nombre.
lugar.

Si en el primer ejemplo consideramos un haz plano de rectas de
vértice A que contenga a la recta AB, y en cada una de ellas apli-
“camos aquel criterio de equidistancia, referido a los puntos A, fijo,
y B; de la circunferencia de centro A y radio A B, obtenemos una
infinidad continua de soluciones, y, por lo tanto, un L. g.; pero esta
infinidad de puntos no se produce simultaneamente, como en el
ejemplo tercero, sino que se obtiene aplicando infinitas veces el cri-
terio dado en distintos espacios E;; es decir, por generacion. Podemos
generalizar diciendo que hay dos formas de enunciar lugares geo-
métricos: establecer un criterio sobre entes fijos de un espacio E,,
de manera que haya una infinidad continua de nuevos entes que le
satisfacen simultianeamente; aplicar infinito ntmero de veces un
mismo criterio sobre entes dados, parte de los cuales son fijos y
variables los demas, cuando de este criterio se obtiene cada vez un
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nuevo ente, o un conjunto numerable de nuevos entes, con la condi-

cion al menos de ser continuos los sistemas en los que se mueven

los entes dados variables. Hay, pues, lugares que podremos llamar
Y g

por sintesis y por generacion.

En el Gltimo de los tres ejemplos cue hemos establecido se trata

jemp I

de un lugar por sintesis. Puede obtenerse también de esta otra ma-

nera: sean los puntos A, B y una recta r que contiene a A. Sobre

r existe un sélo punto, propio o impropio, que equidista de A y B.

Apliquemos ahora este criterio de equidistancia en cada una de las

rectas del haz de vértice A y plano (r, B), con lo cual obtenemos

a mediatriz del segmento A B, lo mismo que antes, pero esta vez por

1 diatriz del segmento A B, | tes, | ta vez po

generacion. En esencia, no hemos hecho sino restringir la dimension

el espacio selectivo y, por medio éste, generar el otro.

del espacio selectivo vy, edio de éste, gene 1 otro

) Cuando se trata de lugares de puntos es muy facil probar que

todo lugar por sintesis lo es también por generacion. En efecto:
supongamos que en un espacio lineal E,, de dimensién minima n,
obtenemos, por sintesis, un lugar de puntos de m dimensiones
(n>m). Un cierto hiperplano G,_; de E, corta al lugar segim una
o mas variedades de dimension m—1; otro hiperplano Gy, de
Gy—; lo corta segin variedades de m-—2 Imensiones; etc. Final-
mente, ur. Gltimo hiperplano G,_,, de Gn 1 corta al lugar en
un punte o un conjunto numerable de puntos. Enunciemos ahora el
lugar primitivo con la condicién de estar las soluciones situadas en
la variedad lineal G,_,, y hagamos lo mismo para todas las varie-
dades de un haz (G,_,); de Gnmi:. Con ello habremos obte-
nido, por reiteracion del criterio, la parte del lugar interferida en
Gn—m+r . Asi sucesivamente hasta E;. De esta forma, por suce-
sivas igeneraciones, nos viene dado el lugar primitivo.

Por lo tanto, en adelante, nos referimos solo a lugares de
puntos por generacién, y todo ello serd general.

2. — Proponer un lugar geométrico es cosa, pues, bien facil:
basta plantear un problema cualquiera en un espacio E, sobre entes
dados, A, B, C,..., N, de modo que la solucién sea un punto o
un conjunto’ numerable de puntos. Hagamos ahora que A pertenezca
a un sistema oo de entes A; B a otro coP de entes B;...; N a
un sistema ooV de entes N. Tomemos en dichos sistemas sendos ele-
mentos, y resolvamos sobre ellos el problema dado, haciende lo
mismo para todos los grupos A, B, C,..., N. El conjunto de todos



los puntos obtenidos constituird o no una o mas variedades conti-
nuas de Ej, y serd un lugar.

No es necesario asignar a cada ente primitivo un sistema para
obtener un lugar geométrico: basta hacerlo con uno de ellos. Supon-’
gamos que son p los entes primitivos, de los cuales q tienen sistema.
Puede suceder que, al resolver el problema matriz, no sea arbitraria
la eleccién de elementos en los q sistemas, sino que, habiendo tomado
arbitrariamente sendos entes en k de ellos, queden univocamente
determinados los q—k elementos restantes en sus sistemas respec-
tivos. Llamaremos conjuntos-variables a los sistemas en los que es
arbitraria la eleccion de elementos.

En el tercero de los tres ejemplos puestos al principio, enunciado
por generacién, son entes dados constantes A y B; el haz plano de
rectas de vértice A es conjunto-variable; el criterio de equidistancia
referidoa A y a B sobre cada recta r es el problema matriz, v E,
el espacio lineal donde se sitia el lugar.

Sea G el problema matriz de un L. g. en By y Ay, Ay, ..., Ap los
entes primitivos dados, de los cuales los q primeros pertenecen res-
pectivamente a sistemas S , SA,...., SAq, que, para simplificar,
suponemos que todos ellos son conjuntos-variables. Hemos de repetir
G sobre cada grupd A; (i=1,2,...,p), tomando para esto de un

‘modo arbitrario q elementos en los sistemas S. Si consideramos los

grupos A; de modo que no varie sino Ay en Sj , dejando fijos
en sus sistemas respecuvos a Ay Ag ..., Aq, el conjunto de los
puntos obtenidos ccnsutuye un lugar parcial correspondiente al con-
junto-variable Sj . El lugar total estd formado, pues, por q siste-
mas incidentes de lugares parciales.

Cuando este luoar total es una variedad continua V de En, es
claro que la dimensién de V serd como méaximo oy - ay ... —-0q,
siendo oy, 0y, ..., aq las dimensiones de los sistemas Sy; . Enton-
ces ha de acontecer dos cosas: 1.2 G es de tal indole que no reduce
el ndmerc de dimensiones de los lugar»es’ parciales, es decir, éstos son
variedades continuas cuyo namero de dimensiones es igual a la
dimensién de sus conjuntos-variables correspondientes. 2.2 La inci-
dencia de los q sistemas de lugares parciales es de dimension cero.

Las proposiciones contrarias constituyen las dos tnicas causas
que reducen el namero de dimensiones del lugar geométrico total.
Tenemos un caso particular de la segunda cuando es a;4-os—-. ..
—|—mq>n,. o sea, cuando la dimensién del espacio E; es insuficiente
para contener la del lugar, no existiendo la causa primera.



La interpretacion analitica de ambas causas que restringen la

dimension de V es también sumamente sencilla: sean y(l) , y(1>, -

ygll) yl“); gp‘),.. . y<2) R gq), gq) el ygg) los parametros

arbitrarios esenciales que definen, respectivamente, los elementos o
entes primitivos en los sistemas Sa, Sa,,..., Saq. Las coordenadas
(no homogéneas) de los puntos del lugar V seran funciones

s, =u (3 .. ygll) s y® L yfé) @ y(q)) [1],

W=1, 2,..., D,

y constituyen las ecuaciones paramétricas de dicho lugar.
Si existe la primera de las causas enunciadas respecto de Sa , por
ejemplo, es que en las funciones ¢ no son esenciales los parimetros
(1), cees ( ), siendo, pues, posible sustituir todos o parte de ellos por

otros parametrbs en nimero menor.

2.2 La incidencia de los q sistemas de lugares parciales es de
dimensién r, mayor que cero. Supongamos, para simplificar, que
es r precisamente la dimensiéon de la incidencia de los sistemas de
lugares parciales correspondientes a SA, y Sa, . Entonces no cabe
otra cosa que ser sustituibles los a; —-a, parametros y(1) e y(2)
de [1] por oy} ay—r nuevos pardmetros, ya que el lugar parcial
superior que resulta de considerar variables sélo a los entes primi-
tivos A, y A, ha de ser una variedad de dicha dimensién a; - a, — 1.

Vemos, por lo tanto, la existencia Gnica de las causas referidas:
que en las funciones ¢ no sean esenciales parte o todos los parémetros
y de una misma serie; que no lo sean parte o todos los de series
distintas, aun siéndolo los de cada serie.

En el primer caso, si llamamos y';, 'y, ..., ¥ (B<<ay) a los
pardmetros que sustituyen a los ygl)_ s ygl),..., ch) en las o, es,
en general, posible sustituir fambién el sistema co®: Sa, de entes
A, por otro coB de los mismos entes, definido con los y’, de manera
que junto con los q—r1 sistemas restantes y los p—¢q elementos
fijos se obtenga la misma variedad lugar. Es decir, los conjuntos-
variables son reducibles a otros de dimensién menor.

Este caso encierra la posibilidad de quedar eliminados en las
ecuaciones [1] algunos parametros y().

La segunda causa de resiriccion del nimero de dimensiones del
lugar V se produce cuando las posiciones relativas de los sistemas
SA, en Ej no son genéricas y si particulares. Al establecer las ecua-
ciones paramétricas [1] aparecen entonces, én cada una de las o,
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funciones idénticas de los mismos pardmetros y de series diferentes;
y estas funciones, claro es, constituyen nuevos parametros, en na-
mero menor.

Si se trata de la primera causa referida, por ejemplo, al con-
junto-variable Sp , a todo punto de un lugar parcial respecto de Sa,
corresponde uno o mas subsistemas de entes A, de dicho conjunto-
variable. En cuanio a la segunda hay también correspondencias
parecidas.

Si el lugar V tiene la maxima dimensiéon & «;, la correspon-

I=1 .

dencia reciproca no es de puntos de V a continuos de entes pri-
mitivos. ‘

3. —Para que un lugar de puntos sea una variedad continua de
Ep, su dimension m ha de cumplir m = n — 1. Por oira parte, sabe-
mos que el namero de dimensiones de un lugar depende de la multi-
plicidad o dimensién de los sistemas de entes primifivos arbitrarios.
Es posible, pues, proponer lugares de puntos que sean n-dimensiona-
les en Ej, o sea, que constituyan recintos del espacio selectivo total.

Como vemos, el concepto de lugar geoméirico es muy general, y,
" sin embargo, en geometria plana sélo es corriente estudiar aquellos
lugares quec son lineas o elementos de lineas. Es cierto que se puede
proponer inmediatamente lugares de puntos que constituyen recintos
del plano; pero son tan friviales que no merecen 51qu1era ser enun-
_ciados. A pesar de ello enunciemos dos:

1.2 «L.g. de los puntos del plano cuya distancia a uno fijo es
mayor que r y menor que k (k>r)».

2.0 «L.g. de los puntos del plano homotéticos de los de un
circulo dado G respecto de un punto fijo V (razon k)».

La puerilidad de estos lugares de puntos areas en el plano con-
siste, para el primer ejemplo, en los conceptos mayor y menor que
intervienen en el enunciado. Toda seleccion de puntos de un plano
condicionada por varias limitaciones a un concepto simple de distan-
cia, o a otro analogo simple, define, en efecto, un recinto, finito o
infinito, de ese plano.

Este lugar lo es por sintesis. Si el campo selectivo lo restringi-
mos a una recta del plano que pasa por el punto fijo obtenemos
también otro recinio de ella.

En cuanto al segundo de los ejemplos, se trata, desde luego, de
un lugar por generacién: a cada punto del circulo dado corresponde
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ano homotético de razén k. Los datos para engendrar este lugar son
el centro de homotecia — ente primitivo fijo — y el punto gené-
rico del circulo — ente primitivo que pertenece a un sistema o02? de
ellos —. El problema matriz es el criterio de homotecia referido a
cada ente de G respecto de V. Sabemos va que el lugar ha de ser
bidimensional, y, por lo tanto, un recinto del plano.

Cualquier lugar area de puntos en el plano que se genera. apli-
cando un problema matriz sobre un grupo de p entes, de los cuales
p—1 son fijos y.el otro varia en un campo co? de ellos; es, casi
siempre, trivial. Pero, en cambio, no suelen ser ya pueriles los lu-
gares, si, en vez de hacer variar a un ente primitivo sobre un campo
o sistema co? de ellos, hacemos variar a dos arbitrariamente sobre
sendos sistemas col. En nuestro altimo ejemplo, basta que el punto
moévil de G varie sélo en una circunferencia, y que el centro de
homotecia se elija también arbitrariamente en otra linea cualquiera,
para que el lugar area que resulte deje de ser trivigl. ‘

Es claro que, si un; problema matriz en el plano se refiere a p
puntos-dafos, y hacemos variar sobre sendas lineas genéricas a mas
de dos de ellos de un modo arbitrario, se obtiene un lugar area de
puntos; pero en los sistemas de lugares parciales ha de haber forzo-
samentc incidencia de dimensi6n mayor que cero, por ser aqui q > 2
(q=ntmero de lineas conjuntos-variables); esto es, el lugar parcial
superior que resulta de considerar variables s6lo a dos puntos datos,
y otro parcial correspondiente a otra de las lineas dadas, inciden
segim una linea.

Er definitiva: la regla que nos permite proponer lugares de pun-
tos 4areas en el plano, exentos en general de trivialidad, consistira,
pues, er. elegir un problema grafico cuya solucién sea un punto o
conjunto numerable de puntos, y cuyos datos sean puntos (lineas)
no inferiores a dos en nimero. Luego, haremos variar a dos de estos
datos de una manera arbitraria, sobre sendas lineas (haces), repi-
tiendo el problema elegido en cada nuevo grupe de datos.

Searn A y B los entes primitivos que son variables sobre los
conjuntos ool Sp y Sp respectivamente. Un lugar parcial Ly co-
rrespondiente a Sp se obtendrd cuando B queda fijo en Sp y solo
varia A en Sp. Lp es un lugar linea corriente, y estd perfecta-
mente definido por el valor o posicién que tiene B en Sp. A cada
valor de B corresponde un Lj; de modo que si hallamos ahora el
lugar geométrico de Lya, cuando B varia en su sistema, obtenemos
el lugar total.

(Continuard)



LA ORGANIZACION DE LOS ESTUDIOS DE
MATEMATICAS EN FRANCIA

Creemos de interés informar a nuestros lectores de la organizacién de la
enseflanza matematica en los diversos paises, y en todos sus grados; comenza-
remos en este ntmero por la organizacién de la ensefianza en Franecia.

Bachillerato :

El bachillerato en Francia tieme una durdeién de siete cursos, la edad
comin para iniciar los estudios es entre los diez y doce afios, recibiéndose por
tanto de bachilleres, como término medio, a los dieciocho afios, o sea aproxi-
madamente a la misma edad que los delpais, no obstante tener nuestro bachi-
llerato una duracién de cinco afios en Iugar de los siete del franeés. Las ma-
terias de estudio fundamentales son las mateméticas, el idioma nacional y las
lenguas vivas o muertas.

Su estudio se divide en dos periodos de duraciones respectivas de seis afios
y uno; en el primer periodo se pueden seguir tres orientaciones distintas que
se designan por 1—}7 A’ y B, y que se distinguen por darse en unos mas impor-
ianeia al estudio de las lenguas vivas y en otros al del latin y griego, los
programas y horarios de matemAticas son comunes a las tres orientaciones ¥
su extensién es tal que le dan al alumno una serie de conocimientos matema-
ticos altamente satisfactoria, basta para comprobarlo examinar los programas
¥y los textos que estudian los alumnos, entre ellos los que tenian tdltimamente
mayor difusién eran los de los profesores ESTEVE y MITAULT.

En la segunda parte del bachillerato se pueden seguir dos orientaciones,
Tilosofia vy Mateméaticas, que se caracterizan, como su nombre lo indiea, por
dar mayor importanecia a los programas y horarios de filosofia y matematicas
'1-espectivamenté ; ambas materias se estudian en las dos orientaciomes, aunque
.con distinta intensidad.

En este segundo perfodo el alumno completa su formacién en mateméati-
cas elementales y se inicia en algunas ramas superiores como la geometria vee-
torial y el cdleulo diferencial; como textos para esta parte del bachillerato
se estudiaban hasta hace poco tiempo en Francia, los de:; HApaMarD; Legons
de ‘‘ Géométrie elementaire’’, TANNERY; ‘‘Lecons &’ Arithmétique théorique et
practigue?’, BoURLET; ‘‘Legons d’Algébre’’ y ‘‘Legons de Trigonométrie rec-
tiligne’’, hoy dia se estudian las obras un poco més simples de Estmve y M-
TAULT para este periodo.

Basta ojear estas obras para darse cuenta de la solidez de la formacién
matematica de los bachilleres franceses, que les permite, més tarde, acortar la
.daracién de los estudios superiores; el método de examen también contribuye
a facilitar la formacién de los bachilleres, los exfimenes no son por materias
-aisladas sino que hay solamente dos exfimenes, uno al final de cada periodo de
conjunto, es decir de todas las materias y de todos los eursos. En lo que se
refiere a mateméticas se da importancia fundamental para la seleccién de los
candidatos a la resolucién de problemas ya que los exiimenes tedricos son en



general satisfactorios pues la mayoria de los candidatos comocen la parte ted-
rica de la materia.

Clases de ‘‘Mathématiques spéciales’’:

Los estudios que se llaman en Francia de ‘‘maahématiques spéeiales’’ son
intermedios entre los secundarios y los universitarios, se dan en los liceos y
sus profesores son de ensefianza secundaria, los métodos de estudio, disciplina,
ete., son también los que se emplean en los institutos secundarios pero para cur-
sarlos es preciso ser bachiller y las materias de estudio son de caricter univer-
sitario, su finalidad principal es preparar a los alummnos para los eximenes
de ingreso a las llamadas ‘‘Grandes Ecoles’’, esto es Politéenica, Normal Su-
perior, Central, Minas, ‘‘Ponts et Chaussées’’, ete...

En este periodo los alummnos se inician en la mateméitica superior, estu-
dian algebra (separacién y aproximacién de raices, determinantes y su apli-
cacién al Algebra, eliminacién ete...), edleulo diferencial, elementos de céleulo
integral, geometria analitica, trigomometria esférica, nociomes de geometria
proyectiva, geometria deseriptiva, elementos de meeénica ete..., se da impor-
tancia fundamental también a la resolucion de problemas y en general a todo
lo que tiende a hacer familiar al alumno el manejo de la ;nueva matemética
que estudia. Estos estudios duran en gemneral dos afios, dirigiéndose por tanto

- a alumnos cuyas edades estdn comprendidas emtre 17 y 20 afios; uno de los
1extos més difundidos para su estudio es el de Haag ‘‘Cours complet de ma-
thématiques spéciales’’;, en cuatro volimenes con otros cuatro de problemas.

Zscuelas Técenicas Superiores:

Los alumnos ingresan en ésta después de un examen de ingreso sobre
Jas materias de ‘‘mathématiques spéciales’’, el concurso de entrada mdas difi-
cil (después del de Normal Superior que no es uba escuela técnica), es el de
- la escuela Politécnica, en esta escuela los alumunos estudian dos afios y siguen
como cursos de mateméiticas los siguientes: dos de andlisis mateméatico, dos
de geometria y dos de mecénica, esta eseuela mo prepara téenicos en ninguna
materia pero los egresados de ella ingresan econ derecho preferente en el ter-
cer curso de las demds escuelas de ingenierfa tanto civiles como militares.

Los estudios efectuados en esta escuela, se caracterizan por su valor ted-
rico, basta para comprobarlo ojear los textos que se estudian en la misma co-
mo por ejemplo: HApAMARD: ‘‘Cours d’Analyse’’, D’OcAgNE: ‘‘Cours de Géo-
métrie’’, PAINLEVE: ‘‘Cours de Mecanique’’ ete...; el nivel de los estudios
en las restantes escuelas téemicas es ligeramente inferior al de la Politéenica.

Facultades de Ciencias:

Para el ingreso en una Facultad de Ciencias no es necesario haber cursa-
do ‘‘mathématiques spéciales’’, aunque en la practica la mayoria de los alum-
nos han cursado previamente dichas materias, otros en cambio cursan en la
facultad el certificado de ‘‘mathématiques generales’’, siendo aproximada-
mente equivalentes las extensiomes de ambos.

Por tanto al iniciar el alumno los estudios propiamente universitarios
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posee ya una amplia base de eonocimientos matemiticos. La Universidad con-
cede dos clases de titulos fundamentales, el de licenciado y el de doctor.

Para poder optar al titulo de licenciado es mneeesario cursar y aprobar
tres certificados de estudios superiores, éstos pueden ser elegidos libremente
entre los de una lista de quince o veinte, que hay en todas las Facultades,
pero para la llamada ‘‘licence d’enseignement’’, que es la que autoriza a ejer-
cer la ensefianza secundaria, es necesario aprobar los tres siguientes: Fisica
General, MecAnica Racional en la que se emplea generalmente como texto el
‘de Appprn, y Céleulo Infinitesimal, en el que se estudia ademis del cileculo
diferencial e integral los elementos de la teoria de funciones de variable com-
pleja, de ecuaciones diferenciales, de series trigonométricas y de geometria in-
finitesimal, como texto el mis empleado es el conocido ‘‘Cours d’Analyse’’
de GoursAT, empledndose también mucho para la geometria infinitesimal el
texto de JuULIA.

Los exdmenes a razén de uno por cada certificado, constan de pruebas
tedrieas y préctieas y no hay nada prescripto sobre el tiempo en que deben
efectuarse ni sobre la prelacién, en general los alumnos buenos hacen la li-
cenciatura en dos afios, terminindola por tanto a los 22 afios de edad.

Una vez en posesién del titulo de licenciado el alumno prepara la llamada
‘“agregation’’, que viene a ser el concurso para la emsefianza secundaria, para
ello tienen que aprobar un cuarto certificado de estudios superiores, o ejecu-
tar un trabajo monografico ('), este cuarto certificado es de cardcter méis
elevado que los tres anteriores, los méas importantes son los siguientes: AnAli-
sis Superior (profesor DrACH), Geometria Superior (profesor CARTAN), Meci-
nica Analitica y Celeste (profesor JuLIA), Teoria de Funciones (profesor Mox-
TEL), Probabilidades y Estadistica (profesor BOREL), ete.

Estos cursos se ecomponen de una parte fija que generalmente no se explica
por el profesor de la materia, debiendo el alumno estudiarla por su cuenta qué
es, por ejemplo, geometria diferencial en el de Geometria Superior, teoria de
conjuntos e integral de LEBESGUE en el de Teorfa de Funciomes, ete.... y de
una parte variable que constituye el curso explicado por el profesor, estos cur-
sos a los que asisten ademis de los estudiantes franceses un gran niimero de
estudiantes extranjeros, son publicados en parte, al afio siguiente, redactados
géneralmente por algunos alummnos aventajados y revisados por el profesor; las
famosas colecciones de la casa editorial ¢‘GAUTHIER - VILLARS’’, ¢‘Collection
de monographies sur la theorie des fonctions’’ y ¢‘Cahiers Scientifiques’’,
estin formados en gran parte por cursos de este tipo de la Facultad de Cien-
cias de Paris. .

Es de notar por otra parte, el eseaso nimero de horas de catedra que
dictan los profesores de la Universidad, asi por ejemplo muchos de ellos eomo
CARTAN, JULiA, MoNTEL dictan unicamente dos horas semanales durante un
cuatrimestre, lo que les permite dedicar su tiempo fundamentalmente a la
investigacién personal y la direccién de la de los alumnos.

Una vez terminado el cuarto certificado de estudios superiores, los alum-

(*) En algunas otras especialidades, como por ejemplo en la de Letras
es necesario efectuar el trabajo monogrifico en lugar del certificado.
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nos pueden presentarse al coneurso para ser nombrados ‘‘agregés’’, esto es:
profesores de ensefianza secundaria.

Para obtener el titulo de Doector es preciso finicamente, ser licenciado y
hacer un trabajo de tesis doctoral, en la preparacién de dicha tesis se invierte
de cuatro a cinco afios, pues todas las tesis han de contener trabajos de inves-
tigacién absolutamente originales y cuyos resultados sean de velativa impor-
tancia, lo que explica la pequefia proporcién de licenciados que llegan a reci-
birse de doctores. En muchas tésis de la Universidad de Paris, como en las de
LEBESGUE, BAIRE, HADANARD, ete. y modernamente por ejemplo en la de HEer-
BRAND, han quedado registrados importantes progresos de la ciencia mateméatica.

Iiscuela Normal Superior.

Esta escuela admite por medio de un rigurosisimo examen, 18 o 20 alum-
nos de matemiticas, seleccionados entre méis de mil aspirantes; los alummnos
una vez que han ingresado, siguen los mismos cursos que los de la Facultad
de Ciencias, licencidndose al terminar el segundo afio y terminan la “‘agrega-
tion’’ al fin del tercero y tltimo curso de estancia en la escuela. Ademés de
agistir a los cursos de la Facultad de Ciencias, los alumnos tienen en la escuela
conferencias estrictamente reservadas para ellos, a las que no asisten el resto
de los estudiantes, y estando intermos emn la escuela recibem:el trato directo y
la influencia de-los profesores y auxiliares de la Universidad, siendo los nor-
malistas los mejores alumnos de ésta, entre ellos salen casi todos los doctores
v casi todos los que llegan a la ensefianza universitaria, habiéndose convertido
por tanto la escuela en una verdadera ‘‘pépiniére des savants’’ en lugar de
ser una escuela para la formacién de profesores de ensefianza secundaria que
es la misién que tedricamente le estd asignada.

Colegio de Francia

Esta institucién fundada en el siglo XVI por el rey TFraneisco I, se ha
convertido hoy en uno de los centros de mis alta eultura de Francia, no eomn-
cede ninguna clase de titulos, ni éstos son precisos para asistir a sus cursos
i siquiera, al menos teéricamente, para ser profesor del mismo, lo que mo
impide que se considere de mayor categoria el titulo de profesor del Colegio
de Francia que el de profesor de la Sorbona.

En el colegio existen dos catedras de mateméticas, encargindose ademais
de explicar cursos, con cardecter temporal, a otros profesores, en general jéve-
nes, tanto unps eursos como otros son de un alto valor cientifico, destacindose
entre ellos los dictados por LEBESGUE, profesor del colegio, en la otra catedra
gue desempefia HADAMARD funciona un seminario dirigido por éste y en el
.que se han expuesto casi todas las investigaciones, realizdas estos Gltimos afios
en Paris por mateméaticos franceses y extranjeros.

Instituto del Profesorado. — San Luis.
M. BALANZAT
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La resefia histérieca del Caleulo infinitesimal que rigura en los tratados
generales de historia de la matemitica, ademéis de estar ya muy anticuada,
presenta graves deficiencias por reflejarse en ella la nacionalidad de sus au-
tores, deseosos de elevar la gloria de aquél de los dos campeones méaximos que
merece sus simpatias. El lamentable especticulo de la polémica que envene-
ué los origenes del Caleulo, a partir de la feliz idea que tendié un puente entre
derivada e integral, se ha prolongado hasta nuestros dias con la parcialidad
de los comentadores y era ya necesario que algin neutral emprendiera la re-
vigién critica de lo mucho publicado sobre el tema.en todos los paises culfos.

El libro de BOYER no es obra de investigacién original que aporte sensa-
cionales novedades; pero por la metédica organizacién del abundante material
¥y el sano criterio con que lo analiza, viene a ocupar un puesto vacio existente
desde hace tiempo em la literatura histérica, en la cual, aparte los capifulos con-
sagrados al tema en los tratados generales de historia de la mateméitica y del
conocido libro de ZEUTHEN, que por abarcar aquel interesante periodo puede
eonsiderarse como tratado especial, no existia ningin estudio sistemético de
la evolueién de la idea infinitesimal desde la antigiiedad hasta nuestros dias,
en que encuadrasen las mis reclentes investigaciones, promovidas por la apa-
-rieién de nuevos cédices griegos y por un estudio méis detenido del material
bibliografico ya eonocido.

He aqui la résefia de los diversos capitulos que componen la obra:

Cap. I. — LEn esta breve pero sustanciosa. introduceién de caricter ge-
neral, se expone la evolucién de la matematica a través de los siglos, haciendo
resaltar muy claramente la profunda diferencia de concepto existente entre el
infinitésimo actual, sobre el cual pretendieron edificar el céleulo sus funda-
dores v la mnocién de infinitésimo potemcial, nacida de la idea de variabilidad
y de limite, que a partir del siglo XIX sustituyé definitivamente a aquella. La
exposicién de BOYER revela clara compremsion, no frecuente en los historiado-
res, de las ideas capitales de la matemditica actual, en su orientacién abstracta.

Cap. 11. — La Edad aniigua. La dificultad de exponer la concepeién in-
tinitesimal en la antigiiedad helénica radica en la abundancia de estudios so-
bre ella, que difieulta la adecuada seleceién. La crisis de las magnitudes in-
conmensurables, genialmente vemcida por los pitagoéricos de la primera época
con la creacién del ntimero irracional, quizds inspirada en fuentes hinddes; la
cubicacién de la pirdmide cuadrangular, debida a DEMOCRITO, como se ha sa-
bido modernamente, asi ecomo la aplicacién del principio infinitesimal que mu-
¢ho mas tarde habia de inmortalizar a CAVALIERI; las muy conocidas parado-
jas de ZeNON; el significado de PLATON y de ARISTOTELES, acompaiiado de lu-
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minoso andlisis del infinito potencial y del infinito actual; la admirable teo-
ria de las proporciones, gemial creacién de Eupox1io, como también el métode
de exhaucién, quizds previsto ya por HipocrATES pE CHIOS; un breve pero
atinado resumen de los Elementos de EUCLIDES; la valoracién justa de la gran-
diosa obra arquimediana, precursora del cdleculo diferencial y del integral;
éste es el indice de los més importantes asuntos tratados en este capitulo;-con
critica en general ecuinime y certera de los juicios demasiado extremados de
algunos historiadores.

Permitasenos, sin embargo, disentir del autor en su eritica dirigida a
HorPE, por haber afirmado, al referirse a las cuadraturas de ARQUIMEDES; que
““por primera vez puede hablarse correctamente de una integracién’’. La inte-
gral definida — arguye BoYER — se define en matematica como limite de una
sucesién y no como suma de infinitos puntos, lineas o superficies’’.

Observaremos, por nuestra parte, que la diferencia entre sucesién y serie
es meramente de forma y mno de esencia; y que el moderno desarrollo de la
teoria de la integracién permite incluir sin esfuerzo en ella la concepeién ar-
quimediana, que considera el segmento parabdlico como una suma de infini-
tos tridngulos. Es obvio que en una época en que se estaba a més de dos mil
afios de distancia del coneepto general de nimero real (concepto de que nos
sentiamos orgullosos hasta que recientemente nos hemos dado cuenta de su
inseguridad) seria excesiva exigencia la de un rigor aritmético, que ni siquie-
ra hemos logrado hoy; pero no es hiperbélico afirmar que el siracusano so-
brepasé el estrecho concepto de integral del siglo XIX (CAucHY y RIEMANN)
introduciendo la nocién de aditividad infinita, que preside la teoria de la in:
tegral en nuestro siglo. No echemos de menos la clara nocién de limite, que
sélo después de 21 siglos se habia de introduecir en el concepto de integral, pues
no se olvide que posteriormente se propende a sustituirla por otras; y reco-
nézease que la intuicion arquimediana de ‘‘suma de infinitos sumandos’’ es la
misma que hoy unimos a la misma frase, la cual no exige la idea de limite, sino
de extremo superior de las diversas sumas finitas parciales; y es deber de jus-
ticia proclamar que la descomposicién efectuada por el méximo genio griege
del segmento parabdlico en suma de infinitos tridngulos, no difiere en esencia
de la que hoy efectuamos para evaluar el drea de un recinto abierto, descom-
poniéndolo en suma de infinitos rectingulos que agotan los puntos del recin-
to, es decir, con la misma frase suya, producen la exhaucidn del recinto. -

Cap. III. — La contribucién medioeval. Inmensa en el tiempo, pero dé
pobre densidad, es la aportacién de los siglos medios a ésta, como a todas las
ciencias positivas; pero no puede menos de admirarse la agudeza de los es-
critores escoldsticos que, preocupados con méis hondos e inacecesibles problemas,
trataban incidentalmente cuestiones de andlisis infinitesimal.

El franeés ORESME y el inglés SuUiSErPH (més conocido por el Calculator)
lograron sumar series no geométricas mediante artificios ingeniosos; y mno po-
dia faltar la cita de AnvAro THOMAS (el autor omite que era portugués, aun-
que profesé en Paris) que perfecciond los métodos, avanzando sobre sus prede-
cesores y deteniéndose solamente al tropezar con series de tipo logaritmico,
pero saliendo habilidosamente del trance, como en otro lugar hemos expuesto t.

(*) Los matemdticos espanoles del siglo XVI. Madrid, 1926.



Que estos escoldsticos conoeian perfectamiente el movimiento uniforme-
mente acelerado, es evidente leyendo la ingente obra de ALvARO THOMAS titu-
lada De triplice motu; y también es cosa probada que GALILEC se inspird em
ellog al encontrar la expresién matematica de la caida de los graves. »

Cap. IV y V. — Un siglo de precursores. — Newton y Leibniz. No po-
demos detenernos en la exposicién minuciosa de las diversas aportaciones al
método infinitesimal debidas a CoMMANDINO, STEVIN, VALERIO, KEPLER, GA-
LILEO, CAVALIERI, GULDIN, TORRICELLI, ROBERVAL, FERMAT, GREGORIO DE SAN
VicENTIO, TACQUET, PASCAL, WALLIS, GREGORY, HUYGENS,... Muchas de estas
contribuciones, si bien interesantes en si mismas, no significan progreso meto-
dolégico sobre la coneepeién arquimediana del Area de un recinto como suma
de las Areas de infinitas figuras eleméiitales; €l cdleulo integral habria quedado
estancado poeco mis alli de donde lodejé ARQUIMEDES, si cada cuadratura hu-
biera exigido el doble proceso de sumacién y de paso al limite. Que. estos in-
signes matemiticos avanzaran un paso mas, pasando de la sumacién de cua-
drados a la de las potencias n-simas, aun significando un resultado interesante,
no representa ni siquiera un atisbo de lo que pronto habia de ser el caleulo
integral, La idea feliz de BARROW, que descubrié la reciprocidad entre el pro-
blema inverso de la tangente (o sea el caleculo de la funcién primitiva) y el
problema de la cuadratura, fué la llave que abrié las puertas a la nueva dis-
ciplina, en las diestras manos de NEWTON y de LEIBNIZ. Que el método de BARr-
rROW fuera geométrico y mo algoritmico, y que apenas descubierto el puente
de unién entre ambos problemas, renunciara a la rieca cosecha (que probable-
mente no presintié) para eonsagrarse a la teologia, lejos de empequefiecer la
figura del maestro' de NEWTON la agiganta y bien puede considerarsele en jus-
ticia como el fundador del moderno céleulo integral. Habriamos deseado que el
autor expresase con el debido énfasis la trascendencia de esta idea en la cual
confluyen des grandes corrientes de- pensamiento, de cuya cépula dimana la
magna eenstruccién realizada por los dos coloses del cilemlo infinitesimal.

La reseiia de la inmensa obra de NEWTON y de LEIBNIZ es excelente y el
joven autor ha tenido el buen gusto de no entrar en las desagradables inci-
dencias de la famosa polémica en que otros historiadores parecen complacer-
se. Todavia habria sido preferible omitir la cita de un intemperante parra-
fo de HATHAWAY, que figura en una mnota. Creemos por nuestra parte que
el pu‘nto;'f,undamental diseutido, o sea la paternidad de la relacién entre pri-
mitiva ‘e iht‘egra], pierde importancia en vista de que ambos contendientes co-
nocian la obra de BARROW y les basté sustituir su demostracién geométriea por
otra algoritmiea, para llegar separadamente al mismo resultado.

Por otra parte, las dos obras se completan con caracteres distintos; mien-
tras las derivadas proceden de las fluxiones de NEWTON, el ealeulo estrictamente
diferencial es el de LEIBNIZ; la integral definida es la omnia de éste, mien-
tras que la integral indefinida, ¢ mas bien la primitiva, procede de NEWTON,
La exposicién del genial fisico es muy imperfecta metodolégicamente, ecomo
obra de quien ve en ella un medio y no un fin, y su famosa o que en esencia es
el conato de HOBBES, es netamente metafisica; mientras que LEriBNi1z aborda
con criterio de filésofo légico y mo metafisico el encadenamiento y rigor de
los conceptos. El predominio de la gloria de NEWTON en Inglaterra y Francia



fué la causa de la oscuridad conceptual que ha -encubierto los fundamentos del
cileulo en casi todos los paises, hasta muy entrado. el siglo XIX, y que toda-
via se nota en los libros destinados a.los cultivadores de las ciencias aplicadas.

Cap. VI y VII. — Periodos de indecision y de rigor. Asi titula el autor
al periodo que termina LACROIX y al que inicia BoLzAno. En el primero rese-
fia las duras eriticas de BERKELEY al cileulp de NEWTON y los titubeos ante
la nueva doctrina, que al fin arraiga en el continente y produce la espléndida
floracién que culmina en la magna obra de los BErNoULLI y de EULER. La
famosa frase de D’ALEMBERT ‘‘allez en avant et la foi vous viendra’’ puede
tomarse como calactelistica de este dureo periodo que cierra el tratado didae-
tico de LACROIX, en el que se han vemdo inspirando muchos otros, aun des-
pués de la removacién del anilisis por obra de CaucHY, ABEL y finalmente
de WEIERSTRASS y DEDEKIND al lado de los cuales, y a su misma altura, es pre-
ciso coloear al genial BoLzANoO, que antes que todos ellos realizé por si solo la
renovacién de los fundamentos sobre 'gulosa base aritmética, prescindiendo de
la peligrosa e insegura intuicién espacial.

La omisién del nombre de MENGOLI (témbiéq insigne figura, desconocida
de los tratadistas) en la resefia del concepto de integral, es la més grave lagu-
na que hemos encontrado en la erudita obra que eomentamos.

A la teoria de conjuntos de CANTOR y a los problemas due plantea la eri-

tica actual de los fundamentos estin consagradas las tltimas piginas de la
obra, cuyo capitulo final efectia una sintesis comparativa de las ideas gene;
rales que han presndldo el progreso. del anahsls, haciendo diseretas observacio-
nes sobre el prurito dé muchos lustonadmes, empefiados en atribuir las gran-
des ereaciones al genio de algunas figuras solitarias, cuya indiscutible superio-
ridad radiea casi siempre em haber llegado en el momento de madurez de las
fecundas ideas lanzadas \por numerosos antecesores, acertando a sistematizar—v
las y a extraer su mixima sustancia, gracias a una larga vida de esfuerzo te:
naz, acompafiado, claro es, de preclara inteligencia. Hay en esta tendencia al
latifundismo intelectual mucho de comodidad por parte de los expositores, que
asi rotulan los diversos descubrimientos con nombres propios, casi nunca con
entera justicia; hay también mucho de inercia, que explica la persistencia de
denominaciones a todas luces arbitraria.s‘;_ y hay finalmente falta de honradez
en los tratadistas que lanzan afi.rmaciohes, a veeces propias y con mis fre-
cuencia ajenas, sin puntualizar el origen de cada una, para que el lector pue-
da asignar a cada una el coeficiente o peso que le corresponda. Este impera-
tivo de honestidad histérica, que evitaria la repeticién indefinida de los graves
errores e inmjusticias que ruedan de unos a otros trabajos, esta fielm_éﬁte res-
petado en la obra de BoYER y merece alto elogio la escrupulosidad con que adu-
ce el fundamento de cada afirmacién, dando lo cierto como cierto, lo dudoso
como dudoso, y acompaifiando a cada idea no personal la exacta cita del lugar
en que ha sido emitida. Sirva tal ejemplo de modelo a los historiadores de
toda especie y se simplificard la dificil tarea de quienes ansiosos de lograr
una exacta filiacion de las ideas o de los hechos, comsagran su vida a la eri-
tiea de la historia.

Buenos Adires, Universidad.
JurLio REY PastoR



-

CRONICA

Comunicaciones cientificas a la Union Matemdatica Argentina
(Sesién,del 23 de julio de 1940)

SOBRE LAS SUPERFICIES CONVEXAS

Existen elementos de las superficies convexas ecerradas, euyo valor no pue-
de considerarse como limite del valor de los elementos anilogos en superficies
poliedrales inseriptas (atn siendo convexas) que tienden a la superficie primi-
tiva. En -particular se presenta el caso siguiente:

TNuminando un cuerpo convexo por un haz de rayos paralelos, puede ocu-
rrir que la longitud de la linea de sombra no sea igual al limite de las lamngi-
tudes de la linea de sombra de poliedros convexos inseritos que tiendan al
cuerpo primero.

Un ejemplo consiste en tomar dos conos de revolueién iguales unidos por
su base e iluminando paralelamente al eje de ambos; la linea de sombra es
la circunsferencia de la base; tomando poliedros inseritos elegidos convenien-
temente para que su linea de sombra forme una linea poligonal alabeada en.
zig-zag, se -puede lograr que el limite de su longitud sea cualquiera. Aniloga-
mente se pueden dar ejemplos de superficies .convexas tales que la longitud
de su linea de interseeccién con otras no sea igual al limite de la longitud
de la interseccién de superficies poliedrales inseritas que tiemdan respectiva-
mente a ellas. \

L. A. SANTALO

UNA GENERALIZACION DE LAS FORMULAS DE HERMITE

Las férmulas de Hermite dan los valores limites de la integral de Cauchy
de una funeién holomorfa f (z) sobre un circuito cerrado C, cuando u tiende
al contorno:

Lim f&)_d_‘ wLimff_(lLdl =f (u)
Z—uj 7—1Ug
c c

7—u; 7—u

Lim[t (z) dz Lim {f (z) dz == Val. prin. —I- £(z) dz
Jor—u, i

c [+

En estas férmulas hemos indicado con % un punto del contorno y con u;,
u, puntos interiores y exteriores respectivamente que se aproximan indefini-
damente al primero.

Picard en su libro: Lecons sur quelques types simples d’équations auw
dérivées partielles, expone las férmulas de Hermite generalizadas, para el caso
de que la funcién f sea tan sélo continua y de variable real y que la integra-
cién se haga sobre un arco abierto rectificable; pero necesita imponer a la
funcién f la condicién de Lipschitz.
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En nuestro trabajo llegamos al mismo resultado con una condieién menos
restrictiva que la de Lipschitz y- la integrécién se hace sobre un segmento-
del eje real.

La condicién impuesta (condicién p) es la siguiente: si w es un punto
del contorno, esto es, del eje real, debe ser integrable la funcién.

£ (ut) —f (u—t)
21
en un éfﬂtorno del origen.
YANNY FRENKEL

EJEMPLO DE UNA FUNCION MONOTONA DISCONTINUA EN UN
CONJUNTO DENSO

Se considera a la variable n escrita en el sistema de numeracién de base
2 y se lee dicho niimero en el sistema de base 3, esta correspondencia define
una funcién del tipo indicado. En todo punto de la red binaria la fumeién
es discontinua y es igual a su limite inferior; en los demés puntos la funcién
es continua y admite derivada nula. La inversa de la funcién de Cantor es
del mismo tipo y su definicién es idéntica, s6lo que hay que cambiar las cifras.
1 por cifras 2 en el desarrollo de z antes de leerlo en el sistema de base 3.

E. SAMATAN

EVALUACION NUMERICA DE LA INTEGRAL DE POISSON

£ (1) dt

1. La integral de Poisson: u(p, )= 1 [27: 1—p?
am 1--p2—2pcos (IL—¢)
da el valor de Ia funeién arménica u ( p,¢ ) que en el contorno de un cireulo
de radio 1 tiene los valores f (t) (0 <t=<{2m ). Se puede suponer ¢==0 puesto

que ello equivale a computar los valores desde t=eq. "

Hemos tabulado el factor 1 °° para p=0.1,0.2,0.3,...0.9,0,95.
1-}p2—ap cos t
y t=0¢, 10°, 20°,... 180° y mediante la férmula de Simpson se puede calcular

aproximadamente la integral. Es particularmente indicado utilizar maquina de
calcular eléctrica que permita acumular productos parciales.

2. La integral de Poisson se puede eseribir u (p, @)= x Mf (1) dz
27 ls}
siendo t el areo opuesto al t respeeto del punto (p, o)
., t I—
Como t y <+ estdn vinculados por la relacién g 5 =g —:~ . 1+§

mediante la tabla que hemos preparado que da los valores de t para valorar
de 1t entre 0 y 180° cada 109, el cileulo de la integral de Poisson se reduce
a una suma.

MANUEL SADOSKY

Nora pE ReEp. — Un extracto de la comunicacién presentada en la misma sesién
por el Dr. Ernesto Corominas apareceria em otro miamero.



REVISTA DE REVISTAS - :

JUAN BLAQUIER. Una demostracion de los célebres teoremas de Picard. Anales
de la Sociedad ecientifica argentina. T. CXXIX, Abril 1940, p. 145 -.152.,

‘‘La ventaja — dice el autor — de la presente demostracién consiste en
«que, ademis de ser breve, no utiliza mas que las nociones bisicas de la teoria
-de funciones analiticas’’.

Sin emitir opinién sobre lo que deba entenderse por nociones bésicas, entre
las cuales incluye el autor al teorema de Bloeh, eonviene observar, en lo que
'se refiere a la encomiada brevedad, que si en lugar de suponer eonocido este
teorema, se sustituye por el de Schottky, mis sencillo que aquél, las ocho pagi-
nas de la memoria quedan ventajosamente sustituidas por las pocas lineas que
Tnecesita Bieberbach en su conocido tratado (t. II, pAg. 225) o Dienes en el
suyo (pag. 270) para demostrar el teorema gemeral de Picard.

El autor sigue fielmente, con ligeros cambios de notaeién, la exposicién
«de Montel para el primer teorema y justo es reconocer que alguna de las acla-
raciones que le agrega siguiendo a Bieberbach son oportunas, pues tal como
estd redactado algtn parrafo de pag. 116 del libro de Montel algin lector
podria confundirse; pero apenas se separa de la guia del libro, para pasar al
segundo teorema, comienzan los tropiezos. Mientras dedicé casi media pagina
a desarrollar una breve frase de Montel, que dice mis y mejor, y con mayor
claridad, ahora salta velozmente por los puntos que exigirian alguna justifiea-
cién y sale del paso con frases como ésta: ‘‘es también regular o polo de
primer orden, como no es dificil verlo, para la funeién g(z)’’ o bien como

-esta otra: ‘‘En virtud de la definicién de ésta el punto z —co no puede ser
‘polo de g(z)’’. Aunque creemos que no habria sido diffeil al autor sefialar
los pasajes de textos corrientes de los que pueden deducirse facilmente tales
conclusiones, debe sefialarse este brusco contraste entre las dos partes de la
‘memoria; sobre todo habiendo anunciado y cumplido hasta en exceso, que su
-exposicién tendria ‘‘mAs detalles que los impreseindibles’’,

Pero todo esto es materia parva si se compara con el nudo del problema
-abordado. Es bien sabido que la tdnica. dificultad que'se presenta al aplicar
el razonamiento de Bloch al teorema generdl de Picard estriba en que mientras
el logaritmo de una funcién entera se puede uniformar, eomo hace p. ej. Montel
-en pag. 116, por la sencilla razén de que el campo de monogeneidad es simple-
mente conexo, en cambio, en el caso del 2° teorema, el entorno del punto del
‘infinito es doblemente conexo y falla completamente aquel procedimiento.

Ahora bien, el teorema de Riemann, que se aplica después, presupone la
aniformidad de la funcién y ya en los cursos elementales se dan funciones
sencillisimas, no uniformes, para las cuales no se verifica la propiedad.

La conclusién a que llegamos, cualquiera que sea el contenido de las cartas
de eminentes matemiticos que a falta de argumentos objetivos exhibe el autor
en apoyo de su memoria, es que los dos teoremas de Picard quedan con ella
+8in demostrar.
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C. C. DASSEN. 4 propdsito de una demostracion del segundo teorema de Picard.
Boletin. Matematico, Afio XIII, pags. 256 - 259.

La memoria que acabamos de comentar fué presentada por su autor a la
Academia nacional de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, como candidato
-a ingreso; y el tnico académico que en ésta representa desde su fundacién
o refundicién a la ciencia mateméitica, tuvo que expedir su informe téenico.
Pero habiendo declarado en varias ocasiones con ejemplar sinceridad, digna
de imitaeién, su desconocimiento de la teoria de funciones de variable compleja,
tuvo que recurrir, como confiesa noblemente, al Dr. Carlos Biggeri “‘especia-
list ¢ Funciones’’; quien le
taeilité el condenatorio informe solicitado.

El académico informante sobre la memoria objeta que ‘‘al final, se senta-
ba una afirmaeién que, de no demostrarla, dade la indole diddctica del tra-
bajo (*) rvesultaba insuficiente la demostracién deseada’’. A confinuacién
reproduce la contestacién del ‘‘especialista en Teoria de Funciones’’ quien ‘‘no
se limita a contestar escuetamente la consulta, sino que da un teorema general,

del cual es un simple corolario la afirmaecion antedicha’’

Ista nueva aportacién del Dr. Biggeri al Andlisis, sugiere sin embargo,
como todas las suyas, algunas observaciones.

1* El nuevo teorema figura desde remota’ fecha en texfos elementales.
Baste citar el viejo Burkhardt, que data del siglo pasado (pags. 97 y 130)
como el de Osgood, el de Hurwitz-Courant, el de’ Bieberbach, ete. En el primer
volumen de éste, que contiene-los elementos de la teoria hasta tiene el teorema
un nombre que lo individualiza y encabeza todo el eapitulo, § 5, (pag. 187 de
la 1* edicién) que titula: ‘“Satz von der Gebietstreue’’. En su diminuto manual
de vulgarizaciéon figura ya en la 2 pagina.

2¢ Es muy cierto que casi todos consideran un punto z, en el que f£(z)
holomorta y demuestran que los puntos homdélogos de un entorno de z, lle-
nan un entorno de w, mientras que el Sr. Biggeri supone que z, es un pole
y por tanto w, es el punto del infinito; pero es imperdonable ignorar la equi-
valencia entre ambas propiedades, puesto que el exterior de un circulo se trans-
tforma en el interior de otro por la funmcién 1/z. Lo singular del caso es que
el dutor realiza este cambio de variable y todavia necesita desarrolios en serie
para llegar a resultado tan sabido y repetido en todo curso elemental, con la
agravante de que solamente lo hace en el caso trivial de polo simple.

3* El caso general de polo multiple supera al parecer sus fuerzas y sale
del tranee con una evasiva analoga a las observadas en la memoria precedente,
limitdndose a decir; ‘‘se trata analogamente haciendo las clasicas sencillas
consideraciones complementarias con vespecto a las fumeiones analiticas multi-
formeés que se presentan’’. Si el autor no hubiera olvidado al parecer que la
funcién 1/£(z) es holomorfa donde la f(z) tiene polo, sea todo lo miltiple
que quiera, le habria bastado citar la pigina de cualquiera de los textos donde’
estd el teorema. Y mAs decoroso habria sido ahorrarse la mota integra, puesto
que hasta ese caso de polo, el que trata y el omitido, estin liquidados en el
texto de Bieberbach (Vol. I, pig. 188) lineas 31 y 32, con 16 palabras justas.

(*) El subrayado es del autor; analoga observacién vale para los restantes.



4* Pero la omisién de la nota que comentamos nos habria privado de una
noticia interesante: el Dr. Biggeri afirma rotundamente en pag. 258 (lineas
— 7 a —5) este nuevo resultado, que es lo sensacional de su trabajo:

¢ Existen dos nimeros positivos p, <<p, y p, tales que, la funeién t=t(z’)
establece entre los eireulos |z|<p, y [t{={p, una correspondencia biuniveea’’.

Hemos buseado alguna manera de inculpar al tipégrafo, busecando uma
posible errata, pero indudablemente el Dr. Biggeri ha entendido asi el teore-
ma de la funeién inversa y es preferible no comentarlo; los alumnos medianos
de Introdueeién a la Mateméatica superior (pues los peores cometen siempre
el mismo error al.llegar a este punto) formarian su propio juicio y de paso
sacardn este sorprendente corolario: toda funeién amalitiea es lineal. .

5¢ El tnico lapsus que han descubierto en la memoria antes resefiada el
Dr. Biggeri y el académico firmante, no existe; y htielgan por tanto las ocho
paginas impresas que le dedican; en cambio no parecen haber notado la falla
capital que inutiliza el trabajo y deja intacto el tema abordado.

CARLOS BIGGERIL. Sobre ¢l segundo icorema de Picard. — Boletin Matematico,
Afio XIII, Diciembre de 1940 pigs. 291 - 294.

Dice el autor: ‘‘El objeto de la presente Nota (a la cual le asignamos
simplemente un interés didetico, en cuanto ella simplifica mucho la deduccién
del segundo teorvema de Pieard, del teorema de Landau) es: demostrar el se-
gundo teorema de Picard a partir de una mayoracién de tipo algebraico-loga-
ritmico siguiendo la idea de Bloech pero, eso si, modificindola en parte’’.

En efecto, mientras Bloch utiliza prudentemente férmulas algebraicas Ya-
cionales, para no salir del campo de las funciones umiformes y asi llega en
solo nueve lineas a demostrar el teorema general de Picard, con elegancia
insuperable, el autor de esta nota, pretendiendo mejorar tal obra maestra, pre-
fiere utilizar otra acotacién de las que da Bloch con otro objeto; pero como
en ella figuran logaritmos y raices, tropieza en el mismo escollo que la me-
moria anterior (esto es, la multiformidad de la funtién) y pretende zafar de
la varadura con una frase evasiva: ‘‘...la posibilidad de tal uniformacién. ..
se demuestra combinando ciertas propiedades de la teoria de funciones’’.

Es de suponer que si el autor hubiera logrado tal combinacién la habria
expuesto; sin ella el valor del trabajo es nulo; y en cuanto a la simplificacién
anunciada, mis bien parece una frase de tomo humoristico.

Nora. Ya en prensa este nfimero aparece una nueva memoria del Dr. Das-
sen en los Anales de la Sociedad cientifica argentina, (Emnero 1941), en que
transeribe otro trabajo del Dr. Biggeri relativo al mismo teorema de Picard.

El contenido real de las dos paginas que ocupa se reduce a esto: vuelve
a tomar en lugar de la férmula algebraica de Bloch otra algebraico-logaritmica
y vuelve, por tanto, a encallar en el mismo punto de la uniformacién, que es el
arrecife del problema. Veamos cémo sale del atasco en este nuevo intento.

En pig. 13, nota 3 reconoce que ‘‘la solueién de tal problema (de la
uniformizaeién) es la dnica complicacion que se presenta al demostrar el se-
gundo teorema correlativamente a la forma en que Montel demostrd el primer
teorema, empleando el teorema de Bloch’’.
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Este reconocimiento significa ya un progreso. Después de mucho insistir
sobre este punto capital, (hasta seis veces lo hace en el texto, con letra bastar-
dilla para mejor destacarlo) le dedica nada menos que siete largas notas desde
pag. 12 a 15; y después de las cineo primeras que son preparatorias, aborda
por fin en la nota (6) la demostracién de la proposicién que fué admitida pro-
visionalmente en el texto, ‘‘ para brevedad de la demesiracion’’. Es la siguiente:

‘‘h(z) se puede uniformizar en un entorno de z_— oo (o sea h( ! ) se
z

0
‘‘puede uniformizar en un recinto simplemente conexo que contenga en su interior
¢¢al origen z = 0).

‘‘En efecto; si £(z) satisface a las condiciones (que se le imponen para
‘“demostrar por reduccién al absurdo el segundo teorema): a)... b)... e)...

‘¢ entonces h(i) se puede uniformizar en un recinto simplemente conexo que
z

‘‘contenga en su interior al origen, z — o (es decir, h(z) se puede uniformizar
‘‘en un entorno de z_ —o00).”’

Hasta aqui la demostracién consiste en repetir el enunciado; y esto no seria
censurable si no repitiera también la singular afirmacién de que el trasformado
del entorno del punto z —o0, que es como el autor debe saber doblemente co-
nexo, resulta por arte de magia simplemente conexo. Si asi fuera, la cuestién
quedaria resuelta- inmediatamente como en el primer teorema’ ¥ queremos hacer
al autor la concesién de que es un simple lapsus de expresiom, pues de creer él
mismo lo que afirma, es de suponer que habria sacado partido inmediato para
liquidar el tema. Sea descuido o sea algo peor, lo cierto es que el autor repite
después una y méas veces el mismo dislate.

Prosigamos la demostracién anunciada; la cual se reduce a agregar a lo
antes copiado: ‘‘lo que se demuestra combinando (laboriosamente) ciertas pro-
piedades de la teoria de funciones; (véase nota séptima)’’,

Pasamos a la nota 7* en buseca de la tantas veces prometida ‘‘uniformiza-
cién’’ y alli no hay nada de ella; por el contrario se limita a sefialar que
en el caso de polo ‘‘es imposible uniformizar la funcién’’.

Y aqui termina la memoria, dejando todas cuatro intacto el segundo teo-
rema de Picard a pesar de tan ldborioso (y por tanto loable) esfuerzo. Es-
peremos el quinto intento que segiin anuncia publicard oportunamente, desein-
dole méas éxito que el de los precedentes, y alguna ventaja visible sobre las
sencillas y elegantes demostraciones que figuran en los tratados ya citados.

Siendo negativo el fruto de las cuatro notas examinadas, huelga analizar-
las minuciosamente para cosechar errores de menor cuantia; pero hay alguno
de tal dimensién que conviene seiialarlo para evitar que prospere entre los leec-
tores que no hayan liegado a los cursos elementales de Caleulo: el doctor Biggeri
afirma en una y otra memoria, que es una integral eliptica la utilizada por

Bloch y cuyo edleulo proponemos (T. VII, nam. 3) bajo el n® 10 de las Cuestio-

1 dx
0 (1 —x2)2

nes elementales:
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