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SOBRE ALGUNAS PROPIEDADES
DE LAS DERIVADAS Y CIERTAS PRIMITIVAS DE
LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

por Jost BaBINi

1. Relucion de simetria. —
. . . . XZ—p)n
Si con Ds, indicamos las derivadas de orden s de ( '7“11’)

(n natural), tendremos, incrementando por Taylor y directa-

mente:
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Si, en esta ultima formula, se cambia s por 2n—s y r por

n—s--r
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Si ahora recordamos que Dn, no es mas que el polinomio
de Legendre P eindicamos con Pn"; (—n=<r=n) las derivadas
(r>o0) y ciertas primitivas (r<<o) de ese polinomio, llegaremos,
haciendo s=n-}-r a la siguiente relacidn de simetria

P* P:
3 — 5] T n
= (X —1 I
(e 1]
valida para —n=<r<n.
Esta relacion nos dice que las primitivas que entran en
juego son los polinomios que admiten los valores —1 y 1;

como ceros de orden r de multiplicidad (1).

2. Generalizacion de una expresién de Dirichlet. —

Es conocida una férmula de Dirichlet (2) que expresa P,
en funcién de u=cos —~y v=sen - ; siendo x=cos &=

=20 —1=1—2V2 :
Para extenderla a Pm, que es un polinomio de grado n—r
en x escribamos

n—r )
Pry= 2 o] (Il —r, m) cu 2 (p—r—m) y2m

m=o

donde ¢ (n—r,m) es un simbolo numérico con dos indices.’

Diferenciando y considerando que dx=/udu=—/4vdy,
n—r ’

Prtldx— Y @ (n—r,m)u? (r—m) y2m [;_ i] dx
m==0

de donde

n—r—1 )
Ppr+1t = E @ (_Il —r—1,m)u? (n—r—1—m) y2m

m=0

(*) El profesor Toscano, de Messina, ha tenido la amabilidad de comunicar-
me que la relacién de simetria puede obtenerse también partiendo de los poli-
nomios de GEGENBAUER.

(*) Véase, por ejemplo: W. L{sxa, Sammlung von Formeln... Pag. 384.
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n—r—I

% 2 [(m-—r—m)¢ (n—r,m)—

m=o

— (Hl - I) ) (n —r, m}- I)] u? ([p—r—1—m) yem .

y, por lo tanto, el simbolo ¢ (n —r,im) satlsface la siguiente
relacién recurrente:

2¢(n—r—i1m)=(n—r—m)e(n—r,m) —
—(m 1) ¢ (n—r,m+1);
que, mediante el cambio de simbolo

(._,_I)nMr .gn—r -

¢(n—r,m)= b (n—r,m)

[n—r—m. |m
se convierte en

b(n—r—i1m)=b(n—rm-}+1)—b(nh—r,m)=
=AY (n—r,m) ; Am=r1;
y en general

Y (n—r,m)=AP b (n—r-+p,m)=

P
2 (f)(-'l)s¢(n—r+p,m+p——s).

§=0
Como
Ppn= (xz;:!)n =2 <!—I)n (uv)?n
seran
m=n; ¢ (2n,m) :‘Q—H,fg_l)n, lb(zn,m)———*(_l)nm ,

m=-n; ¢ (2n,m)=1v(2n,m)=0



r—n

r-+m, de donde

por lo tanto, si en la sumaloria anteri
el tinico término no nulo serd cuando s=

gu

b (11 —T, 111) = (Ej—l) ( )m_‘ p(=Dmnl

_lmin yerg (n—r,m),

gn—ur
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y finalmente
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que es la generalizacién de la férmula de Dirichlet, a la cual
se reduce para r=o. Separando las derivadas de las primiti-
vas, tenemos para r=o0,

n—1r

[ntr
B T (2) 1) (— o e

m=¢

1
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y cambiando en esta Gltima m por m--r

n—r1 :
P T () (8) (e e ) =
i
m=0
Py
= (— 1) (a2

y como (~ 1)" (2uv)? = (x2 — [)F resulta nuevamente la re-
lacién de simetria.

3. Relaciones recurrentes. —
Entre las numerosas relaciones recurrentes que pueden es-

tablecerse entre las Pn' veremos tnicamente las generalizaciones
de las mas conocidas relaciones recurrentes entre las Pp.
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h. Expresion de P por determinantes. —

Si eliminamos P " entre [4] y [5]

i3

[4]

n— =2

— Don_1 L x2 (x*—1pp—2

1

[5]

(n4r—1)Py ,—x(on—1) Py 4+ (n—r)Ph=o0

que, para r=o, haciendo n=r-}1, r-}2, ...n.



se obtiene

1 0 0 0 x(2r41) P*
x (2r43) 2 0 0 (2r+1) P}
n—r—1 r 2r42 x (2r4-5) 3 0 0
(—1) n—rPi=| 7 9r 43 x (2r47) .. 0 0
0 0 0..x(2n—1) 0
y como Pr=(ar—1)!!
x (2r41) 1 0 ...0
C9p 1y 1 2r41 x (2r4-3) 2 ... 0 o
v (1) . 4
P == : : : : ;o 16]
0 0 0.. x(2n—1)

y utilizando la relacion de simetria se puede también expresav
mediante un determinante las primitivas P, -T.

5. Ecuacion diferencial. —

Si eliminamos P,* entre [3] y [4] y cambiamos r y n por
r-+1y n-i1,
(1—x2)Pr+2—ox (r+ )P+ (n—r)(nfr41)Pa"=

lo que nos dice que la ecuacion diferencial

(1—x)y" —ox(r 1)y +(n—1) (ntrt)y=o  [q]

tiene como integral particular Pp*, de donde la integral general
seré, utilizando la relacién de simetria
X
di
=APy [—— =
Y L O
B

siendo A y B las constantes de integracion.

. (Original recibido en 1937)




UN ALGORITMO DE SUMACION DE SERIES
DIVERGENTES

por Ricarpo SaN Juaw

Polya y Rey Pastor (*) han generalizado el algoritmo de
Borel introduciendo un parametro complejo como coeficiente
de la variable de integracion en la asociada, con el cual se hace
girar el camino de integracién y se amplia el campo de con-
vergencia hasta lograr el exterior de la cipsula de los puntos

singulares de f(z) == 3. Si este pardmeiro o se toma co-

mo exponente de dicha variable f, ademés real y positivo me-
nor que 1, y luego se hace tender a 1, resulfa un algoritmo
definido asi:

o
(Bo) & anzn=1lim [ et (1%z)dt
W—>1"" ¢

e e}
P (1% 2) =2 [tean,
n=0
que comprende también al de Borel y efectaa la prolongacién
analitica de la serie & anz" en toda su estrella principal de
Mittag-Leffler (**).

(*) PorvA. — ‘“Untersuchungen iiber Liicken und Singularititen von Po-
tenzreihen’’. Mathematische Zeitsehrift. B. 29. (1929) S. 549.
Rey PAsTOR. — La investigacion matemdtica. Bol. erit. ped. 1919. Notas

de Andlisis. Asociacién Espafiola para el Progreso de las Ciencias. Congresos de
CAdiz (1927) y de Barcelona (1929). Rend. Ist. Lombardo (1931). Pag. 1293.
Véase ademds la clara exposicién de Dorrscm: Sitzungsberichte Akademie
Miinehen (1931), pag. 1.

(**) Nétese la diferencia de este algoritmo con el de Mittag-Leffler (¢‘Sur
la représentation analytique ete...., ‘‘Acta Mathematica, B. 29, S. 101-181) en
que los términos de la asociada tienen denominadores (n¢ )! y para alcanzar
un punto prefijado de la estrella hay que tomar o suficientemente pequefio.

Un estudio sistemético de los algoritmos de prolongacién analitica fué he-
cho por Buhl en su fascieulo ‘‘Séries analytiques. Sommabilité’’. (Mémorial
des Sciences Mathématiques, Fasc. VII) donde pueden verse diversos métodos
que efectdan la prolongacién en toda la estrella de Mittag-Leffler, pero con
procesos més complicados que el B .



Este algoritmo no es lineal, pero se transforma en lineal
integrando término a término, y resulta el algoritmo de Le

! ., .
Roy de factores gl—na-,)— (*). Esta integracion puede interpretarse
_asi:
o] : w1 X (o] (na)!
n H
eto(ttz)dt= [e—t o (z)dt" = X L anzn
o o n=0

L%

El algoritmo Bu. se deduce del algoritmo lineal de Le
(na)!

n!

Roy Ly de factores sustituyendo la serie auwiliar de éste

por su suma con el método de momentos (na)! y generatriz
X x ., 9
—e'a te " que también se debe a Le Roy (**).

(41 R

Aplicando las propiedades de permanencia y prolongacion

analitica de estos dos algoritmos de Le Roy resulta:

El algoritmo Ba efectiia la prolongacion analitica de cada
serie & anzn en toda su estrella principal de Mittag-Leffler.

Para ver que este algoritmo B, comprende también al de
Borel aunque la serie tenga radio nulo, basta observar que la
expresion B resulta de aplicar a la integral de Borel los fac-
tores de sumacion (**F).

()= L oat—l = fo—1
}.L(OOIL>— e « ta

(*) LE Rov.— Sur les sérics divergents. Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse (1900).

(**) Esto puede aplicarse a cualquier algoritmo lineal sumando su serie au-
xiliar eon un método de momentos o con otro algoritmo lineal.

(***) Pueden utilizarse factores de convergencia efectuando previamente una
integraeién por partes sobre

"t
b(t) :/ e—to (tz) dt.
. (<]

Este artificio se generaliza como método para deducir las condiciones anteriores
de las de permanencia para factores que comservan los limites nulos, eorrelati-
vamente a la demostracién del teorema de Perron que dimos en nuestra Tésis
doctoral (R. 8. 8Ax JuaN, Sumacion de series de radio nulo, ete... Revista de
la Academia de Ciencias- de Madrid (1933).

Véase también Teoria de los algoritmos lineales de convergencia y de.suma-
cion, de REY PASTOR.
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que efectivamente satisfacen las condiciones de Perron:
lim p(a t)=1 para cada t
O—>I

e8]
/|d p(agt)|<k en un semientorno de 1.
e/ 0 ’

En efecto, se verifica:

0] by 0s]
I 1 1 I I I
I — =1 X — I 1 — 1
ld = et—ta to = [|d—e—lu e ‘_ |d—et—tate ™ =
4 7 [+ {
. o o oy :

I I 1
=2 —e“ %y o w "

(27
. ’ . I 3 1
siendo o la raiz positiva de oo ta—t— (‘a—— 1) =o0, donde
cambia de signo el integrando

I

’ 1 r_. I . : S
et—ta;ta # (;——I%—t*—'a‘ta),-

la cual es a; <e, puesto que

1 ! ! 1 1 1
e —p>oam——pa—pE (L = ( < ,,,)
oec—ezea—e=et ( 1) > I <<
y resulta
T RN I o ——1 e
2 — et T4 v <92-—e et —>2e para t—17.
(47 (¢

Toda serie sumable B es sumable By, y con igual suma.

Esta generalizacion de B puede extenderse al método de
Le Roy de momentos (np)! siendo p>0 y resulta un algorit-
mo:

w L z
(Lp, ) & anzn=lim [e—t Pop (t%z)dt? =

a—>1—,/ 0

o I t
lim fe—“’a op (tz) dt®®

—>r1"",) O

¢p (tz) == 2 —togn
0

neo (1P)!

que comprende a los dos algoritmos de Le Roy y al de Borel



SOBRE LA PARADOJA DE BERTRAND

Nota II de EstHER FERRARI

En la comunicacion de H. Petrini a la Academia de Cien-
cias de Estocolmo, presentada el 22 de Enero de 1936 por T.
Carleman y F. Carlson (*), se afirma que de las tres soluciones

dadas por Bertrand la tercera (o sea el valor IT) es la tunica

que debe considerarse como exacta. Petrini modifica la defi-
nicion clasica de probabilidad discreta para aplicarla a los pro-
blemas de probabilidad geométrica de este modo:

‘‘ Modification. — Dans le caleul de la probabilité géométrique on considére
les points, les lignes et les surfaces comme des limites de grandeurs géométri-
ques, qui ont une ou plusieurs dimensions de plus. Par exemple, s’il s’agit des
points sur une surface, on s’imagine la surface partagée gu un grand nombre
fini d’éléments égals, chacun représentant un seul point. Une direction est re-
présentée par un petit angle. De cette maniére les cas favorables seront réduits
en un nombre fini, et on peut appliquer la définition donnée pour la recherche
d’une probabilité approximée. La vraie probabilité est définie comme la limite
de cette probabilité approximée, lorsque les éléments considérés deviennens
infinement petits. Cette méthode est le plus souvent acceptée, et nous 1’emploie-
rons dans la suite’’.

Esta modificacion es lggitima para conjuntos de puntos
situados en wuna superficie, la cual se divide en elementos

A

Fig. 1

iguales; pero cuando se trate de rectas, los elementos iguales
ya no son trozos de superficie, sino conjuntos de rectas.

(*) Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik. Band 25 A. N°¢ 16.
La primera parte de nuestro trabajo aparecié en el Ntam. 1 de este mis-
mo vol. VII de la U. M. A. / (



Habiendo aceptado Petrini la solucién prob = —Z— trata de

hallar las faltas de la primera y de la segunda solucién de
Bertrand y dice asi:

Premiére solution. — Maintenant nous chercherons la faute de la premiere
solution. Soit le rayon OA du cercle- donné partagé par portions dr, égales
entre elles. Nous considérons le faisceau des cordes qui sont tirées perpendicu-
lairement & OA, de maniére qu’une corde passe par chaque élément dr, En
passant 3 la limite Sr=0 on aura le faisceau complet qui est perpendiculaire
4 OA. Puis nous répéterons la méme procédé pour un rayon OB, qui fait le
petit angle 5% avee le rayon OA ete. pour tous les petits angles 9 et
" chaque fois nous trouverons la probabilité cherchée = :— . En passant & la limi-
‘te nous avons consideré toutes les directions de tous les faiseeaux complets-et

IS

Yipz . I
la probabilité reste toujours — — ., C’est le sens dans lequel on aura & com-

prendre les mots ‘‘pour des raisons de symétrie’’

Antes de seguir copiando, observemos que el sentido dado
por Petrini a la frase clasica «por razones de simetria» no es
en nuestra opinion correcto. En realidad, lo que segin los
autores clasicos de probabilidades expresaba este término (co-
mo ya hemos visto en la nota enterior) era esto:

Si es: :

/ T (xy).dx . dy [d\ /1 (x,y) dy

J e J 0
prob =

y ] I(xy).ds . dy /d‘x /I (x,y) d
¢ Joo

/ f(x,y) dy parael conjunto de casos favorableses constante = A,

‘

» : oy » >y posibles  » » =B,

la probabilidad es 1gual a , prescindiendo de la segunda inte-

Ala
gI‘,ﬂClOH, ya :quxe E—JZE

" Prosigue asi €l articulo que comentamos:

¢‘Mais ol est la faute de ce raisonnement? En passant du premier faisceau,
fui est perpendiculaire au rayon OA, au second faisceau nous avons omis tous
les faisceaux intermédiaires, qui comsistent en cordes, dont le nombre est pro-
portionnel 3 1’aire du secteur AOB, d’aprés ce que nous venons de démontrer
4 propos de la troisiéme solution. Le nombre des cordes omises est done infini-
ment plus grand que celui des cordes retenues. Sous cettes ciréonstances il n’est
pas surprenant, qu’en passant & la limite on me trouvera pas le méme résultat
que si dés le début on avait, .considéré les cqordes du secteur AOB.
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Vemos aqui que cuando Petrini se propone contar las
cuerdas, lo hace contando los _puntos medios y no las rectas
que determinan las cuerdas, como hace Bertrand en este caso.
Esto no es correcto, pues ya hemos visto que figuras iguales
consideradas como conjuntos de puntos no corresponden a con-
juntos iguales de rectas.

Por ultimo dice Petrini:

‘‘La faute est précisément la méme que si on avait voulu chercher le rap-
port des aires des deux cercles concentriques en raisonnant comme ¢a: ‘‘pour
des raisons de symétrie il suffit de considérer les éléments de surface, qui se

trouvent le long du rayon OA, done le rapport est —-—’".

Ni Bertrand, ni ningin autor clésico, hubiera aplicado tal
razonamiento puesto que en este caso la integral respecto de
y para cada x es funcion de z, no constante.

Al tratar de hallar la falta de la segunda solucion sigue
Petrini utilizando los mismos conceptos; pero como figuras
iguales consideradas como conjuntos de puntos no corresponden
a conjuntos iguales de cuerdas, segin hemos visto repetidas
veces, y él sustituye las cuerdas pof sus puntos medios, no es
extrafio que también en este caso Petrini llegue a una con-
clusion diferente a la que llegé Bertrand. Aun a riesgo de in-
currir en excesivas repeticiones, y en vista de.la insistencia de
Petrini en adoptar el punto medio como representante de la
cuerda, como si éste fuera el tnico modo vposibl-e, observemos
que éste es solamente uno de los infinitos modos que se pue-
den elegir.

En efecto, otra forma y maés natural, seria determinar la
cuerda por su polo. Evidentemente a conjuntos iguales de cuer-
das corresponden conjuntos iguales de polos, pero no recipro-
camente. Lo mismo exactamente que sucede cuando se adopta
el punto medio. .

Por ej. si consideramos sobre la prolongacion de un radio
OA los segmentos iguales AB y BC, los conjuntos de cuerdas
que tienen sus polos sobre AB y BC no son congruentes, ni
tampoco lo son los conjuntos de rectas correspondientes; es
légico pues que al adoptar como medida del primer conjunto
la del segundo resulten probabilidades distintas.
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Como el conjunto de polos correspondientes a las cuerdas
menores que V'3 R es la corona de radios R y 2R cuya area es
37R2 y la medida del conjunto de polos correspondientes a to-
das las cuerdas de la circunferencia es infinita, resulta apli-
cando estos resultados al problema de Bertrand, que la proba-
bilidad de los casos desfavorables es igual a cero.

Fia. 2

Por consiguiente la solucion del problema de Bertrand
seria: prob=1.

Pasemos ahora a dar la interpretacidn aue creemos justa
del problema de Bertrand. Puesto que el conjunto de elemen-
tos consideradns estd formado por cuerdas de la circunferencia
y no por rectas del plano, y teniendo en cuenta las conclusiones
anteriores, sera preciso:

1.0 — Adoptar coordenadas de cuerdas.

2.9 — Determinar la densidad correspondiente a cada sis-
tema de coordenadas por la condicién de invariaciéon respecto
del grupo de movimientos que transforma una circunferencia
en si misma, es decir, del grupo de rotaciones alrededor de su
centro.

Como coordenadas de las cuerdas podemos adoptar entre
otras muchas, las siguientes:

a) Los argumentos o y $ de sus extremos.

b) El argumento del origen y el arco positivo subten-
dido por la cuerda.

¢) El arco subtendido por la cuerda y la direcciéon y sen-
tido de esta que vienen determinados por el argumento del
vector de origen 0 perpendicular a la cuerda y dirigida hacia
ella. -
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d) El origen y la longitud de la cuerda.

e) La inclinacion de la cuerda.

f) La longitud de la cuerda y su direccién (dada como
en ).

Sistema de coordenadas (a). — La probabilidad elemen-
tal sera del tipo ff f(a,p).da.dB. Si se efecttia una rota-
cion los nuevos argumentos son: o =o-h, B’=p5-4h. Sera
ff f(e,B).da.dp= j[ f(a’,B’).da’.dp’ si para todo par de

valores se cumple la condicion:

. 2y 0 (@ B)
f (CO 3 3 > :f (C{’: ﬁ) W’B')

Como es:. :(SL’ g)) =1 debe ser: f(o,B)=1(d",B")

Resulta pues que para todos los pares de valores ¢’ =a—-h, '
B’=p--1h, es decir de diferencia B’ — o’ =3 — o toma f igual
valor, luego esta s6lo depende de la diferencia 3 — o, es decir
es funcién de B —a.

fla,p) = (B—a)

El caso mas sencillo se tendrd cuando sea ¢ = Cite.
7 .z I
Ya se calculé ese caso y di6 como resultado prob. =+,

que es la primera solucién de Bertrand.

Sistemas de coordenadas b, ¢, d. e, f. — Si consideramos
por ej. el sistema d) resulta:

J[F (@) da.di=[[F (@25 %) da.cos % a(p— )

En general, cualquiera que sea la segunda coordenada x,
funcién del arco (casos b, ¢, d, e, f) la probabilidad elemental
serd del tipo: ¢

//f (eg, x).dag.dx ; B—oa=x

H

Si se efectta una rotacién resulta: o', —=ea;+h, x'=x
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Si para todo par de valores se cumple la condicion:

s ooy O(ag, vy
f(ay,x)=1(a X)Sﬁ{—)

Como es: %:I debe ser: f (ay,x)=1(a’y,x’)

Luego f debe ser sélo funcion de x, puesto que no varfa
al aumentar a;. Por tanto: f(ay,x)=¢ (x).

Como para el conjunto de casos favorables y posibles
los limites de integraciéon son iguales, la probabilidad puede
expresarse por un cociente de integrales simples, ya que fi-
jado el origen la integracion respecto de la otra coordenada es
independiente de aquél, siendo por tanto aplicable el principio
de simetria que hemos explicado anteriormente:

)

=T

o P (x).dx

2 7
[ ¢ (x).dx
o/ o

y lamando: ¢ (x)= [¢ (x)dx resulta:

prob. =

0 (% )= 0(0)
. prob. = Do) ) _ﬁm)

Siendo ¢ una funci6n arbitraria, el problema de Bertrand
no tiene solucién tnica.

Cualesquiera que sean las coordenadas adoptadas, la so-
lucion mas sencilla se obtiene adoptando densidad constante,
pero entonces los resultados numéricos dependeran de las coor-

denadas adoptadas. Asi, por ej.: Si se adoptan los sistemas de

I . .
coordenadas a), b), c), resulta 13rob:—§; en cambio si adop-

tamos los sistemas d), e), f) resulta prob=o0,134.

Deltheil en su libro sobre probabilidades geométricas (*)
trata el problema de la determinaciéon de la probabilidad ele-
mental utilizando la teoria de los grupos continuos de transfor-

(*) Loc. cil., pAg. 16. Véase también el curso de REY PAgToR sobre Proba-
bilidades abstractas.
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maciones. El problemna de Bertrand corresponde a la categoria
de los denominados por Deltheil «cas d’insuffisance», es decir,
los casos en que las dos condiciones de la medida (igualdad para
conjuntos congruentes y aditividad) dejan subsistir una funcion
‘arbitraria de una variable, por ser el grupo de movimientos
simplemente infinito, mientras que el conjunto de entes consi-
derados es doblemente infinito. Tal acontece como vemos en
el problema de Bertrand.

Cabe aun el caso en que las dos condiciones de la medida
no solamente no determinan ésta, sino que ni siquiera restringen
la indeterminacidn, como acontece en el caso anterior. Tal
sucederia si el problema de las cuerdas lo trasladamos a las
conicas, considerando las cuerdas de una cdnica que son secan-
tes de otra conica interior. La funcién arbitraria tiene en este
caso dos variables independientes.

Instituto de Matemdticas de la Universidad de Buenos Aires

: TEMAS PROPUESTOS

27. — Transformar en integrales elipticas del tipo de Legendre
las propuestas en Cuestion elemental N°o. 10. Generalizacion.

R. P.

28. — Expresar la derivada n-sima de la funcién compuesta
ur ve f (u,v) siendo p,q nameros reales y u,v, funciones de z
indefinidamente derivables, mediante las derivadas de f (u,v).

J. Babini.

29. — Determinar el parametro y la excentricidad de la cénica
osculatriz en un punto ordinario de una curva plana.

J. B.

30. — Es sabido que la permutacion ciclica (123) se puede des-
componer de estos tres modos en producto de dos trasposiciones:

(12) (13), (23) (12) y (13) (23). Obtener la férmula general
del niimero de descomposiciones de la permutacion ciclica (123 ...n)
en producto de n — 1 trasposiciones.

R. Fruchi.



DESARROLLO EN SERIE DE LA FUNCION w (z)
DEFINIDA POR LA ECUACION

w=—ehzWw
(Tema N© 2. Rev. U. M. A. VII, pig. 26)
El desarrollo pedido es el siguiente:
w——“' (n_l_) hﬂz“—l—[~hz+—11ﬂ22+

n=o

42 58
LI Y % S NP
3!hz—f—m htzd ..

12, demostracion. Introduciendo 1
tenemos que es

W= eXW

O Sea

log. w
T w

Para desarrollar w en serie de potencias de z, nos servimos
de la conocida férmula para la n-sima derivada de una fun-
cion analitica en el origen

w (o) J_/ W (x)

n!

en donde como camino de integracién se puede tomar, por
ejemplo, una circunferencia |x|=¢ con un radio suficientemente
pequefio e.

En nuestro caso conviene introducir como nueva variable
de integracion

y=log. w=xw
obteniendo de esta manera .

wm (o) 1 /‘e(nnl—l)y (1

Y) d
n! 271 yr -t

en donde es facil reconocer que la nueva integral se puede
extender a lo largo de la circunferencia |y|=¢ (por ser y=o
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y w=1 para x=0). Escribiendo dicha integral como dife-
rencia de dos integrales

wi(n) (n—-1)y
(o) 1 / e d

n! 2mi yr+1 TTawi,

* (n 1)y
/ < - dy

cada una de estas altimas se. puede calcular como una derivada
de la funcion e(m+1)y

r / ek ny o x [dm ey .
ami e yrt+1 Cymﬁ dyn y=0 nl (n I)

1 [ entny T r dn—1) e{n+1)y 1 _1
/—_—(13 =] ]Y:O'“m(ﬂ—i—l)“

9 Hi_ c )v]’l d_yu~—1

Por consiguiente
(n) ~ i
w (n |_ )11 ,I—I\'(n_}_I)n—I:
/ .

nt

(oo —r (““‘I# I) — (nr)p—1
(n—1)! n n!

y segin el teorema de Taylor:

e} . lo's}
P Kt‘(-o) XN = 3 (H+I>‘ " Zw hh zn
n n!

w(x) = ]
n=0Q n=0 n=0

Nora. — Encontré esta demostracién hace varios aflos, como estudiante de
mateméticas, y después descubri que més o menos la misma se encuentra ya en
un articulo publicado por Dziobek en el afio 1917 (‘‘Eine Formel des Substi-
tutionstheorie’” en ¢‘Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesell-

sehaft’’. Vol. 16, pig. 64 y sig.).

—£ (x)

demostracion.
ecuacion dada se transforma en la siguiente:

£(x) =x

satisfecha por el desarrollo

(2x)2 3x)3 x2 %1‘(3 [r\L
P(x)= 74 >+<3!§+. xS+

2l2
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lo que conduce inmediatamente al desarrollo de la funcién

31 42 . 52
W=1 —4—ﬁhz+;!—h222-‘r—§ 11523—}-—2—!11424—{—

La demostracién del desarrollo indicado para la funcién f (x) se encuentra
en el libro ‘“G. Polya und G. Szegé: Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis
(Berlin, 1-25), Band I, Aufgabe IIT 209, Seite 125 & 301°°. !

Roberto Frucht

32, solucidn. La serie pedida es

L [hz (n4-1)n
W= (n—+1)!

pues el criterio del cociente da el limite |hzle.

I
convergente para |z <Thle
n=—=0

Para probarlo se hace z=ue—M y, en un cierto en-
torno de u=o0 sera absolutamente convergente la serie

w— (hue—hu (n-4-1)n __Z"hu (n-f-1)n ~ [hu (nt-1)im (77 . )m ehu

Y - Y] nl
neo (n—+1)! o (n-t1)! —0 m!

y también sera absolutamente convergente la serie doble

ehu ¥ "‘2 (“11—;"1‘1 ) hum - n (7 I)‘.“‘ (]l _{_ I)nl“L-n —1

qn)!
m==0 n=0 (m-f-n)!

siendo por tanto legitima la permutacién de las sumatorias,
es decir ‘

; — phu (bu) P p)“ by p—n(p p—1—
we==glt X = ) P (n )P 1=
p=0 n==0 ’
ehu by M AP IP—1 — éhu
h!

p=0
pues AP 1P~1=1 para p=o0 y /P 1P~1=0 para p>o.
Eliminando u entre z—ue—hu; w=e¢bhu ge obtiene la ecua-

cion propuesta. La serie arriba dada es unica por el teorema
de las funciones analiticas implicitas.

J. B.



SOBRE UNA CUESTION DE LA MEDIDA
’ DE CONJUNTOS

(Tema N¢ 4. Rev. U.M. A. VII; pay. 26)

¢Existe en cada intervalo algin conjunto parcial de me-
dida menor que él y tal que los conjuntos parciales contenidos
en intervalos iguales tengan iguales medidas?

He aqui la respuesta: cualquier conjunto de medida nula
es evidentemente una solucién del problema.

Si al conjunto se le impone la condicién, tacilamente su-
puesta, de ser de medida no nula, el problema no tiene solu-
cion; esto puede deducirse como una consecuencia del teorema
de Lebesgue, que dice que en casi todos los puntos de un con-
junto medible la densidad es igual a uno. Nosotros vamos a
demostrarlo utilizando solamente la definicion de la medida
de’ conjuntos.

En efecto, consideremos, para fijar las ideas, el intervalo -
(0, 1) y supongamos que en ¢l exista un conjunto E que cumpla
las dos condiciones siguientes:

a) 0<m (E)<1

b) Si I, e I, son dos intervalos iguales se verifica que
m (Ex1I)=m (ExI,).

Es evidente que también se verifica la condicion:

c¢) Si Iy e I, son intervalos sin punto comin y es

I=1,+1,, se Verlflca que m (E.I)=m (E.I,)+m (E.L).
Luego también se verifica la condicion:

d) Cualquiera que sea el intervalo I se verifica:

m (B 1)

=1Lk, siendo k una constante tal que o<k=r1.
m (I)

Por ser E medible existe un conjunto abierto O que con-
tiene a E y tal que

[1]m (O) <m (E) ¢ (e arbitrariamente pequefio)



Por ser O un conjunto abierto se verifica que O =21,
donde los In son intervalos no rampantes.
Se verifica teniendo en cyenta d) que

m (E.1,) ¥ ﬁE L)
W =k M pOI' tanto Nm (111) =k

Pero por estar E contenido en X (E. 1)) =(E) v co-
mo & m (In) =m (O) se verifica que

m (E) )
{2] m (0) = (o<k<r)
Las condiciones [1] y [2] son incompatibles, luego estd
demostrada la cuestion.
Manuel Balanzat

Nora: Otra solucién esencialmente equivalente ha sido presentada por
Yanny Frenkel, en conexién con problemas mueho més generales. El trabajo
se publiecard en otro ndmevo.

SOBRE LA INVERSION DE LA SERIE

f(\)——).?cn

n=o0

2_!_,1‘

(Tema N¢ 3. Rev. U. M. A. VII, pag. 26)

Para que el desarrollo de f(x) en serie de tal tipo sea
posible, hay que suponer que la funciéon real f(x) admita una
«prolongacién analitica» en el campo complejo, y que no posea
olras singularidades que, eventualmente, polos de primer orden
ea los puntos ri (r=o0,471,+2,...).

El desarrollo:

oo}

i (X;) =2 4{‘ Y = (‘{Jr—m + xfilni)




enséfia que sera:

a7l

/ £ (z) dz

Cn=— — . £(z) dz (para n=1, 2, 3, ...)

7l ) eq
(Como camino de integracion se pueden tomar circunfe-

. . I .
rencias con un radio e<— y con los centros, respectivamente,

en los puntos 0 y ni).

" Roberto "Frucht

NoTA DE LA DIREECCION — Un estudio extenso de los desarrollos de este tipo
ha sido heclhio por el Dr. Gonzilez Dominguez y serd publicado més adelante.
A

GUESTIONES ELEMENTALES

9. — Demostrar que, si Gy, es la suma de los productos de r
en r de n términos de una progresién armoénica de primer térmi-
no o, y razon de sus reciprocos d, entonces

H
ne,=dn"1C, .
I==[

"10. — Calcular las integrales

1 (Ix e8] dx
' ‘/o (! el ’ r (r—x)fs

11.— Dividido en n partes iguales cada uno de los angulos de- un
cuadrilatero, estudiar la naturaleza de los cuadrilateros que forman
las rectas de division, tomada una por cada vértice. (Casos parti-
culares.

+ 12. — Determinar las tr ay.ectorla% ortogonales de un haz de
elipses homotéticas 1especto de’ su centro comun.



EL LUGAR GEOMETRICO Y LUGARES DE PUNTOS
AREAS EN EL PLANO

Por V. y A. FraiLE y C. CRrRESPO

(Continuacion)

Resolver un lugar area de puntos en el plano equivale, pues, a
resolver dos lugares sucesivamente: uno de puntos y otro de lineas,
siempre que sean dos los entes primitivos que varian, y simplemente
infinitos los sistemas que los contienen. En dltimo caso, el segundo
de estos lugares se reduce a determinar la envolvente de esas lineas
que, en general, limita al lugar &rea.

Este procedimiento de resolucion de los lugares areas es, sin
duda, el mas natural. Sin embargo, utilizando siempre los recursos
de la Geomelria elemental, suele ser mas simple y més elegante la
solucion sintética, prescindiendo de todo proceso de generacion.

Po: ualtimo, las coordenadas de los puntos de un lugar area son
funciones

x=1(Q, \) y=% X X)

de dos pardmetros, A, \’, independientes, no siendo posible, por “10
tanto, la eliminacion de ellos. Cuando el namero de conjuntos-va-
riables excede a dos, las funciones x, y lo son de méas de dos para-
melros .que. de hecho, estan sustituidos por dichas funciones.

A continuacién exponemos una serie de problemas elementales
de lugares de puntos 4reas en el plano, en los que hemos utilizado
con preferencia la solucion sintética.

II. - ApLicACIONES

1. — Superficies medias vy baricéntricas de las curvas. — Tra-
tandose de curvas alabeadas, son ya conocidas las superficies medias:
lugar -de los centros de las cuerdas de una curva. Si se considera
curvas planas, sus superficies medias constituyen lugares areas de
punto‘s en ‘el plano,.

Naturalmente, cuando una curva plana es cerrada y convexa,
su superficie media es la regién del plano no exterior a la curva.
La de una circunferencia es su circulo.
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Es sumamente sencillo hallar la superficie media de un arco de
circunferencia: En la circunferencia de centro O (fig. 1) considere-
mos el arco AB'B, y tracemos los arcos AM, BM homotéticos del
A B’ B respecto de los centros A y B respectivamente, de razon 1/2.
La superficie rayada sobre la cuerda A B es el lugar. Basta trazar un
radio cualquiera O N y observar que P — 'punto de interseccion de
ON y el arco BPM — es ceniro de la cuerda BB’. Todo punto
P’ de ON exterior al trozo rayado no es del lugar, por ser centro
de una cuerda paralela a la BB' que no puede ya estar inscrita en
el arco AB’B. Si lo estan, en cambio, las cuerdas cuyos centros
son los puntos del segmentio P N.

Pig. 1

El recinto rayado debajo de la cuerda A B es la superficie me-
dia del arco A GB.

Superficie baricéntrica es el lugar de los centros de gravedad
de los arcos de una curva alabeada. Si la curva fuese plana, dicha
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superficie baricénirica constituiria un lugar Aarea de puntos en el
plano.

Ambas clases de superficies son lugares por generacién, cuyos
puntos quedan univocamente determinados eligiendo arbitrariamente
dos en la curva. Esta es, pues, conjunto-variable comun a los dos
entes primitivos.

Puede generalizarse la superficie media estableciendo el lugar
-de los puntos que dividen a las cuerdas de una curva en segmentos
que estin en una relacién X. .

Si se trata de un arco de circunferencia (fig. 2) AV’ B el lu-
gar es la superficie rayada sobre la cuerda A B. Esta limitada por
el arco dado y cuatro arcos maés: dos de ellos pertenecen a las
circunferencias de centros O;, O, homotéticas de la dada de razén

Fig. 2

X respecto de los centros A y B; los otros dos arcos pertenecen a
las circunferencias de centros O’, O, homotéticas de la dada de

7 I A .
razén - respecto de A y B como centros de homotecia.

Se desprende, desde luego, que todo punto no contenido en la
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corona circular limitada por la circunferencia dada y la que es tan-
gente exterior a las O;, O, no es del lugar. Ahora bien: un punto
P de esta corona, pero exterior a la superficie rayada, tampoco es
del lugar. Basta observar‘que este punto pertenece a dos circunfe-
rencias Gy, G, inscritas en la corona. Sea V el punto de tangencia
de G; con el arco dado, y A, el de contacto con el arco de cir-
cunferencia de centro O’. La recta VA; ha de pasar por A y es

j:iX =X\. La recta VP produce una cuerda VN tal que es % =X;
pero que no estd, pues, inscrita en el arco dado. Tampoco puede es-
tarlo la cuerda V'N’ que resulta de considerar la circunferencia C,.
Del mismo modo se comprende que los puntos comunes a las cir-
cunferencias G y a la superficie rayada pertenecen a cuerdas ins-
critas en ¢l arco A VB y las dividen en segmentos cuya razén es \.

El mismo lugar para el arco AN’ B lo indica el rayado inferior.

2. — Lugar de los centros de los segmentos xinscritos en dos
segmentos dados AB, CD. (Superficie media de dos segmentos). —




Conviene antes recordar como se inscribe un segmento en los lados
de un angulo dado BVD de manera que su centro sea un punto P
también dado (fig. 3). Sabemos que basta trazar, por ej‘emplo', PO,
paralela al lado VB, tomar V', simétrico de V respecto de O y unir
Py V. VYV’ es la solucion.

En la misma figura, AB y CD son los segmentos dados. Cons-
truyamos el paralelogramo MM NN’ cuyos lados son paralelos a
dichos segmentos y donde M y N son centros, respectivamente, de
AC y ED. Este paralelogramo es el lugar: Todo punto P de él es
centro de un segmento inscrito en AB y CD, y no lo es cualquier
punto que no pertenece al paralelogramo. Para probarlo prolonga-
remos los lados MM hasta Q. NN’ hasta R y tracemos PO para-
lela a ellos. C es simétrico de V respecto de Q, y D lo es tam-
bién respecto de R. El punto simétrico de V respecto de O esta,
pues, en CGD. De igual modo, si trazamos P O’, paralela a VD, el
simétrico de V respecto de O’ esti en AB.

Si se trata de un punto que no pertenece al paralelogramo, al-
guno de los centros de simetria O, O’, o ambos, no estan respecti-
vamente en QR y ST, y dicho punto no es, por lo tanto, del lugar.

(Continuard).

VARIA

6. Definicién matemdtica de Emile Borel
Y

‘‘8i me fuera necesario resumir en una férmula la impresién que conservo
de vos estaria en situacién muy embarazosa. Los elementos que caracterizan
vuestra personalidad som tan numerosos que seria necesario otro Borel para
resumirlos con exactitud y precisién.

Veo sin embargo en vuestra vida caracteres que le confieren una notable
unidad. Estos caracteres son lo suficientemente numerosos, persistentes y pre-
cisos para que ella aparezca no como una funcién analitica, condicionada y
determinada a través de un dominio de existencia muy simple por el compor-
tamiento tenido en una parte infinitesimal de ese dominio; no como una fun-
cién de variable real totalmente desarticulada, y cuyos valores en partes dis-
tintas del dominio de existencia no tienen relacién alguna los unos con los
otros; sino més bien como una funcién cuasianalitica, cuyo comportamiento
global, elaro esti, esti determinado por lo que es en una parte infinitesimal
del dominio de existencia, pero que por otra parte es tan complicada en su
trayectoria y en su recinto que seria necesaria otra funcién de la misma clase
para seguirla en todos sus meandros.’’

(Del diseurso pronunciado por Gastén Julia en el
jubileo de Emil Borel en enero de 1940.)



CRONIGA

Sesién cientifica de la Union Matematica Argentina
celebrada el dia 4 de Agosto.

Abierta la sesién por el Dr. Rey Pastor, saludé a los delegados de la Uni-
versidad de Cuyo, Profesores Toranzos, Balanzat y Corominas, exponiendo a
continuacién sus autores los trabajos siguiemtes: ’

I. J. Ry PASTOR, Poliedros topoldgicos regulares.

Expone un breve resumen de esta teoria que inicié hace varios afios co-
munieindola al prof. F. Levi de Leipzig y que ahora ha logrado completar lle-
gando a formar el cuadro de los poliedros ‘posibles de género topolégico posi-
tivo y llegando a construirlos efectivamente, salvo algunas excepciones que ofre-
cen especial dificultad entre los de gémero mayor que 1.

II. Fausto 1. ToraNzos, Sobre las homologias y las hipercuddricas de rotacion
del espacio de Hilbert. '

Demuestra que las homologias del espacio hilbertiano proyectivo (espacio
H’), es decir, las proyectividades que dejan invariante un punto y un hiper-
plano son, a menos de una traslacién, las proyectividades de tercera especie
de Vitali.

Estudia luego las proyectividades involutorias, probando que ellas son ho-
mologias armoénicas y establece sus propiedades, que resultan analogas a las del
espacio proyectivo ordinario.

En la segunda parte se estudian las hipersuperficies transformadas de
una hiperesfera mediante una homologia, resultando ser hipercuddricas de re-
volueién, ¥ determina su eje de rotacién.

Clasifica estas hipereuddricas en tres clases:

1 8i D> N, es un liper-elipsoide, es deeir una hipereuidrica sin puntos
comunes en el hiperplano del infinito.

20 8i D =h, es un liperparaboloide, es decir, una hipercuidrica con un
solo punto comfin en el hiperplano del infinito.

39 8i b < h, es un liper-hiperboloide, es deecir, una hipercuadrica que tie-
ne infinitos puntos comunes con el hiperplano del infinito. °

Establece a continuacién que estas hipereuddricas pueden definirse como
lugar geométrico de los puntos del espacio H’ cuyas distancias a un punto fi-
jo (foeo) son iguales a sus distaneias a un hiperplano fijo (directriz), multi-
plicadas por una constante y determina luego la existencia de un centro de si-
metria dé los hiperelipsoides e hiperhiperboloides (centro de la hipercuadricas)
dando la ecuacién polar central de estas hipercuidricas.
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IIT. YANNY FRENKEL, Nueva demostracion de un teorema de Lebesgue.

Demuestra el teorema siguiente de Lebesgue: Casi todos los puntos de un
conjunto medible de medida psoitiva son puntos de densidad del mismo.

Para ello se apoya en el teorema del mismo autor: Una funciéon absoluta-
mente continua es derivable en casi todos los: puntos; pero sin utilizar el teo-
rema de Fubini- Lebesgue sobre derivacién de sucesiones mondtonas como sue-
le hacerse en la demostracién clasica.

Utiliza para su demostracién el siguiente razonamiento:

No existe un econjunto medible de medida positiva definido en ‘un inter-
valo I, tal que su interseccién con todo comjunto parcial tenga por medida
la n sima parte de la medida de dicho intervalo parcial.

IV. Erwnzsto CoroMINAS, Algunas generalizaciones de las derivadas sucesivas.

Recuerda la conocida definicién de Sehwarziana y demuestra, que gene-
raliza a la derivada simétrica de la derivada ordinaria. A continuacién hace
notar que la regla de 1’"Hospital permite demostrar que el término eomplemen-
tario de Lagrange es de la forma o (hn) sin necesidad de admitir que exis-
ta la derivada (n--1) -sima o bien la continuidad de la derivada de orden x.
Aprovechando esta particularidad hablé de los coeficientes diferenciales defi-
nidos como coeficientes del desarrollo que tiene como término complementa-
rio a o (hr). Tales derivadas generalizadas, que han sido estudiadas por Den-
joy, son menos generales que las del tipo de Schwarz, También di6 un euadro
de funciones elementales que siempre tienen derivada de Schwarz y sin em-
bargo poseen derivadas ordinarias. Demostrd finalmente el teorema de Landau
para la Schwarziana y para los nfimeros de Schwarz. '

V. MANUEL BanaNzaT, Sobre los espacios D,
N

Expone algunas nuevas propiedades de los espacios llamados D, por Rey
Pastor (Revista de Matematicas y Fisica Teérica de Tucuman). Son éstos los
espacios en que existe una distancia que no cumple la condicién simétrica ni
tampoco la de no anulaciéon para elementos distintos. . .

Demuestra algunas propiedades de la acumulacién y de los puntos limi-
tes de sucesiones; estudia los axiomas que verifican dichos espacios que son
los tres de veeindad y el primero de numerabilidad de Hausdorff. No verifican
en cambio ninguno de los de separacién. Estudia finalmente el problema inver-
so del anterior.

VI. ExrIQUE SAMATAN. Da la expresién efectiva de la integral de una fun-
cién mondtona discontinua, resultando asi una funeién mondtona con un
conjunto denso de puntos angulosos.

VII. A. GonzArmz DoMINGUEzZ explica la intima conexién existente entre cier-
tas férmulas de diversas teorias del Andlisis y los teoremos clisicos del
Calculo de Probabilidades.



REVISTA DE REVISTAS

GoNzALEZ DoOMINGUEZ, ALBERTO. The Representation of functions by Fourier
Integrals. — Duke Mathematical journal, 6, pp. 246 - 255 (1940).

El autor obtiene condiciones necesarias y suficientes para la representabi-
lidad de una funcién compleja £ (t), acotada en (— oo, c©), en las formas

¥ [0}

g) £()= [ em g(x)ds,
—Qo0
0.0}

G) f()= [ e dG(x),
—o0

donde g (2) y G () pertenecen a varias clases de funciones. Estas condieio-
nes son de la misma especie que las obtenidas por Cramér [Trans. Amer. Math.
Soe. 46, 191-201, (193) : ver Math. Rev. 1, 13, (1940) ] para g (x) eL
(—o0,00), y para G (x) de variacién acotada en (—oo ,o0). En ellas
interviene una funeién auxiliar S (t)eL(— oo , o0 ), tal que S (t) =
©
[ eixt K (x)dx, donde K (x) es real, no negativa, y 0 [[x
—Q0
] — 0o (@>0) y S (o).

Esta K (x) es algo menos general que la correspondiente funcién usada
por Cramér, pero se adapta mejor al método usado por el autor.

Las condiciones, lo mismo que las de Cramér, vienen expresadas en térmi-

—1l—a ] para

nos de la funcién

[}
I

g (n, x)== */‘ e—itx 5 (tIn) £ (t) dL.

an
—0
Condiciones necesarias y suficientes para que f (t) admita la representacién
(g), con g (x) eL (—oo , 00), son

@
*) f lg (m,x)|dx <M n=1,2..

—Q0

conjuntamente con la condicién de que
/|g (m,x)jdx<e 1n=12, ...
8

cuando la medida del conjunto S es menor que d(e) . Las condiciones de
Cramér eran (*), eonjuntamente con la convergencia en promedio de orden 1,
en el intervalo (—oo , 00), de la sucesién { g (n, x) } ; el auntor da una
demostracién simple de la necesidad de esta tdltima condicién, Condiciones ne-
cesariag y suficientes para la representacién (g) eon g(x)eLP (— o0, 00 ),
1<p=< 00 son la condicién (*) conjuntamente con



© 95 —

® 1p
{ f|g (n,x)| P dx } <M, n=r,2,...

—oo
Para el tipo (G) el autor establece las interesantes férmulas de inversiém

nxyaxm GOHFEG)  Gloh)—Glom)

lim (
n—soco | &
o

,Jim 80 g (0) (6 (x4) — G (x—) ],

Yy obtiene en consecuencia condiciones mecesarias y suficientes para la repre-
sentacion (G) eon G (x) continua y de variacién acotada. También es estu-
diada la representacién (g) con g (x)eL y de variacién acotada. El autor
indica e¢6mo sus métodos generalizan teoremas de Offord y Verblunsky sobre
representacion de funciomes f (x) en la forma (g), siendo la integral suma-
ble (C,1).
R. P. Boas Jr. (Durham, N. C.)
Trad. de Mathematical Reviews

SAGASTUME BERRA, ALBERTO E. Paramorfismos de un grupo. Univ. Nae. La
Plata. Publ. Fac. A. Fiscomat. Revista (2) 2, n. 127 pp. 170 - 184 (1940).

El autor considera un conjunto de elementos que forman un grupo. G con
respecto a una multiplicaeién ¢ . ’’, y un grupo G con respecto a otra multi-
plicacién ‘¢X’’ y forma la funcién P(U, V) = (U-V)—1 (U x V) (donde
A —les el inverso de A en G), de modo que U X V = U. V. P (U, V).
La ley asociativa y la existencia del inverso y la identidad en G implican
ciertas relaciones en que interviene la funeién P (U, V); y, reeiprocamente,
toda funecién P (U, V) de pares de elementos de G que satisfaga a estas
relaciones determina una multiplicacién ‘X’ con respecto a la.cual los ele-
mentos de G forman un grupo G, llamado pseudomérfico eon G.

Un paramorfismo es un pseudomorfismo especial obtenido de la siguiente
manera: sea x una transformacién biunivoea de G en si mismo, tal que

X-—U=X.X7 , y definamos
PUV)=PX.X", Y.Y" )=
=(X.X®" . Y. ¥")-1.X.Y.(X Y)%

Los paramorfismos de G son los unicos pseudomorfismos que son auto-
morfismos de G. El autor examina el grupo de estos paramorfismos (que es
isomorfo con el grupo de permutaciones de los elementos de G), y da una
serie de relaciones entre algunos de sus subgrupos.

H. S. Warr (Evanston, IlL).
Trad. de Mathematical Reviews.



A PROPOSITO DE UNA CRITICA

En el nfimero de los ANALES DE LA SoCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA €0-
rrespondiente al mes de julio- Gltimo, ha publicado el Dr. C. C. Dassen un ar-
ticulo en el que objeta las conclusiones de una noticia nuestra sobre el informe
que, en su cardcter de miembro de la Academia Nacional de Ciencias Exactas,
ete. produjo sobre un trabajo presentado ante ese Cuerpo por Don Juan Bla-
quier en apoyo de su candidatura para miembro titular del mismo. Creemos
que, en esta cuestién, se han producido algunos mal entendidos y como todos
estamos de acuerdo en que el referido trabajo del Sr. Blaquier no prueba lo que
se proponia, consideramos que no vale-la pena insistir sobre ese particular.
No podemos, en cambio, aceptar los cargos de otra indole que hace a la UMA;
y mantenemos las objeciones que hemos hecho al otro articulista.

Teniamos en preparacién una nueva publicacién scbre el particular; pero,
habiéndonos llegado una invitacién del Dr. Dassen en la que, invocando su ca-
rvicter de decano de los doctores en mateméiticas del pais, nos hace un llama-
do general a la concordia, hemos resuelto, en homenaje a él, dar por terminada
la cuesti6n.

F. L. GASPAR
Secretario

TRABAJOS PENDIENTES DE PUBLICACION

El exceso de originales y la inclusién de los andlisis de las memorias de
Gonzalez Dominguez y Sagastume, que por falta de espacio hubo que retirar
del ntimero anterior, nos impide ineluir en éste algunas notas relativas a di-
versos temas propuestos, debidas a la Dra. Elba Raimondi, Lic. Yanny Frenkel
y a los Sres. Saantalé, Balazant, Guarnieri,...

También se han recibido diversas soluciones a las cuestiones propuestas,
de las Srtas. Maria M. Silva, Arminda Domenech, Sofia Nogués Acuiia y de
los Sres. Rolando Weidenbach, Alfredo Calderén y otros alumnos.

NOTA : '

En la Revista de Ingenieria de Montevideo, con pretexto de Ia traduecién
de una vieja conferencia del profesor rumano Sergescu, el traductor, persona
que carece de estudios superiores, pretende criticar una publicacién didictica
sobre teoria de funciones, efectuada en nuestro pais el afio 1917, denunciando
en ella un ‘‘grave errvor’’ y procurando, a la vez, molestar a otros meritorios
mateméaticos argentinos.

Sobre la evidente intencién a cuyo servicio se han puesto sus paginas, nos
parece un deber ilamar la atencién de la acreditada revista uruguaya.

. El propio respeto nos veda descender al plano en que la Ppresunta, critica
se realiza, que ni molesta ni merece dedicarle mayor atencién, por mis que el
autor se haya preocupado de repartirla profusamente.

El ‘“grave error’’ consiste en afirmar la equivalencia de los conceptos de
funcién monogénea y funcion analitica sobre un recinto; ahora bien, esta equi-
valencia constituye un teorema archiconocido que figura en todos los textos
clasicos como, por ejemplo, en Goursat.

Es bien sabido, . por otra parte, que en ciertas generahzacxones se usan las
mismas palabras con significado distinto.



Para ingresar como miembro de la Unién Matemaética
Argentina, es necesaria la presentacion del solicitante por dos
-socios fundadores, la admisién por la Junta, y el pago de una
cuota de § 5.— m/n. mensuales. :

La cuota de la suscripcién a las publicaciones de la U. M. A.
(revistasy fasciculos independientes) es de $ 1o m/n. anuales,
cuyo envio deberd efectuarse por cheque, giro u otro medio li-
‘bre de gastos, a la orden-de la Tesorera, Srta. Dra. Clotilde
A. Bula, Perti 222, Buenos Aires.

Los sefiores suscritores, domiciliados en la GCiudad de
Buenos Aires podréan, si lo prefieren, efectuar su pago en doce
cuotas mensuales de $ 1.00 m/n. cada una, que seridn co-
bradas a domicilio.

Los trabajos originales enviados para su publicacién se-
ran previamente analizados por un ponente, quien emitira dic-
tamen acerca de la novedad y correccion de sus resultados.

La impresién de las' tiradas aparte, y las correcciones
extraordinarias de pruebas, son por cuenta de los autores.

% .
Abonnement annuel a I'etranger: 4.o0o dollars (Etats-Unis).

Priére d’adresser toute la correspondance scientifique et
administrative a l'adresse ci-dessous:

Sl.{. SecreTARIO DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA

Pror. Fernanno L. Gaspar

PeRG 222, Buenos Amres (REp. ARGENTINA)
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