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SOBRE ALGUNOS LUGARES GEOMETRICOS

‘por ALEJANDRO TERRACINI

1. La lectura de una interesante Nota El lugar geométrico
y lugares de puntos dreas en el plano por los sefiores V. y A.
FraiLe y C. Crespo (1) me ha sugerido la cuestion siguiente
que, aunque muy elemental, quizds pueda téner algun interés,
Y que se presta a generalizaciones de varios tipos.

En el plano = en el cual (aqui y a continuacién) supongo
que actuamos, imagino fijado una vez por todas un tridngulo
muestra A,B)P, (cuyos vértices sean todos puntos propios).
Entonces a cada par ordenado de puntos A, B podemos asociar
de manera perfectamente determinada un punto P definido co-
mo vértice del triangulo ABP directamente semejante al tridn-
gulo muestra A B P;. Si ahora dejamos variar los puntos A, B
respectlvamente sobre dos, lineas a,b, «en general» el punto
P viene a describir una region del plano. La cuestion es la
siguiente: ¢ para cudles pares de lineas (2) a,b, y cudles tridn-
gulos muestras, el lugar del punto P se reduce tan sélo a
una linea p? Se trata de encontrar todas las soluciones del pro-
blema asi planteado.

Supondré ‘el plano = real, y buscaré en el mismo las solu-
ciones reales o imaginarias. Por lo tanto también el ‘tridngulo
muestra puede tener vértices reales o imaginarios. Sin embar-
go, para que tenga sentido hablar del tridngulo ABP directa-
mente semejante al A B,P,, construido a partir de dos puntos
genéricos A, B del plano n, como de un tridngulo perfectamente
determinado, supondremos que los dos vértices Ay, B, del tridn-
gulo muestra no pertenezcan a una misma recta isétropa.

2. La cuestion elegida es una de las més sencillas que
pueden plantearse en relacion con -la eventualidad de que se
rebaje la dimensién de un lugar geométrico. Podrian plan-
tearse cuestiones parecidas al suponer que, al variar los puntos
A, B sobre las lineas a,b, la posicién del punto P quede defi-
nida a partir de ellos de otras maneras; p. e. que en la defi-

() Esta Revista, vol. VII (1940-31), n.os 2, 3,
(*) Aqui y a continuacién, al hablar de lineas, entenderemos que se trate
de: lfnieas analitieas.



nicion del punto P intervengan también otros elementos o
bien que esa definicion no sea invariante en el grupo de las
semejanzas, sino solo en el de las igualdades. También podria
suponerse que. el punto P se construya a partir de mas de
dos puntos variables sobre otras tantas lineas.

Hé aqui por ejemplo un problema cuyo estudio me pa-
rece interesante: imagino repartidos los tridngulos de un plaio
7 en clases de tridngulos iguales, y, extrayendo un ejemplar
AoByG; de cada clase, supongo prefijado a priori de manera
arbitraria un punto P, que vinculo rigidamente con el mismo
tridngulo. Entonces a cada terna de puntos ABC no alineados
del plano podemos hacer corresponder de manera Gnica el
punto P que corresponde al punto P, en la igualdad (directa)
entre el propio tridngulo ABC y el correspondiente tridngulo
muestra A¢BC, igual a ABC. «Entonces: ¢para cules leyes
de definicion del punto P, y cuales lineas a, b,c ocurre que,

al variar los puntos A,B,C sobre las lineas a,b,c el corres-’

pondiente punto P tenga como lugar, al maximo, una linea?
Una solucién particular es p.e. aquella en que a cada trisngulo
AyB(Cy se vincula como punto P, el ortocentro del tridngulo
AoBoCy, y se toman las lineas a,b,c¢ coincidentes en wuna
misma hipérbola equiltera, la cual por consiguiente resulta

lugar del punto P: atn mas trivial es el caso en que el punto’

Pg se define como centro del circulo circunscripto al tridngulo
AoBoCy, y se toman las lineas a, b, ¢ coincidentes en una misma
circunferencia, en cuyo caso el punto P no describe ni si-
quiera una linea, sino que queda fijo.

Cuestiones parecidas pueden estudiarse con respecto a gru-
pos fundamentales distintos del de las congruencias o de las
semejanzas. Ademéas podria p. e. el punto A intervenir junto
con un elemento de orden uno o mayor de la curva a. Tam-
bién  podria plantearse problemas anilogos para envolventes.
Por supuesto, de cualquier manera que se planteeel problema, lo
interesante consiste en encontrar todos los casos en los que se
rebaja la dimensiéon de la variedad descrita por el punto, o
la reecta, etc. variable.

3. Volviendo a la cuestion como estd planteada en el
n. 1, podemos indicar a priori las soluciones siguientes.

a) Las lineas a, b son dos rectas no paralelas (cuyo punto
de interseccion llamaré O): el dngulo ab (como angulo menor
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de dos rectos formado por dos rectas no orientadas en un plano
orientado) es igual al angulo formado por las dos rectas
PyAy, PyBy. En efecto, si tomamos un tridngulo ABP direc-
tamente semejante a A,B P, cuyos vértices A, B estén sobre a, b,
los cuatro puntos A,B,O,P resultan conciclicos, y por consi-
guiente el angulo de las rectas OA,OP queda constantemente
igual al de las rectas ByA,, BP,. Por lo tanto al variar A,B
sobre a,b, el lugar del punto P es la recta pasante por O de-
terminada por la condicién de formar con OA el dngulo constan-
te mencionado.

Otras soluciones mnecesariamente imaginarias son las si-
guientes b) y ¢).

b) Observo previamente que, dado un éangulo u, a cada
par genérico de puntos A,B del plano podemos asociar un
punto P de la manera siguiente. Llevo por A la recta isétropa
de un sistema, que llamo primer sistema, individualizado al
elegir uno determinado I de los dos puntos ciclicos I,J, y
la corto en P con el segundo lado de un angulo directamente
igual al angulo p que tenga vértice en B y primer lado coinci-
dente con la recta BA. Es claro que el tridngulo ABP sigue
manteniéndose directamente semejante a si mismo (es sufi-
ciente pensar en una semejanza directa en el plano como en
una homografia que tiene los dos puntos ciclicos como puntos
unidos) y por lo tanto a un tridngulo muestra AB,P, que
tiene ahora la particularidad de tener el lado A P, a lo largo
de una recta isétropa del primer sistema.

Conviene notar que con la construccién expuesta la cua-
terna de las rectas que unen el punto B a los puntos A,P,I,J
se mantiene constantemente proyectiva a una cuaterna fija, y
por lo tanto, al llamar B’ el punto ALPJ, la doble razén
(APIB’) se mantiene igual a una constante h (3), de modo que P
viene a coincidir con el punto correspondiente de A en la
homologia que tiene centro en I, eje coincidente con la recta
isotropa del segundo sistema que pasa por B, e invariante
absoluto h. i

Después de lo dicho es claro sin mas que otra solucién

(*) Aunque no es preciso .aplicarla, recuerdo la férmula de Laguerre que
relaciona entre si los valores de p y de h: '
h=e—2ip
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del problema planteado es la siguiente: si salimos de una lined
genérica a y de una recta isétropa del segundo sistema b, el
conjunto de los puntos P logrados a partir de los puntos A, B
variables respectivamente sobre a y b mediante la construc-
cién arriba indicada, resulta una linea, y mas precisamente la
linea p transformada de la linea « con la homologia que tiene
como centro el punto ciclico I, como eje la recta isotropa b
(con la cual ahora coinciden las rectas isotropas del segundo
sistetna que pasan por los varios puntos B) e invariante ab-
soluto h.

Para que tenga sentido lo que acabo de decir hay que
suponer que, mientras el lado A P, del tridngulo muestra
pertenece a una recta is6tropa del primer sistema, el lado ByP,
del mismo no pertenece a una recta isétropa del segundo sis-
tema ,porque de no ser asi no podriamos hablar del angulo
# como formado por las rectas ByA;, B,P,. No sélo esto, sino
que la homologia considerada dejaria de existir como homo-
logia no degenerada.

- Sin embargo, la tercera solucion ¢) de la cuestién que
vamos a indicar, en la cual las dos rectas AP, y ByP, son
ambas isétropas, puede considerarse como caso limite de la
b) cuando aquella homologia degenere al' tender a cero su
invariante absoluto. :

¢) Si tomo como linea a una linea genérica, como linea b
una recta isotropa del segundo sistema, y como triangulo
AgBoP, un tridngulo cuyos lados A P, y B,P, pertenezcan a
rectas isotropas respectivamente del primero y del segundo sis-
tema, es claro que el punto P logrado a partir de cualquier par
genérico de puntos A,B pertenecientes respectivamente a las
lineas @, b estd siempre situado sobre la misma recta b: por
lo tanto en este caso el lugar del punto P es una recta p que
coincide con la recta b.

Para tener en cuenta también los posibles casos limites del
problema considerado, conviene admitir la posibilidad de que
el triangulo muestra A B,P, «degenere» en una terna de pun-
tos alineados distintos A;B,P,: y entonces, de acuerdo con el
punto de vista adoptado, entenderemos que la configuracién
ABP se mantenga semejante a A ByP,; esto es, a cada par de
puntos A B hacemos corresponder aquel punto de la recta
AB tal que la razon simple (ABP) es igual a la (A BoPy) =F,
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siendo k una constante no nula ni infinita de acuerdo con el
hecho de que Ay, By, P, se suponen distiritos. En este caso
existe la solucion siguiente:

d) Las lineas a y b son dos rectas paralelas, el triangulo
muestra esta degenerado, siendo arbitrario el valor de la cons-
tante k: el lugar de P se reduce a una recta paralela a las @, b.

4. Pues bien, vamos a demostrar que las cuatro soluciones
indicadas a), b), c), d), junto con oilra solucion e) que se
indicard mds adelante (n. b) agotan la cuestion, es decir,
constituyen las tnicas soluciones del problema considerado.

Me refiero en primer lugar al caso en que el triangulo
AByP, es degenerado; suponiendo el problema resuelto, salgo
de un par de puntos A, B genéricos sobre las lineas a,b, y del
correspondiente punto P, y vario el par de manera que el
punto P quede fijo: claro estd que asi se establece una-homo-
tecia Q que transforma « en b. Repito la misma consideracion
para otro par A’B, siendo A’ un punto genérico de la linea q,
y para el correspondiente punto P’, llegando a otra homotecia
Q" que lleva @ a b. Entonces la homotecia producto QQ "1
transforma la linea a en si misma, y en particular el punto A
en el punto A’. Se concluye asi que las rectas tangentes a la
linea a en sus dos puntos genéricos A, A’ son paralelas entre
si, y por lo tanto @ es una recta. La linea b, como correspon-
diente de la linea @ p. e. en la homotécia Q, es una recta
paralela a la a, y concluimos que nos encontramos frente a
una solucion del tipo d). ' “

5. Podemos suponer desde ahora que el tridngulo mues-
tra no esté degenerado. Quitamos a la cuestién su aspecto mé-
trico, y vamos a estudiarla en la forma siguiente, donde subs-
tituimos a los puntos ciclicos I,J dos puntos cualesquiera dis-
tintos entre si que seguimos indicando con estas mismas letras.
Fijados dos puntos I,J, y un tridngulo AB,P, (ninguno de
cuyos vértices pertenezca a la recta 1J, de acuerdo ‘con la cir-
constancia de que al interpretar métricamente la cuestion se trata
de ‘puntos propios, y cuyo lado AyB, no pasé por I ni por
J segtn lo dicho en el n. 1), vamos a construir de la ma-
nera mas general dos lineas @,b de manera tal, que al tomar
genéricamente A y B respectivamente sobre a,b, el punto P
correspondiente a P, en la homografia individualizada por
los dos' puntos unidos I y J y por los dos pares de:puntos



—102 —

correspondientes A;,, A y B, B 'tenga como lugar una li-
nea p.

Sean Q,, Ry las proyecciones del punto P, sobre la recta
A(B, efectuadas respectivamente desde los centros I,J, y sea
T, el punto 1J. A B,. Pondré (AB,Q,To) =g, (A.BoRoPo) =T
Para construir el punto P correspondiente a dos puntos dados
AB, es claro que podemos construir los puntos Q,R de la
recta AB individualizados por las dobles razones

(1) (ABQT) =q; (ABRT)=r,

donde hemos puesto T=1J.AB, y luego determinar P co-
mo interseccion de las rectas 1Q,JP.

Supondré a continuacion que los valores de g,r sean am-
bos finitos: en caso contrario seria suficiente intercambiar los
puntos A y B, a menos que de esos dos vdlores uno sea :nfi-
nito, y el otro nulo. Si p. e. g.=o0, r= o, resulta Q = A,
R=B: al variar A,B sobre las lineas «, b, si el punto P des-
cribe tan solo una linea, necesariamente queda fija una de las
dos rectas IA, JB, y por lo tanto una de las dos lineas a, b es
una recta que pasa por uno de los dos puntos I,J. Logramos
en este caso, si I,J son los puntos ciclicos, la solucién c).

Excluyendo desde ahora la particularidad considerada, ob-
servo que, debido a que el punto P, no pertenece a ninguna de
las rectas A¢Bg, IJ, los valores de g.r son distintos entre si
y ambos distintos de la unidad.

Introduzco coordenadas proyectivas no homogéneas x,y
con respecto a un tridngulo fundamental G,G,Gg, de cuyos
vértices sea G, =J, Gy =1.

Si las lineas a,b tienen respectivamente las ecuaciones (*)

y=U(x), y=VY(x),

el punto P, que procede de los puntos A,B para los cuales

(*) Escapa a este método el caso en que una por lo menos de las dos
lineas a, b es una recta que pasa por el punto G, El inconveniente se salva, in-
tercambiando los puntos I, J: queda como ulteriormenge exceptional
el eago en que las lineas @, b son dos rectas que pasan una por I y la otra por
J, el cual sin- embargo no lleva a ninguna solucién distinta de las indicadas,
como se ve fécilmente. :
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respectivamente x=u, x—=v, tiene coordenadas

(—u—av U=V
(1) XY= Y= o
_ C L )
de modo que la condicién para que el punto P no describa

una region es
(2) e T

Siendo u,v variables independientes, el valor comun de
los dos miembros de (2) es necesariamente una constante c.
Distingo ahora tres casos. ,

Caso I.-Las dos constantes r,q son ambas distintas de
cero. Escribo ¢ en la forma ¢=mrgq, siendo m otra cons-
tante, y logro

U(u) =mru+m,, V(v)=mqv—-+m,,

siendo my, ms otras dos constantes. Por lo tanto las li-
neas a,b son dos rectas que, si mi/=0 como por ahora supo-
nemos, se cortan en un punio que no pertenece a la recta
G; G, por ser r=/=q, de manera que podemos suponer que su
punto de interseccion esté en el vértice G; del tridngulo de re-
ferencia, y que por lo tanto sea m;=m,=0. En cuanto al
punto P, las (1) ensefian que sus coordenadas, expresadas en
funcién de los parametros independientes u,v son
u—gqv —qv

u
X—=——— y — I ——*
1—q ’ ¥ . I— 7

Por consiguiente

I—a

(3) y=mr-—-x

Por lo tanto el punto P tiene como lugar una tercera
recta p que sale del punto Gy =uab. f

Es claro que, después de fijados I,J, Ay, By, Py, las rectas
a,b pueden tomarse en dos rectas arbitrarias que salgan de
un punto genérico O del plano, con tal que la doble razén
(a,b,/0J,01) sea igual a r/q: la recta p resulta entonces
como lugar de un punto P tal que, al variar A, B respectiva-
mente sobre a,b, el triingulo ABP corresponde a A B,P, en
una homografia que tenga I,J como puntos unidos.



— 104 —

También pueden prefijarse, en vez de los elementos ante-
riores, los puntos I,J, las rectas a,b, y la posicién del punto
P que corresponde a una eleccion ‘genérica arbitraria de los
puntos A, B de las mismas, con tal que ese punto P se pro-
yecte desde I y J sobre la recta AB en dos puntos Q, R tales
que sea

) (ABRQ) —(ab 0J OL).

¢Cual es el lugar v del punto P que cumple con esta
condicién? Los pares de puntos Q.R de la recta AB que cum-
plen con (4) se corresponden en una proyectividad cue tiene
A,B como puntos unidos, de manera que Y es una conica, y
méas precisamente la conica Y individualizada por los cinco
puntos. - 1;J;A, B, O.

La solucion asi encontrada lleva precisamente a la solu-
cion a) cuando se toman los puntos I, J coincidentes con los
puntos ciclicos. k .

‘Quien quiera averiguar directamente por un razonamiento
sintético que, procediendo de la manera que acabamos de indicar,
si A’B’ son dos puntos ulteriores de las rectas a, b, el corres-
pondiente P’ de P en la homografia H individualizada por
IJAB
I1J APF
nar asi: Si el punto O’ que corresponde a O en H es distinto
de O, y la recta OO’ no es unida para H, los haces de centros
0,0’ referidos en la proyectividad no perspectiva determinada
entre ellos por H engendran una cénica irreductible C’, que pasa
por- los puntos O’,1,J,A’,B’, y que por consiguiente, consi-
derada en el plano de A’, tiene como correspondiente en el plano
de A una conica C=v. Y como los puntos de las dos cénicas
C,C’ correspondientes en la homografia H resultan por cons-
truccién alineados sobre O, sigue la propiedad enunciada. En
los casos excluidos, si O =0’, se llega a la misma conclusion
observando que la homografia tiene mas de dos rectas unidas
distintas por O, y es por lo tanto una homologia de centro O.
Quedaria la hipétesis que sea O=1=0" y la recta OO’ unida: pe-
ro ésta no podria ser distinta de las dos rectas OI, OJ (porque
si no tendriamos una homologia de centro O); y si p. ‘e. coin-
cidiese -con OI, el razonamiento del caso general llevaria a la
conclusién de que los tres puntos A,B,J estarian alineados,
contrariamente a nuestras hipdtesis. -

los cuatro pares , esta sobre la recta OP, puede razo-
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Caso II.-Sigo suponiendo r-/: 0, q-/ 0 pero ahora m=o.
Entonces U=m,, V=m,, y el punto P que procede de los
puntos A (u,m,), B(v,m,) tiene coordenadas, de acuerdo con
las (1):

X — uI _‘q'qv Y= mII —erz .

Por lo tanto las lineas a,b son rectas que pasan por J, y
lo mismo ocurre de la linea p. En la hmﬁografia H conside-
rada mas arriba son ahora unidas las tres rectas a,b,JI, de
modo que H es una homologia de centro J, cuyo eje pasa porl.

Efectivamente, si partimos de dos rectas a,b por J, vy de
un tridnqulo ABP de cuyos vértices A y B pertenecen res-
pectivamente a las rectas a,b, y P es arbitrario, al transfor-
marlo mediante las o2 homologias de centro J cuyos ejes pasan
por 1, logramos w2 tridngulos A’B’P’, de cuyos vértices A’ y
B’ son dos puntos cualesquiera de a,b, y P’ viene a recorrer
tan sélo una linea, y precisamente la recta p=JP.

" Es ésta la otra solucién e) a la cual he aludido en el
enunciado al principio del n. 4.

Caso I1I.-Sea nula una de las constantes ¢,r, p. e. sea
g=10 (y entonces r-/=0, porque en caso contrario resultaria
Q.=R,=A,, y por lo tanto — siendo P =[=A, — la recta AP,
coincidiria con la 1J, lo que contradice nuestras hipétesis). En-
tonces el punto P pertenece constantemente a la recta Al, y la
(2) deja ahora arbitraria la funcién U (u), mientras que V
resulta una constante, que, aprovechando la arbitrariedad de G3,
podemos suponer nula. En el caso actual las (1) se escriben

U (u)-
x=u y=1="

y por lo tanto expresan que el lugar de P es una linea homo-
légica de la linea (arbitraria) a en una homologia de centro I,
cuyo eje es una recta por J que actia como linea b.

Esta soluciéon corresponde por consiguiente a la b) de
arriba. : '

Los resultados enunciados quedan asi demostrados.



SOBRE UN PROBLEMA DE PROBABILIDADES
’ GEOMETRICAS

(Tema N¢ 5, pag. 26)

Dados al azar dos pares de puntos XY, ZT, sobre el con-
torno de un poligono convexo, calcular la probabilidad de que
el punto de interseccion de las rectas que determinan, sea inte-
rior al poligono.

Solucion:

Supongamos el pary XY fijo en los lados ai.ay y considere-
mos la medida de los casos favorables para el par ZT.

Fijado Z, ya sea en ajfy, 0 en ajfy. ... O en ag_;, la me-
dida de los casos favorables para T es: .

Ay + Appp - A XAy

siendo x e y las abscisas de X,Y sobre los lados a;, a, res-
pectivamente.
Haciendo variar Z desde a;y, hasta ay_,, obtenemos:

my (ZT) = (a1 + agpy+. ..+ aiy +xy)
(84 + aide - - - af—y)-

Fijemos ahora Z en aj — x; la medida del conjunto de no-
siciones favorables de T es:

by T Apot - ATy
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y al variar Z en aj— x resulta:
my (ZT) = (ayy +actot ...+ aig ) (6 —x).

Finalmente, si fijamos Z en a;, —y, obtenemos como me-
dida de los casos favorables para T:

g Fagret ..+ 2 +x
y como Z puede variar en a — Yy, es:
my (ZT) = (a gy Farpp+- - -+ 2 +x) (ak —y).

Por tanto, la medida de todos los casos favorables para el
par ZT habiendo fijado previamente el par XY, es:

m (ZT) =m, (ZT) +m, (ZT) 4 m, (ZT) =

= (g - A x4y (ay - A ak—g) +
+ (kg +- - - Fag +y) (8 —x)
(g A x) (A —y)

o bien si ponemos:
LAy Ak Ay =
Ayt 8 1o .. Ay =0
terremos: ‘
m (LT) = (s4-x+y) 6 - (s4-y) (a5 — x) + (%) (s — y)

y efectuando operaciones:

m (ZT) =x (6 — s+ a) -+ y(6 — s4a) — 2 xy -+ (o-+aitay),

Hagamos variar ahora el par XY, primero en los lados en
que lo suponiamos fijo y luego en todo el perimetro:

m(XYZT):‘g‘ Izl/aifak[x(dS—[~ak)+y(6~—s—§—ai)__'

i=1 k=1
—a2xy-+s (o+ai+ap)]dxdy=
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-3 3 [ 69+ 22 (o —s+a) +

2
=1 k=1

—+-say a; (o ai - ay) ]: .

—= 3,' 3‘ [(U+S) (a2 ay -+ a; a;2) -+ %—f’zf— +soa; ak]:

. 2
=1 k=1 :

n n |

=3 5 [ (i1 fak—y ak—r f---+f‘i—-l ) <ai2'3k+

2

=1 k=1
Araia?) A+ S A (g ),

(g ...+ d—y)a ak]

pero, por ser:

n n
(i1 Fak—r Frak1 o Fai— ) Sy 1,1
2 2 2 (ai2 aj + a; ak2> =2 .
1=1 k==1
3‘ % a2 a’k _ Si!,'.!
i=1 k=1 ° 2
n n

2: = (ai_{_]~}—...+akw1)(ak_{_1+. . .—}—ai_l)aiak:2sr,r,1.1

i=1 k=1

es, por tanto:
m (XYZT) = — S, - So v c +28 1,0

y ademas, como es:

resulta:
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La medida de todos los pares es:

per2 per?  perd  [8;0¢ 8, 4483.x 46820 +1282.1,1-F2481,1, 1.1

2 2 A A 4

puesto que cada par XY, ZT se obtiene dos veces; luego, la
probabilidad buscada es:
iﬁ [S(” ]Z_S"""I _ E{SI.I 12-—!181,1,1,1

p= T o = [S,]%

ki "

En particular, para el triangulo resulta:

2 [ay o542y agf-a; 2, ]2

P htastagk

y para el cuadrilatero el resultado coincide con el que figura
en la obra de Czuber, «Geometrische Wahrscheinlichkeiten und
Mittelwerte» (Traduccién de Schuerman, 19o2, pag. 32).

Elba R. Raimondi

TEMAS PROPUESTOS

31.—Sesabe que en la teorfa de probabilidades geométricas la po-
sicion de unarecta G del plano se determina por su distancia p a un
punto fijo O y el dngulo ¢ que la normal a la recta desde O for-
ma con una direccién fija. Ademas, para medir un conjunto de rectas
se toma la integral doble de la expresion dG=dp d¢ que se
llama la densidad de rectas.

Sentado esto, consideremos una figura plana convexa K. Lla-
memos o a la longitud de la cuerda que la recta G determina kn
ella y o;, a, los 4ngulos (menores que m) que G forma con las
tangentes a K en los extremos de dicha cuerda. Suponiendo que
el contorno de la figura K tiene en todo punto tangente determinada
y que carece de segmentos rectilineos, demostrar que

G
/Send.] sen Gy dG:—-:_ L2
siendo L la longitud de K y estando la integracion extendida a

todas las rectas G que cortan a K.
L. A. Santals



- I. SCHUR ¥

Con algin atraso — debido a las tristes circunstancias que
atraviesa el mundo — nos ha llegado la dolorosa noticia del falleci-
miento del ilustre matematico I. Schur. Estaba gravemente enfer-
mo ya hace dos afios, cuando se habia retirado a Tel Aviv, y parece
que ahora murié allf mismo, en el dia de su 66° cumpleafios.

Schur habia nacido el 10 de Enero de 1875 en Mogilev (Rusia),
pero luego vino a Berlin, donde se destacd entre los alumnos de G.
Frobenius y rapidamente fué su colaborador. Habiéndose recibido,
.con la memoria «Ueber eine Klasse von Matrizen, die sich einer ge-
gebenen Matrix zuordnen lassen» (1gor), y habiendo decidido dedi-
car su vida a la investigacion matematica, obtuvo en 1903 su prime-
ra catedra en la Universidad de Berlin. La dejo sélo por algin tiem-
po, cuando en 1913 fué llamado para ocupar una céatedra de la Uni-
versidad de Bonn, pero 3 afios después volvio definitivamente a la
Universidad de Berlin para dictar los cursos de algebra y teoria de
‘de los ntiimeros (y otros maés). La mejor demostracion de la estima
que gozaba Schur en Berlin, tanto por sus excepcionales calidades: de
maestro como por la nobleza de su caracter, es el hecho de que mu-
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chas veces él estaba obligado a dictar sus cursos en el «Auditorium
Maximum» de la Universidad, por ser tan numerosos sus oyentes que
no cabian en las otras salas de clase que de costumbre servian para
los cursos de Matematicas. :

Es una lastima que Schur, en su modestia, nunca queria publi-
car, en forma de libro, los cursos que dictaba; sélo una vez hizo una
excepcion, con la publicacién de un curso sobre una materia que
siempre le habia interesado mayormente: la representacién de grupos
por matrices («Die algebraischen Grundlagen der Darstellungstheorie -
der Gruppen», Zurich, 1936).

En cambio, en revistas matematicas Schur ha publicado mas
de 70 articulos, la mayoria en «Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik», «Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wis-
senschaften» y «Mathematische Zeitschrifts ; de esta dltima revista
Schur era uno de los fundadores y editores. En el espacio limitado
de esta necrologia es casi imposible dar una idea concreta de esa
vasta e incomparable obra cientifica de Schur que abarca igualmente
algebra, teoria de los nmeros, teoria de las funciones complejas,
teoria de los grupos y de un modo especial, la representacién de
grupos por matrices. Ni siquiera es posible aqui mencionar todos los
trabajos del ilustre mateméatico y tenemos que limitarnos a hablar
sucintamente solo de algunos de ellos.

Sin duda alguna uno de los mayores triunfos® cientificos de
Schur ha sido su teoria de la representacién de grupos (de orden
finito) por substituciones lineales fraccionarias (o sea, en lenguaje
geométrico, por transformaciones proyectivas). Es sabido que Fro-
benius — ¢ independientemente de él, Burnside — habian tratado
antes la representacion de grupos por matrices (o sea por substitu-
ciones lineales enteras). Schur mno sélo logré simplificar notable-
menté la teoria de Frobenius (con su publicacién «Neue Begruen-
dung der Theorie -der Gruppencharaktere» en «Sitzungsberichte der
Preussischen Akademie der Wissenschaften», Berlin, 19ob); en dos
publicaciones muy importantes (en‘«Journal fiir die reine und an-
gewandte Mathematik», vol. 127 y vol. 132). Schur resolvi6 de un
modo muy interesante también el problema andlogo (y no menos
dificil) de encontrar las representaciones de un grupo finito por
substituciones lineales fraccionarias, demostirando que para cada gru-
po finito se puede determinar otro grupo (llamado «Darstellungs-
gruppe») de modo que el problema de la representacion del grupo
dado. por substituciones lineales fraccionarias, es equivalente al pro-
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blema (resuelto,” como dijimos, por Frobenius, Burnside y Schur
mismo) de la representacién por substituciones lineales enteras de
ese «Darstellungsgruppe ». Sumamente interesante es también la
aplicacion que ha hecho Schur de su teoria al caso de los grupos si-
métrico y alternado (en vol.- 139 del mismo «Journal... »).

Sin poder hablar sobre los trabajos no menos interesantes que
Schur ha publicado sobre las representaciones del grupo lineal gene-
ral (en «Sitzungsberichte...», 1927 y 1928), pasamos a ditar unas
pocas de las publicaciones de Schur sobre problemas de algebra. En
«Gleichungen ohne Affekt» («Sitzungsberichte...», 1930), Schur
logro determinar el grupo (de Galois) de la ecuacion: -

X x2 xn
T L

resulta que ese grupo es el simétrico de n variables, salvo el caso
de n divisible por 4; en este dltimo caso Schur demuestra que es
el grupo alternado en n variables, dando asi por primera vez un
ejemplo concreto de ecuaciones cuyo grupo de Galois es un grupo
alternado. En la misma memoria Schur demuestra que el grupo si-
métrico de n variables es también grupo (de Galois) de la ecuacién
algebraica que resulta poniendo .igual a cero el polinomio de La-
guerre: .
ex dm(xne™X)

n! d xn

o e

1) 1! 2

Resultados parecidos que se refieren a la ecuacion:

y a los polinomios de Hermite, los publico Schur un afio después
bajo el titulo «Affektlose Gleichungen in der Theorie der Laguerres-
chen und Hermiteschen Polynome» («Journal...», vol. 165).

Otra publicacion algebraica de Schur («Ueber die Verteilung
der Wurzeln bei gewissen algebraischen Gleichungen mit ganzzahli-
gen Koeffizienten», en «Math. Zeitschrifts, vol. 1, n°. /), aunque
escrita todavia en 1918, merece aun hoy dia el mayor interés. Ba-
sandose ‘en unos teoremas de Stieltjes sobre los discriminantes. de
algunos polinomios clasicos (p. e. los de Hermite), y en otros teo-
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remas parecidos, indicados por primera vez por Schur mismo, éste
obtiene una serie de muy interesantes y sorprendentes teoremas so-
bre ecuaciones algebraicas:

4
. e
a0 X0 - 4y Xt a0,
con coeficientes enteros a,, a;,...a,. Por ejemplo demuestra Schur

que tales ecuaciones que tengan sélo raices reales y todas distintas
entre si, las que cumplan ademas con la condicién

sPb b hn?
. =Y

hay s6lo en namero finito, para cada valor de aj, si y<C | e=
—=1,6487...; en cambio, bay infinitas ecuaciones de esa misma
clase si yZ=2.

Por fin sea citado por lo menos el titulo de una importantistma
publicacién de Schur sobre ciertas funciones complejas: «Ueber Po-
tenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschraenkt sind» (en
«Journal ...», vol. 147 y 148); pues, el espacio limitado no nos
permite entrar mayormente en detalles.

Tampoco es posible citar los numerosos trabajos que debemos
a Schur sobre los mis variados problemas de la teoria de los nu-
meros; sin embargo esperamos haber dado una idea de la vastedad
de la obra cientifica de Schur y de la consiguiente pérdida que su
muerte significa para la ciencia.

Roberto Frucht

CUESTIONES ELEMENTALES

13.— Es bien conocido ¢l problema llamado de los tres pue-
blos y las tres fuentes: Dados tres puntos A, B, C y otros tres
A’, B, C, del mismo plano, es imposible trazar desde cada uno de
los primeros a cada uno de los segundos un arco tal que los nueve.
arcos no se corten en ningun punto distinto 'de los seis dados.

Se propone demostrar que en la superficie torica y también
en el plano proyectivo y en el anillo de Moebius, el problema tiene
siempre solucion. ¢Qué sucede si en vez de la segunda terna se da
una cuaterna A’ B* G’ D’?

14. — El famoso geometra Moebius:se complacia en proponer
a sus discipulos este problema: o

Un prindipe oriental repartié su reino entre sus cinco hijos de
modo tal que cada dos porciones tenian frontera comim. ¢Es posible?



EL LUGAR GEOMETRICO Y LUGARES DE PUNTOS
AREAS EN EL PLANO

Por V. y A. FrAILE y C. CrEspo

(Continuacion)

3. — Lugar de los centros de los paralelogramos inscritos en
un cuadrildtero dado (M. A. Longchamps). — Al resolver este pro-
blema se ha considerado siempre los paralelogramos de lados para-
lelos a las diagonales del cuadrilitero. De este modo la solucién
es el segmento cuyos extremos son los centros de dichas diagonales;
pero Se comprende que el lugar es méis general prescindiendo de tal
restricci6n impuesta por el paralelismo. Entonces se trata de un
lugar area.

Sea. ABCD el cuadrilatero dado (fig. 4).* Tomamos arbi-
trariamente en los lados AB, AD sendos puntos E, F. A partir

¢

de un punto cualquiera G’ de BC, por ejemplo, tracemos un seg-
mento G'H’ igual y paralelo:.al EF, y por H' la paralela a BG
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hasta H. EL segmento, HG, paralelo ¢ igual a G'H’, y el EF
-determinan, pues, un paralelogramo inscrito en el cuadrildtero da-
do y, por lo tanto, un punto del lugar. De esta construccion se de-
duce: 1°. Un punto del lugar queda univocamente determinado eli-
giendo arbitrariamente sendos puntos en dos lados adyacentes del
.cuadrilatero; 2°. Elegidos los puntos anteriores quedan determina-
dos los otros dos en el otro par de lados; 3°. Pueden no existir
estos Gltimos’ puntos, y, por lo tanto, la eleccién arbitraria de
E y F esta acotada. -

De todo esto resulta que los entes primitivos del lugar pro-
puesto son cuatro puntos, E, F, G, H, 'vértices de un paralelogra-
mo, que producen un punto P del lugar. Cada uno de estos cua-
tro puntos se mueve sobre una linea; pero este movimiento sélo
es arbitrario para dos de ellos. El lugar ha de ser, pues, un A&rea,
en general. Los lados AB, AD del cuadrilatero dado, o mejor, los
recintos acotados en ellos, son conjuntos-variables.

Como vemos, no es necesario el paralelismo de BD y EF.

Todo punto del lugar ha de ser centro de dos segmentos (dia-
gonales) inscritos uno en AB y GD (fig. 5) y otro en AD y BC,
luego ha de pertenecer a los paralelogramos QMRN y SMTN,

/]

superficies medias de ambos pares de lados opuestos. El lugar es,
por lo tanto, la parte comin a dichos paralelogramos. Es facil ver
«que esta parte comn es otro paralelogramo MM'NN. N y M
son centros, respectivamente, de las diagonales AC y BD del cua-
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drilatero, y los lados del lugar son paralelos a los AB y AD en-
volventes- del cuadrilatero completo. ~

Si el cuadrilitero dado es trapecio el lugar degenera en un
segmento, y si es paralelogramo, en un punto.

h.— Lugar de los centros de los segmentos inscritos en una
circunferencia y una recta. — Es, pues, otra superficie media.

Sea O la circunferencia y r la recta (fig. 6). Reconoceremos
cuandc un punto P es del lugar trazando la recta simétrica 1’ de r

A

respecto de P (hagase la figura). Si r’ tiene con la circunferencia O
puntos propios comunes, P es del lugar, y no lo es en caso contrario,
puesto que si F y G son esos puntos comunes, uniéndolos con P y
prolongando los segmentos hasta r, ambos segmentos cumplen las
condiciones del enunciado.

Las rectas MQ y NR, paralelas a la r, donde M y N son,
respectivamente, los centros de AH y BH, limitan este lugar 4rea,
que es la franja rayada: las rectas simétricas de r respecto de los
puntos de dicha franja cortan‘o son tangentes a la circunferencia
O; y no la cortan las simétricas de r respecto de los demés pun-
fos del plano.

r y O son conjuntos-variables. El sistema de lugares parcia-
les correspondiente a r lo constituyen todas las rectas de esta franja
paralelas a r. Y el sistema de los correspondientes a O todas las
circunferencias inscritas en dicha franja.
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Si en vez de considerar la recta r se trata de un segmento
CD, es claro que el lugar serd la parte de la franja doblemente
rayada, donde las circunferencias O;, O, son las posiciones limites
del lugar parcial correspondiente a O.

5.— Lugar de los ceniros de los segmentos inscritos en dos
circunferencias.

Sean O;, O, las circunferencias dadas, de radios r,, r, respec-
tivamente. Reconoceremos si un punto P de su plano es o no del
lugar trazando la circunferencia O, simétrica de la O,, por ejem-
plo, respecto de P. Si O’ y O, tienen puntos comunes reales, S,
T, y son 8, T” sus simétricos respecto de P, los segmentos S§’,
TT estin inscritos en O, y O,, y es P su centro.

Construyamos las circunferencias concéntricas de centro O
(fig. 7), punto medio del segmento O, O,, cuyos radios son, res-
pectivamente, 1/2 (r;-Fr,) v 1/2 (r;—r,). Es facil probar que
las circunferencias simétricas de una de las dadas respecto de los

Fig. 7

puntos de la de radio 1/2 (r; }r,) son tangentes exteriormente a
la otra; y lo son interiormente si se toma como centros ‘de sime-
tria los puntos de la circunferencia de radio 1/2 (r; —1,). Trace-
mos una recta cualquiera O,D’ que corte a ambas circunferencias
concétricas. Los puntos de interseccién son A, B, C, D, y A, B,
C’, D’ los simétricos de O, respecto de aquéllos. En virtud de lo
dicho, las circunferencias de radio r, y centros D’ y G’ son, res-
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pectivamente, tangentes exterior e interiormente a la Oy, con lo
cual los puntos del segmento D’ G’ —y, por igual razon, los de
B’ A’—son centros de circunferencias de radio r, que tienen con
la O; puntos comunes reales; y no los tienen las circunferencias
de radio r, cuyos centros no estin en los segmentos D’ C’, B’ A’,
para la recta genérica considerada O,D’. Por lo tanto, en dicha
recta, s6lo son puntos del lugar los de los segmentos AB y GD.
Y, en definitiva, todo punto de la corona circular rayada es, pues,
del lugar, y no lo son los demas puntos del plano. El lugar pro-
puesto es esta corona.

Considerando los: segmentos inscritos de extremos M, fijo en
Oy y X, variable en O, obtenemos un lugar parcial que es la cir-
cunferencia de centro G, inscrita en la corona, y que engendra el
lugar total cuando M varia en O;. Del mismo modo, un lugar par-
cial -correspondiente a la circunferencia O; respecto de un punto
fijo, N, de la Oy, es la circunferencia de centro H,itangente en Q
y R a las de la corona.

6. —El l.g. de las polares de los puntos de la cuerda AB de
una cémica ¢ (fig. 8) respecto de ¢ es la parte de haz rayada,
donde P, vértice del haz, es polo de AB. Este haz acotado de po-
lares es un lugar de rectas, y también lo es de puntos. Basta, para

Fig. 8

verlo, enunciarlo asi: «Dada una cénica ¢ y una cuerda A B, t6-
mese arbitrariamente dos puntos, uno, X, en uno de los dos arcos
en que la cuerda divide a la conica, y otro, Y, en el otro arco. La
recta XY corta en V a la cuerda AB. Lugar de los conjugados ar-
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monicos de los puntos V respecto de todos los pares (X, Y)». To-
do punto, Q, del lugar ha de pertenecer a la polar de V, y, por ser
V de la cuerda A B, dicha polar es ‘del haz acotado.

También puede verse que la condicién necesaria y suficiente
para que un punto Q sea del lugar es que su polar A’B’ respecto
de ¢ corte a la cuerda A B, condicién que cumplen solamente los
puntos del recinto infinito rayado.

Los puntos del lugar quedan univocamente determinados eli-
giendo uria terna (X VY); pero s6lo es arbitraria la eleccién de
X e Y; es decir, enire-las ires lineas a que pertenecen, respecti-
vamente, los puntos de la terna, sélo son conjunto-variables los
arcos AXB y AYB de la cénica dada .

(Continuard)

CUESTIONES DIDACTICAS Y METODOLOGICAS.

N¢ 3. — El teorema fundamental de la semejanza de tridngulos se demues-
tra ordinariamente como ecaso particular del teorema de las transversales (im-
propiamente llamado teorema de THALES). EucLDES, en cambio, (libro VI.
Prop. 2) 'lo demuestra mediante la equivalencia de tridingulos.

Analizar y comparar, desde el punto de vista did4etico, los dos caminos
para llegar a la demostracién de ese mismo teorema.

J. B.

Ne¢ 4. La notacién de los mtltiplos de un nimero natural mediante el punto
colocado encima de éste a su izquierda, desorienta a los alummos y los conduce
a resultados falsos que son disculpables puesto que este signo funcional, ani-
logo a otros, es tGnico, mientras que para cada funeién distinta se usan carac-
teristicas diferentes. Cuando el alumno eseribe p. e.

29— 2 = 0 en vez de escribir 9 — 2 = 2

no comete error mas grave del que haria el mismo profesor a quien se pregun-
tase cuinto vale la diferemcia f (x) — f (x) si €l proponente entendiese por
tal la diferencia entre dos funciones cualesquiera representadas genéricamente
por la misma letra f. Sometemos la cuestién a la opinién de los profesores
que hayan tropezado con tdles inconvenientes, para que propongan la solucién

més adecuada.
M. V.



ENSAYO DE DIVISIBILIDAD BASADO EN LA
TEORIA DE LAS CONGRUENCIAS

1. — Coeficientes de divisibilidad. Se entiende por coeficiente
centenar de un nGmero, el resto logrado al dividir a 100 por dicho
ntmero. Este coeficiente puede ser aditivo o sustractivo, segin que
el cociente sea por defecto o exceso.

100 =m" -} 2 100 =m 17 —2

Por tener aplicaciones en la divisibilidad y en las mismas por
multiplicar a los guarismos que expresan centenas (en los casos fun-
damentales), es que se le ha denominado coeficiente centenar (C.
c.). En forma semejante, se puede obtener un coeficiente decenario

(C.d.), millar (C.m.), o diezmillar (C.X.m.).

2. — der. Caso. Cualquier multiplo de 100 es divisible por un
ndmero, si el C.c. de dicho nimero, multiplicado, por €l guarismo
que expresa las centenas, es un maultiplo del divisor dado.

C.c.7=2, 700=m74C.c.7X7=m7-+}+2X7=mn7.

3. — 20, Caso. Cualquier namero compuesto de tres guaris-
mos es divisible por un namero, si el G. c. de dicho namero mul-
tiplicado por el guarismo que expresa las centenas maés el bidigito
que completa el namero propuesto, es un mltiplo del divisor dado.

Namero = N3 X 100 4 Ny x 10 N, sea del divisor dado.
Néamero =md -+ Ny X C. c. d. 4+ Ny x 10 4+ N;.

h. — 3er. Caso. Cualquier nimero polidigito es divisible por
un divisor dado, si el producto formado por el C.c. de dicho divi-
sor con el p11me1 guarismo del polidigito (contando de izquierda a
derecha) mas los dos guarismos que le siguen y continuando estas
operaciones en_ igual forma con el resultado de la suma obtenida y
los guarlsmos restantes del polidigito, se logra un ultimo bidigito
igual a O 6 multiplo del divisor -dado.

5. — Ejemplos: C.c.7=C.c. 14C.c.=C.c. 4g=C.c.g2 =2

No Po— 3183 No Po —gg32
g. 6 .18 132
;A—?) I1I : ‘ . 2
' 4 "o w—SZ

b7 132
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3183=mg8 -+ 47=mlg -+ 4s=m/4+ 5=m~" 45

9932 =m g8+ 34 =mhg+ h7=m/f+6=m~7-}6

6. — Coeficientes millares y diezmillares. En este caso, el ra-
zonamiento es idéntico al que se hace en los coeficientes centenares
y lo mismo’ el mecanismo; indudablemente que se considera el mi- .
llar o los diezmillares en vez de la centena, y en lugar de tres se
separan cuafro o cinco guarismos. El coeficiente millar o diezmillar
no da un resultado completo, pues se tiene quue dividir el resto que
es mayor de, tres guarismos por el divisor dado; en dicho caso se
utiliza el C.c.

7. — Coeficientes comunes a varies nameros primos. Si los
coeficientes de divisibilidad resultan comunes a varios ndimeros pri-
mos, se logra gran utilidad cuando se 1nvest1ga si un numero es
primo o compuesto

El C.c. (11,9 y 83)=1; C.m. (23 y 41)=

C.m. (29 y 31)=101.

Véqse que, en esta forma, los coeficientes comunes compensan
el tener que utilizar dos coeficientes (C.m. y C.c.) para la com-
pleta divisibilidad de un némero respecto a dos divisores dados.

8. — Ejemplo: No Po= /62

{23 il
C.m. i [:3 } =1I ' 716 . . : 716
8/ 56 rh/ 98
G c 23 =8 —
72 11/
C.c 43 =14 3 =Ry, 1h 28 =Ry;
9. — Coeficientes sustraclivos. Por su propia naturaleza se apli-

can restando, como los aditivos se aplican sumando.

10. — Observacidn. Cuando el coeficiente centenar es negativo
y el producto de dicho .coeficiente por las centenas consideradas, es
mayor que los dos guarismos que a dichas centenas le siguen, a las
mismas, mentalmente, se le quita uno en su valor absoluto.y se to-
ma como sustraendo el producto formado por el namero de las cen-
tenas menos uno y el coeficiente centenar; y como minuendo a un
grupo de tres guarismos, formado por la centena quitada y los an-
tedichos guarismos que siguen a las centenas.
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11. — Ejemplos:

N0P0=7127 No P0:§-39
DsorDo— 13 Lol DsorDo—  3n i
C.c.i3=—14 103 C.cd7=—11 62
—4 Ry, =25
Ry=—1=12
12. — También se pueden hacer combinaciones de coeficientes

millares y diezmillares sustractivos con centenares aditivos o sus-
tractivos.

Ejemplo: NoPo—=#6b2y

Dsor Do — 1g —42  Dsor Do — 53
C.m.(19y53)=—17 485 . . ..... 485
C.c.ig=-+5 ‘20 C.c.h3=—6, —24
105 . 61

Rig==10 5 Ry;= 8

Tabla de los nimeros primos menores de 100 y sus correspon-
dientes coeficientes de divisibilidad.

N.P. |[Cm. | Ce | Cd NP |[Cm | CGe |[NP |CXm|Cm C.e
2/b o |l29 | tor|413|| 61 | — | — | —
3 +1 | 31 | 101|+ 7| 67 — 5| 1/2
7 |— 1|+9 3 —1I|| 71 — — —
11 + 1 hr | — | — || 73 —22 (427
13 | —1 |49 | 43 |+1x|414| 79 | — | — | —
17 |— 3|+ 47 + 6| 83 + 4|+ 17
19 |— 7| +5 53 — 6| 8a +.ax
23 |+ 11| +8 59 —18) 97 + 3

Logico es reconocer que sin un aprendizaje previo, la utilizacién
de estos coeficientes no resulta practica, aunque se opere directamen-
te y con mayor rapidez que en la divisién; pero de los mismos sur-
gen algunas reglas que se- ponen a la consideracién del lector.
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REGLAS DE DIVISIBILIDAD

Divisibilidad por 7 y 13. Todo nimero es divisible por 7 y
13, si agrupados sus guarismos de tres en tres, de derecha a izquier-
da y tomados alternativamente a sumar y restar, resulta un tridi-
gito al que aplicindole C.c.=9, da un bidigito igual a o 6 mil-
tiplo de 7 y 13.

Divisibilidad por 17, 19 y 23. Todo ntmero es divisible por
17, 19 y 23, si aplicando respectivamente C.c.17=—2, C.c. 19=
=05 y G.c.23 =8, se logra un resto bidigito igual a o 6 mualti-
plo del divisor considerado.

La anterior regla se hace extensiva con C.c.=—2 para 34,
51 y 102; con C.c.=5 para 95; con C.c.—=8 para 46 y g2.

Divisibilidad por 29 y 31. Todo ntmero es divisible por 29
y 31, si aplicando C.m.=101 da un tridigito, el que, a su vez,
al aplicarle C.c.= (13, 7), dan respectivamente  bidigitos iguales
a o 6 muliiplos de 2 31.

Aplicando .la clasica regla de divisibilidad por 2, 5 y las aqui
axpuestas a.excepcion de la primera, se puede investigar si un ni-
mero menor que 1000 es primo o compuesto.

Divisibilidad por 37. Todo nimero es divisible por 37, si agru-
pados sus guarismos de tres en tres de derecha a izquierda y su-
mados sucesivamente hasta obtener un tridigito, el que, a su vez,
al aplicarle C.c.37=—11, da un bidigito igual ao ¢ un mul-
tiplo de 37.

Esta regla se hace extensiva para 11I.

Divisibilidad por 53 y 47. Todo ntmero es divisible por 53 y
47 si aplicando respectlvamente C.c.b3=—6y C.c.h7=-6 re-
sultan bidigitos iguales a o, 53 y multiplos de 47.

Esta regla se hace extensiva en sus respectivos coeficientes pa-
ra 106 y 94.

Divisibilidad por 89 y 97. Todo numero es divisible por 89
Y 97, si aplicando respectivamente C.c.89g==11 y C.c.97+ 43,
dan bidigitos iguales a o, 89 y 97.

En todos estos casos los restos obtenidos cuando el namero
no es mdaltiplo del divisor, son los mismos que se logran al dividir
el nimero propuesto por el divisor considerado.

Juan José Rebella



CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS

No. 8. Un cazador parte del punto.A y camina 10 km. hacia
el Sur; como dalli no encuenira caza, camina un rato hacia el Este,
mata un oso y regresa en linea recta hacia el punto A, caminando
10 km. ¢De qué color era el oso?

12, Solucidn. Al caminar hacia el Sur, el cazador se mueve so-
bre un meridiano y al ir hacia el Este describird un camino perpen-
dicular al mismo, o sea un paralelo: Si el cazador describe todo el
paralelo, suponiendo la longitud del mismo de mas o menos 10
km., se trataria del paralelo de latitud Sur 89°59° 16”’; el cazador
se encontraria, al partir, a 10 km. al Norte de este paralelo, o sea
en la region polar austral donde hay solamente osos blancos.

Si el cazador no ‘describe todo un paralelo se tiene que el punto
B donde mata al oso, y también el G por distar 10 km. de A estin
sobre el circulo menor de centro A y radio ro km. Ademés, en el
punto B, dicho circulo menor y el paral\elo determinado por B y G
que describe el cazador, son tangentes; luego el circulo menor y el
paralelo deben coincidir y A es por tanto uno de los polos. Comd
se habla de ir hacia el S., este polo debe ser el Norte y como en él
s6lo hay osos blancos, éste serd también en este caso el color del
oso cazado. ‘

v Maria M. Silva
(2% afio del Inst. N. del Profesorado, Bs. Aires)

2a. Solucidn. El cazador sale de A. Camina 10 km. hacia el
Sur (es decir, por un meridiano) hasta B. luego recorre cierto tre-
cho hacia el Este, hasta el punto C desde donde vuelve al punto
de partida, caminando 10 km.

19. Si B=0G (el cazador recorre todo el paralelo) es facil saber
el color del oso averiguando la latitud del lugar mediante la férmula

conocida @ == arc cos IR , siendo 1 la longitud del paralelo o ca-

mino recorrido hacia el Este y R el radio terrestre. Si, por ejemplo,
es =20 km., que es ya una longitud considerable para recorrerla en
«un rato» como dice el problema, resulta ¢=289°58 10”. El
cazador estd por tanto muy cerca de alguno de los polos, y el
oso debe ser blanco.

20. Si B-/=C, debemos encontrar el lugar geométrico de los
puntos que equidistan de esos dos. Tal lugar es el plano mediatriz
del segmento B G (que debe pasar por el centro de la Tierra y por
A, ya que estos punios cumplen la condicién) y cuya traza en la
Tierra es un meridiano. En la interseccién de este meridiano con el
que pasaba por B encontraremos el punto A que nos dird el color
del oso. Como los tdnicos puntos comunes a los meridianos son los
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polos, €l punto de partida A debe ser uno de éstos; pero por las
condiciones del enunciado debe ser el polo Norte. De aqui resulta
que el oso tenia el pelaje blanco.

P. Sofia Nogués Acura
(2¢ afio de la Fac. de C. Exactas de B. Aires)

Otra elegante solucién ha sido enviada por el Sr. Alfredo Cal-
derén, alumno de la Fac. de Ingenieria de Buenos Aires.

No. 3. Calcular la suma de los infinilos segmentos obtenidos al
proyectar un punto de un lado de un dngulo agudo sobre el otro,
la proyeccion obtenida se proyecia sobre el primer lado, etc. .. v

Generalizar el problema cuando la direccién de las proyecciones
sobre cada lado no es perpendicular a él.

Solucidn. Para el primer caso, fig. 1, se observa que los tridngu-
los sucesivos ABC, BCD, CDE, ... son semejantes por ser rectan-'
gulos y tener un dngulo agudo igual. Por consiguiente

AB_BC__CD__DE
BC CD DE  EF~ "

que demuestra que las longitudes de AB, BC, CD. DE, ... forman

‘ o . BG
una progresiéon geomeétrica de razéom —— << 1. La suma es por tanto

AB
/ . g AB_ AB?
- BC~ AB— BC
- T AB

Fig, 1 Fig. 2

Para la generalizacion, fig. 2, observemos que los tridngulos
ABC, CDE, EFG, ... son semejantes por tener los lados paralelos
y por consiguiente

AB__CD__ EF
BC DE FG

=... (1)
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y analogamente, por ser también semejantes los triangulos BCD,
DEF, FGH, ... se tiene:

BC_DE_FG_ )
CD_EF GH  "'" (2),

Multiplicando (1) y (2) ordenadamente resulta

AB__GD_ EF
CD~ EF GH "

que nos dice que AB, CD, EF, ... forman una progresién geo-
métrica de razdn §§< 1. Por tanto
AB AB?
Sy=AB-4+CD-++EF+4...= D= AB_—CD
TR

Si en (1) se prescinde del primer término %('B]' y las demés
igualdades se multiplican ordenadamente por (2) resulta

BG__DE__
DE  FG
lo cual prueba que BC, DE, FG, ... forman otra progresiéon geo-

métrica de razon p= <T; su suma valdra pues
A

BC BC?
8;=BCA+DEA+FG+...=—5p=g55_ps
T BC

La suma total vale por tanto

AB2 BC2
8=8,+8;= AB_—CD + BC _DE

Arminda Domenech
(2¢ afio del Imst. N. del Profesorado, Bs. Aires)



CRONICA

SESION CIENTIFICA DE LA TUNION MATEMATICA ARGENTINA
CELEBRADA EL DIA 7 DE OCTUBRE DE 1941 EN LA
UNIVERSIDAD NACIONAL DE CUYO

La Universidad de Buenos Aires estuvo representada por el director del
Instituto de Mateméticas de la misma, doctor Julio Rey Pastor; el doctor Fex-
nando. L. Gaspar trajo la representacién de la Facultad de Ciencias Mateméti-
cas de la Universidad del Litoral, de la cual -es profesor y consejero titular,
junto con el doctor Luis A. Santalé, del Instituto de Mateméaticas. Por la Uni-
versidad de Cuyo tomaron parte en la reunién el doetor Fausto Toranzos, di-
rector del Instituto del Profesorado de San Luis y los profesores doctores Ma-
nuel Balanzat y Ernesto Corominas.

Abrié el acto el doctor Gaspar, quien se hizo eco de la consideracién y res-
peto a que se ha hecho acreedora la Universidad Nacional de Cuyo en los de-
més eentros universitarios del pais.

Expres6 el doctor Gaspar que la feliz circunstancia de encontrarse en ésta
el profesor Julio Rey Pastor, su querido maestro y amigo, habia motivado la
realizacién en nuestra Universidad de una de las periédicas sesiones cientificas
de la U. M. A,, de la que el doctor Rey Pastor es fundador y actual vicepresi-
dente. Agregd el doctor Gaspar que esta oportunidad le brindaba el honor de
exponer en nuestra Universidad el resultado de algunas de sus investigaciones
en el campo cientifico pero que, en 1'ealidad, el principal objeto de la reunién
en ésta habia sido el traer personalmente, a la Universidad de Cuyo, la expre-
sién de la solidaridad en que, en las presentes circunstancias, universitarios del
litoral estrechan filas a su lado. A continuacién expuso la teoria de la ortogo-
nalidad en varias variables, en el campo de la estadistica mateméitica, tal como
él la ha desarrollado formulando al final algunos problemas atin no resueltos.

Acto seguido el doctor Toranzos conereté y resumié los resultados hasta
ahora conocidos sobre la Geometria proyectiva de los espacios de Hilbert, y
prosiguié después con la exposicién de sus investigaciones sobre la homologia.

Siguié en el uso de la palabra el doctor Santald, el cual recordé el proble-
ma de corte de marmoles, que la solucién clasica dada por Malfatti no resuelve.
Di6 ejemplos confirmando esta asercién y deseribié finalmente un programa
general de ataque para reducir esta dificultad.

El doctor Manuel Balanzat expuso conceptos generales de la teoria de es-
pacios abstractos para aplicarlos a los espacios Do y desarrollé ampliamente
los conceptos de nficleo y separabilidad aplicados a estos espacios, aclarando
asi una cuestién que no estaba resuelta.

El doctor Corominas hablé de la generalizacién de las derivadas en el eileu-
lo infinitesimal, recorriendo la etapa final en el estudio de las propiedades
esenciales de estas derivadas en la nueva teoria.

Cerré el acto el doctor Julio Rey Pastor, trazando brevemente las lineas
generales de sus investigaciones recientes tendientes a llemar la laguna que to-
davia existe entre la Topologia y la Geometria Diferencial. Terminé seiialan-
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do a los joventes oyentes el hecho auspicioso del ingreso de la Argentina en la
comunién de los paises creadores de ciencia y expresando su optimismo por el
porvenir de la investigacién matemitica, después de haber visto el entusiasmo
eon que trabajan profesores y alumnos en la joven universidad cuyana.

E. C.

7. Precocidad de Gauss
~

Bien conocidos son los ejemplos de Pascal que reconstruyé muclios teoremas
de Euclides a los 10 afios de edad; de Abel que hizo sus geniales creaciones
mateméaticas entre los 21 y los 27 aifios, temprana edad en que le sorprendid
la muerte; y el caso Gnico de Galois, cuya obra inmortal, germen de la moderna
Algebra, esti contenida en la carta dirigida a su amigo Chevalier la vispera
de su desafio que le cost6é la vida a los 21 afios de edad; interesante y menos
conocido es también el caso de Gauss.

No se sabe si por vocacién propia, o sugestién de su protector el Duque
Fernando de Braunschweig, pensaba Gauss dedicarse a la TFilologia; pero
una fuerza interior irresistible le obligaba a realizar largos céleulos numéricos
con fabuloso nimero de cifras decimales; y esta mania de su mocedad habia
de reportarle incaleulables ventajas en su futura -actividad creadora. Porque
muchos de sus descubrimientos los hizo empiricamente. Su famoso * teorema
aureo, o sea la ley de reciprocidad de los restos cuadraticos, lo descubrié desa-
rrollando enormes divisiones para encontrar los periodos, que a veces tenian
varios centenares de cifras, y asi pudo descubrir empiricamente antes de los
18 afios de edad la ley general que pronto habia de inmortalizarle cuando en
1801, a los 24 afios, public6 su primera obra extemsa: las Disquisiciones arit-
méticas, en que organiza la moderna teoria de ntmeros. Poco después de este
hallazgo de la ley de reciprocidad termind de deseubrir su propia personalidad,
logrando resolver el viejo problema de la construccién del poligono regular de
17 lados con regla y compéds. Tenia entonees 19 afios no cumplidos y muy pron-
to llegé a la solucién general de la ecuacién ciclotémica, es decir, dié el ecrite-
rio para saber qué poligonos regulares se pueden construir con regla y compis,
cerrando asi un ciclo de la ciencia griega y abriendo uno nuevo para el Algebra.
Encontrando al fin su camino de Damasco, abandona los estudios filolégicos,
e inicia su famoso Diario, en que va anotando todos los pormenores de su gi-

gantesca creacion matemética.
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