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SOBRE ALGUNOS LUGARES GEOMETRICOS 

. por ALEJANDRO TERRACINI 

r. La lectura de una interesante Nota El lugar ge01nétrico 
y lugares de puntos áreas en el plano por los señores V. 'y A. 
FRAILE Y C. CRESPO (1) me ha sugerido la cuestión siguiente 
que, aunque lnuye~emental, quizás pueda téner algún interés, 
y que se presta a generalizaciones de v6lrios tipos. 

En el plano n en el cual (aquí y a continuación) supongo 
que actuan10s, imagino fijado una vez por todas un triángulo 
muestra AoBoP o (cuyos vértices sean todos puntos propios): 
Entonoes a cada par ordenado de .puntos A, B podemos asociar 
de lnanera perfectan1'ente (llet,erJllinada un punto P definido co
lno vértice del triáng{¡lo ABP~lirectamente sen1'ejalüe al, trián
gulo muestra AoBoP o' Si ahora dejamos variar los puntos A, B 
r,espectiyamel}te sobre dos., líneas a, b, «,en general» el -punto 
P viene a describir una región del plano. La cuestión es la 
siguiente: ¿ para cuáles .pares de líneas (2) a, b, y cuáles trián
gulos muestras, el lugar del punto P se reduce tan sólo a 
una línea p? Se trata de encontrar todas las soluciones del pro
blema así planteado. 

Supondré 'el plano n real, y buscaré en el lnislno las solu
cIones reales o in1aginarias. Por lo tanto también el -triángulo 
lnuestra puede tener vértices reales o imaginarios. Sin embar
go, para que tenga sentido hablar del' triángulo ABP directa-: 
m·ente, semejante al AoBoP o' construí do a partir de dos puntos 
genéricos A, B del plano n, con10 de un triángulo perf,ectamente 
detenllinado, supondremos que los dos vértioes Ao, Bo del trián
gulo muestra no pertenezcan a una misma r'ecta isótropa. 

2. La cuestión elegida es uria de las lnás sencillas que 
pueden plantearse en relación con, la ev,entualidad de' que se 
rebaje ,la ,diluensión de un lugar g'eométrico. Podrían plan
tearse questiones parecidas al suponer que, al variar los puntos 
A, B sobre las líneas a, b, la poslción del punto P quede defi-, 
nida él, partir de ellos de otras Illaneras; p. e. que en la defi-

(1) Esta Revis.ta, vol. VII (1940-4:), n. OS 2, 3. 
'(1) Aquí y a continuaéión, al' hablar 'de líneas, entenderemos que se trate 

de lineas analíticas. 



nlclOn del punto P intervengan también otros eleIllentos o 
bien que esa definición no sea invariante en el grupo de las 
semejanzas, sino sólo en el de las iguald~des. También podría 
suponerse que. el punto P ~e construya a partir de 111ás de 
dos puntos variables sobre otras· tantas líneas. 

Hé aquí porejeIllplo un problema cuyo estudio me pa
rece inter,esante: imagino repartidos los triángulos de Uli plallo 
JI ,en clases de triángulos iguales, y, extrayendo un ejemplar 
AoBoCo de cada clase, supongo prefijado a priori de 111anera 
arbitraria un punto Po que vinculo rígidamente con el m1sn10 
triángulo. Entonces a cada terna de puntos A B C no alineados 
del plano podemos hacer corresponder de 111anera única. lel 
punto P que corresponde al punto Po en la igualdad (dir.ecta) 
entre el propio triángulo ABC y -el correspondiente triánHulo 
nluestra AoBoCo igual a ABC. "Entonces: ¿para cuáles ley,es 
de definición del punto Po Y cuáles líneas a~ b, e ocurre que, 
al variar los puntos A, B, C sobre las líneas a;b, e el corres-' 
pondiente punto P tenga C01110 lugar, al máximo, una linea? 
Una solución particular es p. e. aq{¡ella en que "a cada triángulo _ 
AoBoCo se vincula conlO punto Po el ortocentro del triángulo 
AoBoCo.. y se t0111an las líneas a, b, e coincidentes en una 
misma hipérbola equilátera, la cual por "consiguiente r,esulta 
lugar ·delpunto P: aún 111ás· trivial es el caso en que ·el punto·· 
P ~ se define conlO centro del Círculo circunscrlPto' al triángulo 
AoBoCo, Y se t0111an las líneas a, b, e coincidentes en una misllla 
circunferencia, en cuyo caso 'el punto P no describe ni si
quiera una línea, sino que queda fijo. 

Cuestiones parecidas pueden ,estudiarse con respecto. a" gru
pos fundamentales distintos del de las congruencias o de las 
semejanzas. Además podría p. e. el punto A intervenir junto 
con un elemento de orden uno o mayor de la curva a. Ta;nl
bién . podría plantearse problemas análogos para envolventes. 
Por supuesto, de cualquier 111anera que se plantee lel problema, lo 
interesante consiste en encontrar todos los casos en los que se 
rebaja la dÍIllensión de la variedad descrita por el punto, o 
la r·ecta, etc. . variable. . 

3. Volviendo a la cuestión C01110 está planteada 'en el 
n. 1.. podemos indicar a priori las soluciones siguiente.s. 

la) Las líneas a~. b son dos rectas· no paralelas (cuyo punto 
de intersección llamaré O): el ángulo a b (como ángulo menor 
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de dos rectos forInado por dos rectas no orientadas en un plano 
orientado) es igual al ángulo formado por las dos rectas 
PoAo, PoBo· En efecto, si tomamos un triángulo ABP direc
tamente senlejante a AoBoP o cuyos vértices A, B estén sobre a, b, 
los cuatro puntos A, B, 0, P resultan concíclicos, y por consi
gui,enteel ángulo de las rectas OA,OP queda constantemente 
igual al de las rectas BoAo, BoP o' Por lo tanto al variar A, B 
sobre a, b, el lugar del punto p' es la recta pasante por O de
terminada por la condición de formar conOAel ángulo constan
t,e mencionado. 

Otras soluciones necesariamente imaginarias son las si
guientes b)' Y e). 

b) Obs~rvo previmnente que, dado un ángulo f-L" a cada 
par genérico de puntos A, B del plano podemos asociar un 
punto P de la nlanera siguiente. Llevo por A la recta isótropa 
de . un sistema, que llaIno primer sistema, individualizado al 
elegir uno determinado Ide los dos puntos cíclicos 1, J} Y 
la corto en P con el segundo lado de un ángulo directanlente 
igual al .ángulo f-L que tenga vértice en B .y primer lado coinci
dente con la recta BA. Es cIaro que 'el triángulo ABP sigue 
manteniéndose directanlente semejant,e a sí mismo (es sufi
ciente pensar en una smnejanza directa en el plano como en 
una homografí{l que tiene los dos puntos cíclicos como puntos 
unidos) y por lo tanto a un triángulo muestra AoBoP o que 
tiene ahora la particularidad de tener el lado AoP o a lo largo 
de una recta isótropa del primer sistema. 

Conviene notar que con la construcción expuesta la cua
terna de las rectas que unen el punto B a los puntos A, P, 1, J 
se mantiene constantenlente proyectiva a una cuaterna fija, y 
por lo tanto, al llaIIl:ar B ' el punto AI.PJ, la doble razón 
(APIB') se nlantiene igual a una constante h (3), de modo que P 
viene a coincidir con el punto correspondiente de A en la 
homología que tiene centro en 1, eje coincidente con la recta 
isótropa del segundo sistema que pasa por B, e invariante' 
absoluto h. 

Después de lo dicho es claro sin más que otra solución 

(3) Aunque no es preciso 'aplicarla, recuerdo la fórmula de Laguerre que 
relaciona entre sí los valores de p. y de h: 

h=e- 2i ¡..t 
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del problema planteado es la siguiente: si salinlos de una línea' 
genérica a y de una red a isótropa del segundo sisbema: b~ el· 
conjunto de los puntdsP logrados a partir de los puntos A, H 
variables respectivamente sobre a y b médiante la construc
ción arriba indicada, resulta una línea, .Y luás precisanlente la 
línea p transformada de la línea a con la homología que ti~ne 
conlO centro el punto cíclico 1, como eje la recta isótropa b 
(con la cual ahora coinciden las rectas isótropas del segul1,clo 
sistema que pasan por los varios puntos B)e invariante ab
soluto h. 

Para que tenga sentido lo que acabo de decir hay qu:e 
suponer que, nlientras el lado AoP o del triánguÍo luuestra 
pertenece a una recta isótropa del primer sistema, el lado BoPo 
del mismo no pertenece a una recta isótropa del segundo sis
tema ,porque de no ser así no podríamos hablar del ángulo, 
,Il- como formado por las rectas BoAo, BoPo. No sólo esto, sino 
que la hOluología considerada dejaría de existir como homo-
logía no degenerada. ' 

Sin mnbargo, la tercera solución e) de la cuestión que 
vamos a indicar, en la cual las dos rectas AoP o y BoP o son 
.ambas isótropas, puede considerarse como caso límite ele la 
.b) cuando aquella homología degenere al' tender a cero su 
invariante absoluto. 

e) Si, tonlocomo lírl-ea a una línea genérica,cOluo línea b 
una recta isótropa del segundo s~stmua, y conlO triángulo' 
AoBoP o un triángulo cuyos lados AoP o y BoP o pertenezcan a 
rectas isótropas respectivanlmüe del primero y del segundo sis
tema, es Claro que el punto P logrado a partir de cualquier :par 
genérico de puntos A, B pertenecientes r,espectivam,ente él las 
líneas a~ b está simupre situado sobre la misma recta b: por 
lo tanto en este caso el lugar del punto P es una recta p que 
-coIncide con la recta b. 

Para tener en cuenta también los posibles casos línlites del' 
problelna considerado, conviene adluitir la posibilidad de que 
el triángulo muestra AoBoP o «degenere» en una terna de pun.:.. 
tos alineados distintos AoBoP o; Y entonces, de acuerdo con el 
punto de vista adoptado, entenderemos que la configuración 
ABP se mantenga semejante a AoBoP o; esto' es, a cada par de 
puntos A B hacemos corr,esponder aquel punto' de la recta: 
A B tal que la razón simple (ABP) es igual a la (AoBoPo) = h, 
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siendo kl:lI~a constante no nula ni infinita de acuerdo con el 
hecho de que Ao, Bo, Po se suponen distintos. En este caso 
existe la ,solución siguiente : 

id) Las líneas a y b son dos rectas paralelas, el triángulo 
muestra está degenerado, siendo arbitrario el 'valor de la COI~S
tante k ~ el lugar de P se r,educe a una recta paralela a las la, b. 

4. Pues bien, vamos a demostrar que las cuatro soluciones 
indicadas a), b), c), d), junto con otna solución e) que se 
indicará n~ás a,delanf:e (n. 5) agotan la cuestió,n, es, decir, 
constituyen las únicas soluciones del problerrta considerado. 

Me refiero en prüner lugar al caso en que el triángttlo 
A oBoP o es' degenerado; suponiendo el problen1a resuelto, salgo 
de un par de puntos A, B genéricos sobre las líneas a, b, y del 
correspondiente punto P, y varío el par de manera qúe el 
'punto P quede fijo: claro está que así se establece una' homo
lecia Q que transforma a en b. 'Repito la misma consideración 
para otro par A' B, siendo A' un punto genérico de la línea a" 
y' para el correspondiente punto P', llegando a otra homotecía 
Q' que neva a a b. Entonoes la homot'ecía producto Q~~ '--,1 

transforma la línea a en sí In is"m a , y en particular el punto A. 
en el punto A'. Se concluye así que las rectas tangentes a la 
línea a en sus dos puntos gené'ricos A, A' son paralelas ,entr,e 
sí, y por lo tanto a es una recta. La línea b, conlO correspon
diente'de la linea a p. e. en la homotécia Q, es una recta 
i)[lTalela a la a, y concluímos que nos encontramos frente a 
una soluc¡ón del tipo d). 

5. Podemos suponer desde ahora que el triángulo mues
tra no esté degenerado. Quitmnos a la cuestión su aspecto mé
trico, y vaInos a estudiarla en la forma s~guiente, donde suhs..:. 
tituimos a los puntos cíclicos 1, J dos puntos cuale.squiera dis
tintos entre sí que seguÍInos indicando con estas mismas letras. 
Fijados dos puntos 1, J, Y un triángulo AoBoPo (ninguno de 
cuyos vértices pertenezca a la r,ecta 1 J, de' acuerdo 'con la cir
constancia de que al interpr,etar métricameiite la cuestión se trata 
de 'puntos propios, y cuyo lado AoBo no pasé por 1 ni por 
J según lo dicho en el n. 1), vamos a construir de la ma
nera más general dos líneas a, b de manera tal, que al tomar 
genéricanlente A y B respectivamente sobre a, b, el punto P 
correspondiente a 'Po en la homografía individualizada por 
los dos, puntos unidos 1 y J Y por los dos pares de' puntos 
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correspondientes Ao, A Y Bo, B 'tenga como lugar unalí
nea p. 

Sean Qo, Ro las proyecciones del punto Po sobre la recta 
AoBo ef.ectuadas respectivamente desde los centros 1, J, y sea 
To el punto I J. AoBo. Pondré (AoBoQoTo) = q,.(AoBoRoPo) = r. 
Para construir el punto P correspondiente a dos puntos dádos 
A B, ,es claro que podemos construir los puntos Q, R de la 
r'ecta AB individualizados por las dobles razones 

(1) (ABQT) =q; (ABRT) =r, 

donde hemos puesto T = IJ . AB, Y luego determinar P co
lTIO intersección de las rectas IQ~ JP. 

Supondré a continuación que los valores ele q, r sean am
bos finitos :en caso contrario sería suficiente intercambiar los 
puntos A y B, a menos que de esos dos va "lores uno sea :nfi
nit~ y ,el otro nulo. Sipo e. q. =0, r= 00, resulta Q . A, 
R == B: al variar A, B sobre las líneas a, b, si el punto P des
cribe tan sólo una línea, necesariamente queda fija una de las 
dos r,ectas lA, JB, y por lo tanto una de las dos líneas a, b ,es 
una recta que pasa por uno de los dos puntos 1, J. Logramos 
en este caso, si I,} son los puntos cíclicos, la solución e): 

Excluyendo desde ahora la particularidad considerada, ob
servo que, debido a que el punto Po no pertenece a ninguna ele 
las rectas AoBo, I J, los valores de q, r son distintos entre sí 
y ambos distintos de la unidad. 

Introduzco coordenadas proyectivas no hOInogéneas x, y 
-con respecto a un triángulo fundamental G1G2Gg, de cuyos 
vértices sea G1 == J, G2 == l. 

Si las líneas a, b tienen respectivamente las ecuadones (,L) 

'y=U(x)~ y=V(x), 

el punto P, que proc~de de los puntos A, B para los cuales 

(4) Escapa a este método el caso en que una por lo menos de las dos 
líneas a, b es Ulla recta que pasa por el punto G2• El inconveniente se salva, in

tercambiando los puntos 1, J1: queda como ulteriol'mente. ex~péional 
el caso en que las líneas a, b son dos rectas que pasan una por 1 y la otra por 
J', el cual sin embargo no lleva a ninguna solución distinta de las indicadas, 
como se ve. fácilmente. 
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r.espectivamente x =u, x=v, tiene coordenadas 

x- u-qv r_ U(u)-rV'(v) . 
, - I-q ,) -,- I-r ' 

l.' .rj1 
de modo que la condición para que el punto P no describa 
una región es 

Siendo u, v variables independientes, el valor común de 
lOs dos miembros de (2 )es necesariamente una constante c. 
Distingo ahora tres casos. 

Caso l. - Las dos constantes 7', q son alubas distintas de 
cero. Escribo e en la forma e ='m r q, siendo In otra cons
tante, y logro 

U (u) = n1rU + n11' V (v) = mqv + m 2, 

siendo 1nj, rn2 otras dos constantes. Por lo tanto las lí
neas a, b son dos rectas que, si In o COlUO por ahora supo: 
u.e'mos, se cortan 'en un punto que no pertenece a la recta 
Gl G2 por ser r ::::-/= q, de luanera que podemos suponer que su 
punto de intersección esté en el vértice Gg del triángulo de r¡e,
ferencia, y que por lo tanto sea m'l = m 2 = O,. En cuanto al 
punto P, las (1 ) enseñan que sus coordenadas, expr.esadas en 
función de los parámetros independientes u, v son 

(3) 

x= u-qv -=lur u--:-qv . 
1 -- q ,y . 1 -- r 

Por consiguiente 

1 - el 
y=n1T--X. 

I-r 

Por lo tanto el punto' P . tiene con10 lugar una tercera 
r,e,ct~ p que sale del punto Gg = ab. 

Es claro que, después de fijados 1, J, Ao, Bo, Po, las rectas 
a, b pueden tomarse en dos rectas arbitrarias -que salgan de 
un punto genérico O del plano, con tal que la doble razón 
(o, b,(OJ, 01) sea igual a r/q: la recta p resulta entonces 
como lugar de un punto P tal que, al variar A, B respectiva
luente sobre a, b, el triángulo ABP corresponde a AoBoP o en 
una homografía que tenga 1, J como puntos unidos. 
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Tanlbién pueden prefijarse, en vez de los elementos ante
riores, los puntos 1, J, las rectas a, b, y la posición del punto 
P que corresponde a una elección 'genérica arbitraria de los 

,puntos A" B, de las lnismas, con tal que ese punto P se pro
eyecte desde 1, Y J sobre la recta A B en dos puntos Q, R tales 
que sea 

\ ) (ABRQ) =(a b OJ 01). 

¿ Cuál es el lugar y del punto P que cumpl~ con esta 
condición? Los, pares de puntos Q,. R de la recta AB que CUln
plen con (4) se corresponden en una proyectividad que tiene 
A, B como puntos unidos, de 11lanera que y es una cónica, y 
rilás precisamente la cónica y, individualizada por los cinco 
'puntos ',1; J;A,B,O. . 

La solución así encontrada lleva precisalnente a la solu
ción a) cuando se toman los puntos 1, J coin<:(identes con los 
puntos cíclicos. ~ 

'Quien quiera averiguar directanlente por un razonarniento 
sintético que, prooediendo de la lnanera que acabanlos de indicar, 
si A' B' son dos puntos ulteriores de las rectas a~ b, el corres, 
pondiente P' de P en la liQmografía H individualizada por 

los cuatro pares '~ J AA,BE, , está sobre la recta OP, puede ra'zo

nar así: Si el punto O' que corresponde a ° en H es distinto 
de 0, y la recta 00' no es unida para H, los haces de centros 
0, O' referidos en la proyectividad no perspectiva deternlÍnada 
entre ellos por H engendran una cónica irr,eductible C', que pasa 
por· los puntos 0',1, J, A', B', Y que por consiguiente, consi
derada en el plano de A', tiene como correspondiente en el plano 
de A una cónica C y. y como los puntos de 'las dos cónicas 
C, C' correspondientes en la homografía H resultan por cons
trucción alineados sobre O, sigue la propiedad enunciada. En 
los casos excIuídos, si ° O',;c llega 'a la lnisma conclusión 
observando que la homografía tiene lnás de dos rectas unidas 
distintas por 0, y es por lo tanto una homología de oentro O. 
Quedaría la hipótesis que sea 0:::::1:::::0' y la recta 00' unidR: pe
ro ésta no poaría ser distinita de las dos rectas Ql, OJ (porque 
si no tendríamos una homología de centro O); Y sipo "e. c~in
cidiese -con 01, el razonamiento del caso general nevaría a la 
"conclusión de que los tres puntos A, B, J estarían alineados, 
contrariamente a nuestras hipótesis. 
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Oaso 11. - Sigo suponiendo r 0, q,=-¡- o pero ahora 111: = o. 
Entonces U = 1n1 , V = m 2,y el puntoP que procede de los 
puntos A (u, 1n1 ), B (v,m2) tiene coordenadas, de acuerdo con 
las (1): 

x- u-qv 
1 -- q 

_ l11j-rm2. 

y-- 1-1' 

Por lo tanto las líneas' Q, b son rectas gue pasan por J,y 
lo mismo ocurre de la línea p. En la hCHnografía H consid'e
rada más arriba son ahora unidas las tres rectas a, b, JI, de 
Juodo que H es una homología de centro J, cuyo eje pasa por l. 

,Efectivament'e, si partimos de dos rectas a, b por J, .r de 
un triángulo ABP de cuyos vértices A y B pertenecen res
pectivamente a las rectas a, b, y P es arbitr,ario~ al transfor-' 
marlo mediante las 00 2 homologi,os de centro J cuyos ejes' pasan, 
por 1, logram,os 00 2 triángulos A'B'P', de cnyos vértices A' y 
B' son dos puntos cualesquier,a de a, b, y P' vle,ne a recorrer 
tan sólo una línea, y precisam,ente la recta p == JP. 

, Es ésta la otra solución e) a' la cual he aludido en el 
,ellunciado al principio del Ji. 4. 

Caso 111. - Sea nula una de las constantes q, r, p. e. sea 
q ='0 (y ,entonces r =--/= o, porque en caso contrario resultaría 
Qn == Ro ==Ao,. Y por lo tanto - siendo P o=I=Ao - la recta AoP Q 

coincidiría cori. la IJ, lo que contradice nuestras hipótesis). En
tonces el punto P pertenece constantenlente a la r,ecta Al, y la 

, (2) deja ahora arbitraria la función U (u), mientras que V 
resulta una constante, que, aprovechando la arbitrariedad de a'3' 
podemos suponer nula. En el caso actual las (1) se e,scriben 

x=u, 
u (U)

y=~' 

y por lo tanto expresan que el lugar de P es una línea homo
lógica de la línea (arbitraria.) a en una homología de centro J, 
cuyo eje 'es una recta por J que actúa como línea b. 

Esta solución corresponde por consiguiente a la b) de 
arriba. 

Los resultados enunciados quedan así demostrados. 



· SOBRE UN PROBLElVIA DE PROBABILIDADES 
GEOMETRICAS 

(Tema N<I 5, pág. 26) 

Dados al azar dos" pares de puntos XY, ZT, sobre el con
torno de un polígono convexo, calcular la probabilidad de que 
el punto de intersección de las rectas que deteTn1in"an, sea inte
rior al polígono. 

Solución: 

Supongalllos ,el pa:r¡ XY fijo en los lados a:. al¡ y considere
mos la n1edida de los casos favorables para el par ZT. 

Fijado Z, ya sea en ui+l' o en ai+2;'" o en ak-l' la llle
dida de los casos favorables para T es: 

siendo xe y las abscisas de X, Y· sobre los lados ai, ak res
pectivalllente. 

Haciendo variar Z desde ai+l hasta ak-l' obtenemos: 

llll (ZT) = (ak+l + ak+2+'" + a:-l +x +y) 

(ai+l +" ai+2 + ... + aj{-l)' 

Fijmllos ahora Z en ai - x; la l1i.edida del conjunto de !l0-
siciones favorables de T es: 

/ 
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y al variar Z en a¡ ----:x resulta: 

n1~ (ZT) = (ak+1 + ak+2 -j-- ... + ai-'l + y) (ai -:- x). 

Finaln1ente, si fijamos Zen ak -y, obtenemos 'como rne
did-J de los casos favorables para T: 

ak+1 + a.k+2 ... +- 3¡--1 + x 

y con10 Z puede variar en ak - y, es: 

Por ,tanto, la n1edida de todos los casos favorables para el 
par ZT, habiendo fijado previ,amente el par XY, es: 

m (ZT) = n11 (ZT) n12 (ZT) -+- lllg (ZT) = 

= (ak-l-l -j-- ... + a>'--l x -j-- y) (a¡+l + ... + ak-1) + 
,+ (ak+l + ... -t 3:-- 1 y) (a¡ -- x) + 

, + (ak+1 .+ ... + 3¡ -1 + x) (ak - y) 

o bien si ponenlOs: 

tenemos: 

'q ak+t -i- 3k+2 ... + a;~l = s 

ai+1 + ai +2 +- . . . ak-1 = () 

m (ZT) = (s + x + y) () + (s y) (a¡ - x) + (s + x) (ak - y) 

y efectuando operaciones: 

Hagamos variar ahora el par XY, prim1ero en los la,dos en 
que lo suponíanlos fijo y luego en todo el perímetro: 

m (XYZT) = ¡~ k~' j~a¡i ak[x (" - s+ak) +Y (" - s+a¡) ~ 
- 2 xy s· ( () + a¡+ ak) ] dx dy = 
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.i ..i; [a2~ ak (a - s) + Pi :\ (a - s a) + 
, i=I k=I - , 

+sakai(a ai+ak)]=' 

<;> a2¡ a2 k 
,+ üiakw )+-2- (ai+l 

(ak+l ... + ái- 1) a¡ ak] 

pero, por ser: 

n n 

i=I k=I 

n U' " S ~ 2: a2:a~k _ ~ 

i=I k=I 2 2 

n n 

~ ~ (ai+l +... ak-l) (ak+l ... -/-- ai-l) a: ak = 2 SI, 1, I. 1 

i=I k=I 

es, por tanto: 

m (XYZT) = :: S2,2+S2,1,1 +2~J.I,r,1 

y además, como es: 

9. f:i 
; S :2, 1, 1 -+ -2' SI, I, 1, 1 

resulta: 

ID (XYZT) = : [SI,IJ2 - SI, 1, 1, 1 
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La 11ledida de todos los par.es es: 

pei·,2 pcr.2 per:1 rS1J4 54.+4S3.1 +683.3 +1282,1, J+24S1, 1, 1, J 
-2- --2-=-4-=-'-4-= 4 

puesto que cada par XY, ZT se obtiene dos veoes; luego, la 
probabilidad buscada es: 

2 [Sr, 1 ]2-S 1, l. l. 1 

p= 
2[SI,1 F-I~SI,I,I.I 

[Sl]4 

En particular, para el triángulo resulta: 

~~ ra1 <J2+al as+a2 a3]~ 
P. '. [u

1
+a2+ag]± 

y para el cuadrilát'ero el resultado coincide con el que figura 
en la obra de C~uber, «Geometrische Wahrscheinlichkeiten und 
Mittelw'erte» (Ttaducción deSchuerman, 1902, pág. 32). 

Elba R .. Raimondi 

TEMAS PROPUESTOS 

31 .-Se sabe",que en la teoría de. probabilidades g,eométricas la po
sición de una recta G del plano se determina por su distancia p a un 
punto f;ijo O y el ángulo q:> que lanornlal 'a la recta desde O forr 
ma con ima dirección fija. Además, para-medir un conjunto de rectas 
se toma la i~tegral doble de la expresión d G = d p d q:> que se 
llama la densidad de rectas. 

Sentado 'esto, consideremos una figura plana convexa K. Lla
inemos <J a la longitud de la cuerda que la recta G determina \en 
ella y al' a 2 los ángulos (menor,es que TI) qu'e G forma CO~l las 
tangentes .a K len los extremos de dicha cuerda. Suponiendo qUé 

el contorno de la figura K tiene en todo punto tangente determmada 
y que car~ce de segmentos rectilíneos, demostrar que 

f (j dG= 2- L2 
sen al S'Bn (1,2 2 

s:üendo L la- longitud de K y estando la integración extendida a 
todas las r,ectas' G que cortan a . K. 

L. A. Santaló 



1. SCHlJR t 

Con algún atraso - debido a las tristes circunstancias que 
,atraviesa el mundo - nos hal1egado la dolorosa noticia ,del falleci
miento del ilustr'e matemático l. Schur. Estaba gravemente enfer
mo ya hace dos años, cuando se había r,etirado a T,el Aviv, y parece 
-que ahora murió alli mismo, en 'el día de su 660 cumpleaños. 

8chur había nacido ello de En,ero de 1875 'en Mogil~v (Rusia), 
pero luego vino a Berlín, donde se destacó entre los alunmos de G. 
Frobenius y rápidamente fué su colaborador. Habiéndose recibido; 
,con la memoria « Ueber leine Klasse von Matrizen, die sich eine:r g,e
gebenen Matrix zuordnen lassen» (190 1), y habiendo decidido dedi
car :su vida a la investigación matemática, obtuvo ,en 19°3 su prime
ra cátedra en la Universidad de Berlín. La dejó sólo por algún tiem
po, cuando en 1913 fué llamado para ocupar una cátedra de la Uni
versidad· de Bonn, pero 3 años después volvió definitivamente a la 
Universidad de Berlín para dictar los cursos de álgebra y teoría :de 

,de los números (y otros más). La Hlej or demostración de la estima 
·que gozaba Schuren Berlín, tanto por sus ,excepcionales calidades' de 
maestro como por la nobleza de su carácter,es el hecho de que lllU-
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ohas veces él. ,estaba obligado a dictar sus cursos len el « Auditorium 
Maximun1» de la Universidad, por ser tan numerosos sus oyentes que 
no cabían en las otr,as salas de clase que de costumbre servían para 
los cursos de Matemáticas. 

Es una lástima que Schur, en su modestia, nunca queríapubli
car, en forma ,de ,libro, los CUTSOS que dictaba; sólo una vlez hizo una 
exoepción, con la publicación de un cUrso sobr:e una materia que 
siempre le habia inter,esado mayormente: la representación de grupos 
por matrices ,(<< Die algeb~aischen Grundlag:en der Darstellungstheorie -
der Gruppen», Zurich, 1936). 

En' cambio, en revistas matemáticas Schur ha publicado má,s 
de 70 artículos, la mayoría en « J ournal für die r,eine und angew.andte 
Mathematik», « Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wis
senschaften» y «Mathematische 'Z,eitschrift» ; de ,esta última r,evista 
Schur era uno de los fundador,es y, editor,es. En el espacio limitado 
de esta necrología es casi imposible dar una idea concreta de esa 
vasta e incomparable obra óenÍífica de Schur que abarca igualmente 
álgebra, teoría de los n úrneros , teoría de las funciones complejas, 
teoría :de los grupos' y de un modo especial, la representación de 
grupos por matrices. Ni siquiera es posible aquí m,encionar todos los 
trabajos del ilustre matemático y tenemos que limitarnos a hablar 
sucintamente sólo de algunos de eUos. . 

Sin duda alguna, uno de los mayores triu~fos" científicos 'de 
'Schur ha sido 'su teoría de la r,epresentaciónde grupos (de orden 
finito) por substituciones lineales fraccionarias (o sea, 'en lenguaj:e 
geométrico, por transfor~aciones proyectivas). Es sabido que Fro~ 
benius - e independientemente de él, Burnsido. - habían tratado 
antes la repr,es'entación d~ grupos por matrices (o sea porsubstÍtu
ciones lineales enteras). Schur no sólo 'logró simplificar notable
mente la. teoría de Frobenins (con su publicación « Neue BegruenL. 
dung del' Theorieder Gruppencharakter,e» en «Sitzungsberichte der 
Preussischen Akademie der Wissenschaften», . Berlín, 1905); en dos 
publicaciones llluy importantes (en,'« J ournal für di'e r,eine und an:
gewandte Mathematik», vol. 127 y vol. 132). Schur r'esolvió de un 
TIlodo muy interesante también el probl:ema análogo (y no menos 
difícil) de ,encontrar. las r,epr,esentaciones de un grupo finito por 
substituciones lineales fraccion¡arias, deillostrando que p!lra oada gru
po finito se puede determinar otro grupo (llamado «Darstellungs
gruppe») de modo que 'el problema de la r,epresentación del grupo 
dado. por substituciones lineal,es fraccionarias, 'es ¡equivalente al pro-
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bleina (resuelto,' como dijimos;· por' Frobenius, Burnside y Schúr 
mismo) de la r,epre~entación por substituciones' lineales enteras de 

. ese «Darstellungsgruppe);. Sun1.amente inter,esantees también la 
aplicación que ha hecho Schur de su teoría. al caso de los grupos si..:. 
métrico y alternado (en voL' i 3g del mismo « J ournal . . . »)-. 

Sin poder .hablar sobre los trabajos no lllenos inteJ'lesantes que 
Schur ha publicado sobre las repr,esentaciones del grupo lineal gene
ral(en «Sitzungsberichte ... », Ig27 y Ig28), pasamos' a átarunas 
pocas de las publicaciones de Schur sobr.e prob1emas de 'álg,ebra. En 
« Gleichung,en ohne Aff.ekt» ( « Sitzungsberichte ... », 1 g30), Schur 
logró determinar 'el grupo (de Galois) de la ecuación: .' 

X' x2 . x" 1+-, +-, + ... +-, =0; l. 2. O. 

resulta que 'ese grupo 'es el simétrico de n variables, salvo el cas~ 
de n divisible por 4; en 'este último caso' Schur demuestra, que ¡es 

el .grupo alternado en n variables, dando así por primera vez un; 
ejemplo' concr,eto de 'ecuaciones cuyo grupo de Galois es un grupo 
alternado. En la misma memoria Schur demuestra que el grupo si
métrico de n variables' ,es' también grupo (de Galois) de la ecuación 
algebraica que r,esulta pOlüendo .igual . ~ ,oero el polinomio de La
guerre: 

eX do (xne-x
) (o) x (n) x 2 . xn 

-' . -1·- - -- -1 u_ 
n! d xn ~ 1, l! + 2 2.1 + ... + ( ) n! 

Resultados parecidos que se refieren a la ecuación: 

y a los polinomios de Hermite, los publioó Schur un año después 
bajo el título «Affektlose G1eichungen in del' Theoóe del' Laguerres:" 
chen und Hermiteschen PolyIiome» (<<Jourihal ... », vol. 165). 

Otra publicación algebraica de Schur (<<Ueber di'e Verteilung 
der W urz,eln bei gewissen algebraischen G1eichungen mit ganzzahli
gen Koeffizi.enten»:; ,en «,Math. 'Zeitschrift», vol. 1, nO. 4)~ aunque 

. escrita todavía 'en Ig18, merece aun 'hoy día el ma.yor interés. Ba
sándose ien unos teoDemas de Stielties sobre los discriminantes , de 
algunos polinomios clásicos (p.e. los de Hermite), y en otros teo-
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remas parecidoOs, indicadoOs poOr pri1nera vez 'poOr Schur mlsmoO, éste 
oObtiene una serie de muy interesantes y soOrprendentes teoremas so-
bre ecuacioOnes algebraicas: \ 

'';'V~~ 

coOn coOeficientes enteros ao, al'" .an , PoOr ejemploO demuestra Schur 
que tales ecuacioOnes que tengan sóloO raíces reales y toOdas distintalS 

, entre sí, las que cumplan además coOn la coOndición 

x1
2 + x 2

2 + ... + x n
2 < 

n =" 
hay sóloO en núnleroO finitoO, para cada valor de ao, si ,< y-; = 

= I,6487 ... ;en cambio~'" hay infinitas ecuacioOnes de esa mIsma 
clase si ,> 2 • 

PoOl' fin sea citadoO poOl' loO m·enoOs el título de una importantísirna 
publicación de Schur sobre ciertas funciones complejas: « Ueber Po
tenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschra¡enkt sind» (en 
({ J.ournal ... », vol. I 47 Y I {IS); pues, elespacioO limitado no noOs 
permite ,entral' mayormente en detaUes. 

Tampoco es poOsible citar los numerosos trabajos que debenlos 
a Schur sobre loOs más variadoOs problemas ?e la teoría de loOs nú
lueros; sjn embargoO 'esperamos haber dadoO una idea de la vastedad 
de la oObra científica de Schur y de la consiguiente pérdida que su 
muerte significa para la ciencia. 

·Roberto Frucht 

CUESTIONES ELEMENTALES 

I3.,~ Es bien coOnocido 'el proObl,ema llamado de loOs tres pue
bloOs y las tres fuentes: Dados tr,es puntoOsA, B, e y otroOs tres 
A', B', e', del mismo planoO, es imposibl,e trazar desde cada unoO de 
loOs primeros a cada uno de loOs s,egundos un 'arcoO tal que loOs nueve. 
arcos noO se corten ,en ningún pun.to distinto' 'de los seis dados., 

Se ,pr.oponedemostrar ,que en la superficie tórica y también 
en el planoO proOyectivoO y 'en el. anillo de M oebius , 'el problema tiene. 
sienlpre solución. ¿ Qué su:oede si en vez de la segunda terna se da 
una cuaterna A' B' C' D'? 

I{l. - El famoOsoO g,eometra MoOebjus. se coOmplacía en propoOner 
a sus discípuloOs este proOblema: . 

Un prínqi¡pe .oriental repartió su reino entr-e sus cinco hijos de 
modoO tal que cada dos poOrciones tenían. frontera comúTi. ¿Es posible'? 



EL LUGAR GEOMETRICO y LUGARES DE PUNTOS 
AREAS EN EL PLANO 

Por V. y A. FRAILE Y C. CRESPO' 

( e ontimtación) 

3. - Lugar de lo; centi'os de los paralelogramos inscritos en 
un .cuadrilátero dado (M. A. LO'ngchamps). - Al :resO'lv.er este prO'
blema se ha cO'nsideradO' siempre lO's paralelO'gramos de ladO's para
lelO's a lasdiagO'nales del cuadriláterO'. De este mO'dO' la sO'lución 
es 'el segm'entO' cuyós extremO's sO'n .lO's oentrO's de dichas diagO'nales;
perO' se cO'mpr,ende que. el lugar es más general prescindiendO', de tal 
restricción impuesta pO'r ,el paralelismO'. EntO'noes se trata de un 
lugar área. 

Sea· A B C Del cuadriláterO' dadO' (fig. 4). TO'mamO'sarbi
trariamente en lO's ladO's A B, A D sendO's puntO's E, F. A partir 

A , 

Fig. 4 

, , 
\ , .. 

"'--
'\, 

, 
" , 

" , , 
\ , 

\ , 
\ 

de un puntO' cualquiera G~ de B C, pO'r 'ej,emplO', tracemO's un seg
mentO' G' H' igual y pára]elO':al E F, Y pO'rH' la paralela a B C 
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hasta H. El segm'ento, H G, paralelo e igual a G' H', Y el E F 
-determinan, pues, un paralelogramo inscrito en'· él cuadrilátero da
·do y, por 10 tanto, un punto del lugar. De esta construcción se de
·duce: 1 0. Un punto del lugar queda unívocamente determinado eli~ 

.giendo arbitrariamente sendos puntos b en dos lados adyacentes del 
'cuadrilátero; 2 0. Elegidos los puntos anteriores quedan determina
·dos los otros dos en el. otro par de lados; 3°. Pueden no ,existir 
·estos últimos· puntos, y, por lo tanto, la eLección arbitraria de 
E y F está acotada. . 

De todo 'esto r,esulta que los ,entes primitivos del lugar pro
puesto son cUiltro puntos, E, F, G, H, 'vértioes ·de un paralelogra
mo, que produoen un punto P del lugar. Cada uno de estos' cua
tro puntos se muev,e sobre una línea; pero este movimiento sólo 
es arbitrario para dos de ellos. El lugar ha de ser", pues, un área, 
en general. Los lados A B,A D del cuadrilátero dado, o mejor, los 
recintos acotados ·en ,ellos, son conjuntos-variables. 

Como vemos, no es necesario el paralelismo de. B D Y E F. 
Todo punto del lugar ha de ser centro de dos segmentos (dia

gonal'es) inscritos uno en A By C D (fig. 5)y otro 'en A D .Y B C, 
luego ha de pertenecer a los paralelogramos Q M R N Y S M T N, 

Fig. 5 

.superficies medias de ambos pares de lados opuestos. El lugar. es, 
por lo tanto,. la parte común a dichos paralelogramos. Es fácil v,er 
.que ·esta parte común. 'es otro paral!elogramo M M' N N'. 'N Y .M 
.son centros, respectivamente, de las diagonales A C y B D del cua-
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drilátero, y los lados del lugar son paralelos a los A B Y A Den-'
volventes-del cuadrilátero comp1eto. 

Si el cuadrilátero dado es trapecio el lugar degenera en un 
segmento, y si 'es paralelogramo, en un punto. 

4. - Lugar de, los centros de los segmentos inscritos en una 
circunferencia y una recta. - Es, pues, otra superficie media. 

Sea O la circun ferencia y r la recta (fig. 6). Reconoceremos 
cuándo un punto P ,es del lugar trazando la i'ecta simétrica r' de r 

I 

r e ;H o 
I 

Fig. 6 

respecto de P (hágase la figura). Si r' tiene con la circunferencia O 
puntos propios comunes, P es del lugar, y no lo es en caso contrario, 
puesto que si F y G, son esos puntos comunes; uniéndolos con P y 
prolongando los segmentos hasta r, ambos segmentos cumplen las 
condiciones del enunciado. 

Las rectas M Q y NR,paralielas a la r, dond~ M y N son, 
respectivamente, los oentros de A H Y BH, limitan~st~ lugar área, 
que es la franja rayada: las rectas simétricas de r resI)ecto de los 
puntos de dicha franja cortan' o son tangentes a la cir~unf.erencia 
O; y no la cortan las simétricas de r respecto de los demás pun
tos del plano. 

r y O son conjuntos-variables. El sistema de lugares parcia
les correspondiente a r lo constituyen to<;las las rectas de esta franja 
'paralelas a r. Y el sistema' de los correspondientes a O todas las 
circunferencias inscritas en dicha franja. 
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Si en' vez de considerar la recta l' se trata de un segmento 
e D, es claro que ,el lugar será la parte de la franja doblemente . 
rayada, donde las circl1nfevencias 01' O2 son las posiciones límites . 

'del lugar parcial correspondiente a O. 

5. - Lugar de los centros de los segmentos inscritos en. dos 
circunferencias. 

Sean 01' O2 las circunf.erencias dadas, de radios 1'1' 1'2 respec
tivamente. Reconoceremos si un punto P de su plano es o no del 
lugar trazando la circunferencia 0\, simétrica de la 01' por ej,em
plo, respecto de P. Si 0'1 Y O2 tienen puntos comunes reales, S, 
T, y son S', T' sus simétricos respecto de P, los segmentos S S', 
T T' están inscritos en 01 y 02' Y es P su centro. 

Construy.amos .. las circunferencias concéntricas de centro ° 
(fig. 7), punto Inedio del segmento 0 1 02' cuyos radios son, res
pectivamente, 1/2 (1'1 + r¡~) 'y 1/2 (1'1 - 1'2)' Es fácil prohar que 
las circunferencias simétricas de una de las dadas respecto de Jo~ 

Fig. 7 

puntos de la de radio 1/2 (1'1 + 1'2) son tangentes ,exteriormente a 
la otra; y lo son interiormente si se toma cOlno centros de sime
tría los puntos' de la circunferencia de radio 1/2 (1'1 1'2)' Trace
mos una rect.a cualquiera, 02D: que corte :a ambas drclJnf,erencias 
concétricas. Los puntos 'de intersección son A, B, ·C,. D, Y A', B', 
C', D' los simétricos de O2 respecto de aquéllos. En virtud de lo 
dicho, las, circunferencias de radio, 1'2 y centros D' y C' son, res-
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pectivamente, tang,entes exterior e iüteriormente a la 01' con lo 
cual los puntos del segm,ento D' C' - y, pór igual razón, los' de 
B' A' ~ son centros de circunferencias de radio 1'2 que tienen con 
la 01 puntos comunes real,es; y no los tienen las circunferencias 
de radio 1'2 cuyos centros no ,están 'en los segmentos D' C', B' A', 
para la recta genérica oonsiderada 02D'. Por lo tanto~ 'en dicha 
recta, sólo son puntos del lugar los de los segmentos A B Y CD·. 
Y, ep definitiva, todo punto de la corona circular rayada es, pues,. 
del lugar, y no Jo son los demás puntos del plano. El lugar pro
puesto es ,e sta corona. 

Considerando los' segmentos inscritos de 'extremos M, fijo en 
01' y X, variable en O2 obtenemos un lugar parcial que es la cir
cunferencia d,e oentro G, inscrita· ,en la c,orona, y que engendra el 
lugar total cuando M varía en 01' Del mismo modo, un ,lugar par
cialcorrespondiente . a la circunf.erencia 0 1 respecto de un punto 
fijo, N, de la 02' es la circunf'er'encia de centro H, ',tangente ,en Q 
y R a las de la corona. 

6. -. El l. g. de las polares de los puntos de la cuerda A B de 
una cónica cp (fig. 8) respecto de cp ,es la parte de haz rayada, 
donde P, vértioe del haz, es polo de A B. Este haz ~cotado de po
lares es un lugar de rectas, y tanibién lo es de puntos. Basta, para 

Q ~ ': --- - - ------------- -

Fig. 8 

verlo, enunciarlo así: «Dada una cónica cp y una cuerda A B, tó
mese arbitrariamente dos puntos, uno, X, ,en' uno de los dos arcos 
en que la cuerda divide a la cónica, y otro, Y, en el otro arco. La 
recta X Y corta en V a la cuerda A B. 'Lugar de los conjugados ar-
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'mónicos de los puntos V respecto de todos los par,es (X, Y)). To
do punto, Q, del lugar ha de pertenecer a la polar de V, y, por ser 
V de la cuerda A B, dicha polar es del haz acotado. 

También puede v,erseque la· condición necesaria. y suficiente 
para que ,un punto Q' sea del lugar 'es que su polar A' B' ~espectQ 
de cp corte a la cuerda A B, condición que cumplen sola:mente 108 

puntos del recinto infinito rayado .. 
Los puntos· del lugar quedan unívoc,amente determinados eli

giendo urIa terna (X V Y); pero sólo es arbitraria la elección de 
X e Y ; es decir, entre . las tres líneas a que perteneoen, respecti
vamente., los puntos ,de la terna, sólo son conjunto-variables los 
arco¡; A X B y A Y Bde la cónica dada cp. 

( Continuará) 

y 

CUESTIONES DIDACTICAS y METODOLOGICAS. 

N'.' 3. - El teOl'€ma fundamental de la semejanza de triángulos se demues
tra ordinariamente como caso particular del teorema de las transv€rsales (im
propiame~te llamado teorema de THALES). EUCLIDES, en cambio, (libro VI. 
Prop. 2) lo demuestra mediante la €quivalencia de triángulos. 

Analizar y cOl\\1parar, d€sde el punto de vista didáctico, los dos caminos 
para llegar a la demostración de ese mismo teorema. 

J. B. 

N'-' 4. La notación de los múltiplos de un número natural mediante el punto 

colocado encima de éste a su izquierda, desorienta a los alumnos y los conduce 
a resultados falsos que SOn disculpables puesto que este signo funcional, aná
logo a otros, €S único, mi€ntras que para cada función distinta se usan carac
terísticas diferentes. Cuando .el alumno escribe p. e. 

. . . 
2 ,..-- 2 = O en vez de escribir 2 - 2 2 

no comete €l'l"or más grave del que haría el mismo profesol' a quien se pregun
tase cuánto vale la diferencia f (x) - f(x) si el proponente entendiese por 
tal la diferencia entre dos funciones cualesquiera representadas g€néricamente 
por la misma letra f. Sometemos la cuestión a la opinión de los profesoi'es 
que hayan tropezado con táles inconvenientes, para que propongan la solución 
más adecuada. 

M. V. 



ENSAYO DE DIVISIBILIDAD BASADO EN LA 
TEORIA DE LAS CONGRUENCIAS 

l. - Cáefici:entes de divisibilidad. Se entiende por coeficiente 
centenal' de un número, el resto logrado al djvidir a 100 porr dicho 
número. Este coeficiente puede ser aditivo .o sustractivo, según que 
el cociente &ea por defecto o exoeso. 

Io.o=m7+ 2 Ioo=m 17-2 

Por tener ~plicaciones en la divisibilidad y en las mislllas por 
multiplicar a los guarismos queexpr,esan centenas (en los casos fun
damentales), ,es que se le ha denominado coeficiente oentenar (C. 
c.). En forma semejante, se puede obtener un coeficiente decenario 
(C. d.), millar (C. m.), o diezmillar (C. X. m.). 

2. - ter. Caso. Cualquier múltiplo de 100 'es divisible por un 
núinero, si el C. c. de dicho número, multiplicado 1, por el guarismo 
que ·expr,esa. las oentenas, es un múltiplo del divisor dado. 

3. - 20 • Caso. Cualquier número compuesto de tres guaris
moses divisible por un núm'ero, si elC. c. de dicho número mul
tiplicado por el guarismo que expresa las centenas más el bidígito 
que completa ,el número propuesto, es un múltiplo del divisor dado. 

Número = Ng X 100 -+ N2 X 10 + Ni sea del divisor dado. 

Número = md+Ng X C. c. d. + N2 X 10 + N1 • 

4. - 3er. Caso. Cualquier número polidígito es divisible por 
un divisor dado, si el producto formado por el C.le. de dicho divi
BOl' con el primer guarismo del polidígito (contando de izquierda ~ 
derecha) más los dos guarismos que le siguen y continuando estas 
operaciones 'en. igual forma con el resultado de la suma obtenida y 
'los guarismos restantes del polidígito, se logra un último bidígito 
igual a O ó múltiplo del divisor .dado. . 

5. - Ejemplos: C. c. 7 = C. c. 14 C. c. = C. c. 49= C. c. 92 = 2 

No po =3183 No po = 9932 

6 18 132 

243 I II 2 

/, 2 34 
--

67 132 
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3183 =m98+ 47 =m 49-+ [1'/ =m/[~+ 5=m 7 5 

9932 = mg8 + 34 = m 49 + 47 =m/ll 6=m7+ 6 

6. - Coeficientes millar,es y di~zmillares. En ¡este caso, el ra
zonamiento ,es idéntico al que se hace en los coeficientes oentenares 
y lo mismo'el m'ecanismo; indudablemente que se considera el mi- . 
llar o los diezmilla:r.es en vez de la centen¡:J., y en lugar de tres se 
separan cuatro o cinco guarismos. El coeficiente millar o diezmillar 
.po da un res,ultado completo, pues se tiene EIul1e dividir ,el resto que 
es . ;mayor de ¡ tr,es guarismos por 'el . divisor dado ;en dicho caso se 
utiliza el C. c. 

7. - Coefici'entes comunes a vanos números pnmos. Si los 
coeficientes de divisibilidad resultan comunes a varios numeros pd
mos, se logra gran utilidad cuando se investiga si un número es 
primo ,o .compuesto. 

El C. c. (II,9 y 3) = 1; C. m. (23 y ,[~1) = 11 

C. m. (29 y 31) = 101. 

Véase que, en esta forma, los coeficientes comunes compensan 
el tenidque utilizar dos coeficientes (C. m: y C. c.) para la com

,pIeta divisibilidad de un número respecto a dos ,divisores dados. 

8. ------:- Ejemplo: No po = 4672 , 

2,;) ( :<)} 
C.m. t ¿3 =11 

C. c. 23 = 8 

C.' 'c. 43 = 14 

8 í 
I 

44 

716 

I{¡/,~ 
114 

14 28 = R43 

9. - Coeficientes sustracli'vos. Por su propia natural,eza se apli
can restando,como los aditivos se aplican sumando. 

10. - Observación. Cuando el coeficiente centenar es negativo 
y el producto de dicho .coeficiente por las centenas consideradas, es. 

. mayor que los dos guarismos que a dichas centenas le siguen, a las 
mismas, mentalm'ente, se le quita uno en su valor absoluto . y se to
ma, como sustraendo !el producto formado por -el número de las cen
tenas menos uno y el coeficiente centenar; y oomo minuendo aun 
grupo de trIes guarismos, formado por la centena quitada y los an
tedichos guarismos que siguen a las centenas. 
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1 I. ..- Ejemplos: 
1 

Nopo=727 

-24 
103 

-4 
R13=- 1 = 12 

1 

No po = 839 

Dsor Do = 37 -77 

C. c-.37 =: - 11 

12. - También se pueden haoer combinaciones de coeficientes 
millares y diezmillares sustractivos con centenares aditivos o sus
tractivos. 

Ejemplo: 

Dsor Do= 19 

Nopo= 652 7 

-42 

C. m. (19 y 53) =-7 485 

C.c.19=-/-5 

R19 = 10 

20 

105 

5 
---

Dsor Do = 53 

ll85 

C. c. 53 = - 6 " -24 
61 

R53 = 8 

Tabla de los números primos menores de 100 Y sus correspon
di,entes co.eficientes de divisibilidad. 

N.P. Ic.m·1 c.c. I c. d IIN. p·1 c m·1 c.c·IIN. P Ic.x.ml c m. ~ c. c. 

2/5 o 29 101 + 13 61 - - -

,3 +1 31 101 + 7 67 - 5 '1/2 

7 - 1 +9 37 - 11 71 - - -

11 +1 41 - - 73 -22 +27 

13 -1 +9 43 +II + 14 79 - - -

17 - 3 +2 l~7 + 6 83 + 4 + 17 

19 - 7 +5 53 - 6 89 +.11 

23 +II +8 59 - 18 97 + 3 

Lógico es reconooer que sin un aprend.izaje previo, la utilización 
de ,estos coeficientes no r·esulta práctica, aunque se ope,re directamen
te y con mayor rapidez que en la división; pero de los mismos sur~ 
gen algunas r,eglas que se- ponen a la consideración del lector. 
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REGLAS DE DIVISIBILIDAD 

Divisibilidad por 7 y 13. Todo número es divisible por 7Y 
13, si agrupados sus guarismos de tres 'en tres,de derecha a izquier
da y tomados alternativam'ente a sumar y r,estar, resulta un tridí
gito al que aplicándole C. c. = 9, da un bidígito igual a o ó múl
tiplo de 7 y 13. 

Divisibilidad pOI' 17, 19 Y 23.' Todo número 'es divisible por 
17, 19Y 23, si aplicando respectivalnente C. c. 17 = - 2, C. c. 19= 
= 5 Y C. c.23 =-8, se logra un resto bidígito igual a o ó múlti-
plo del divisor considerado. . 

. La anterior regla se hace extensiva con C. c. = - 2 para3l~, 
51 y 102; con C.'c.=5 para 95; con C.c.=8 para 46 y 92. 

Divisibilidad por 29 y 31. Todo número 'es divisible por 29 
y 31, si aplicando C. m .. = 101 da un tridígito,el que, a su v,ez, 
al ,aplicarle C.c. = (1.3, 7), dan respectivamente' bidígitos iguales 
a o ó múltiplos de 23 l. 

Aplicando.la clásica regla de divisibilidad por 2, 5 Y las aquí 
expuestas a ,excepción de la primera, se puede inv1estigar si un nú
mero menor que 1000 ,es primo o compuesto. 

Divisibilidad por 37. Todo número es divisible por 37, si agru
pados sus guarismos de tres 'en tr.esae derecha a izquierda y su
mados sucesivamente hasta obtener un tridígito, el que, a su vez, 
al ,aplicarle C. c. 37 = - 11, da un bidígito igual a o ó un múl
tiplo de 37. '!¡ 

Esta regla se hace extensiva para I I l. 

Divisibilidad por 53 y 47. Todo número ,es divisible por 53 y 
47 si aplicando respectivam,ente C. c. 53 = - 6 Y C. c.l~7 =+ 6 re
sultan hidígitos iguales a o, 53 y nlúltiplosde 47. 

Esta regla se hace ,extensiva en sus I~espectivos coeficientes pa..,. 
ra 106 y 94. . 

Divisibilidad por 89 y 97. Todo número es divisible por 89 
y 97, si aplicando respectivamente C. c. 89 ~ = 11 Y C. c. 97 + + 3, 
dan bidígitos iguales a o, 89 y 97. 

En todos 'estos casos los restos obtenidos cuando el número 
no ,es múltiplo del divisor, son los mismos que se logran al dividir 
·el número propuesto' por. ,el divisor considerado. 

Juan José Rebella 



CUESTIONES ELEMENTALES RESU~LTAS 

No. 8. Un cazador parte d,el punto ,A y camina 10 lan. hacia 
el Sur; como allí no encuentra caza, camina un rabo hac~ ,él Este, 
mqú;l un oso y reg,.,esa en línea recta hacia el punto A, camma;ndo 
10 km.' ¿ De qué color era el oso? 

1 a. Solución. Al caminar hacia el Sur, ,el cazador se mueve so
bre un n1:eridiano y al ir hacia el Este describirá un, camino perpen
dicular al mismo, o sea un paraLelo; Si ,el cazador describe todo el 
paralelo, ,sup.oniendo la longitud del mismo de máE¡ Q menos 10 

km., se trataría del paral,elo de latitud Sur 89°59' 16"; .el cazador 
se encontraría, al partir, a 10 km. al Norte de' este paralelo, o s¡ea 
en la r,egióli polar austral· donde hay solamente osos blancos. 

Si el cazador no describe todo un paralelo se tiene que el punt'o 
B donde mata al .oso: y también el C por distar 10 km. de A lestán 
sobre el círcul.o menor de centro A y radio 10 km. Además, en ,el 
punto B, dicho círculo menor y el paral,elo determinado por 'B yC 
que describe ,el cazador, son tangentes; luego el círculo menor y el 
paralelo deben coincidir y A ,es por tanto uno de los polos. COlnó 
se habla de ir hacia el S., este polo debe ser el Norte y como -en él 
sólo hay osos blancos, éste será también en este caso el cólor del 
oso cazado. 

María M. Silva 
(29 añO del Inst. N. del Profesorado, Bs. Aires) 

2 a . Sol'ución. El cazador sale de A. Camina 10 km. hacia el 
Sur (es decir, por un n1eridiano) hasta B.o luego recorre cierto tre
cho hacia el Este, hasta el punto C desde donde vuelve al pun~o 
de partida, caminando 10 km. 

1 0. Si B = C (el cazador recorre todo el paralelo) es fácil saber 
el color del oso av,eriguando la latitud del lugar mediante la fórmula 

,conocida cp , are cos 2; R ' siendo 1 la longitud del paraldo o ca

mino r,e'corrido hacia el Este y R ,el radio terrestre. Si~ por ejemplo, 
es 1 = 20 km., que es ya una longitud considerable para recorrerla 'en 
«un rato» como dice el problema, resulta cp = 89° 58' 10". El 
cazador 'está por tanto mUy,oerca de alguno de los polos, y el 
oso d,ebe ser blanco. 

2°. Si B -::/= C, debemos ,encontrar el lugar geométrico de los 
puntos que 'equidistan de esos dos. Tal lugar es el plano lnediatnz 
del \S!egm1ento B C (que debe pasar por .el centro de la Tierra y P?r 
A, ya que estos puntos cumpLen la condición) y cuya traza en ~al 
Tierra 'es un meridiano. En la intersección de ,este meridiano con el 
que pasaba por B encontraremos el punto, A que nos dirá el cólor 
del oso. Como los únicos puntos comunes a los meridianos son los 
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polos, ,el. punto de partida A deheser uno de éstos; pero por . las; 
condiciones del enunciado debe ser el polo Norte. De aquí resulta 
que el oso tenía el pelaje blanco, 

P. Sofía Nogués Acuña 
(2 Q año de la Fac. de C. Exactas de B. Aires) 

Otra elegante solución ha sido ,enviada por el Sr. Alfredo Cal
derón, alumno de la Fac. de Ing,eniería de Buenos Aires!. 

N°. 3. Cal~ular la suma de los infinitos s,egmentosobtenidos al 
proy,ectal' un punto de un lado de un ángulo agu,do .sobre el otro" 
la proy.ección obt,enida se proyecta sobre el primer lado, etc . .. 

Generalizar el problema cuando la dirección de las proyecciones 
sobr,e cada lado no 'es perpendicular a él. 

Solución. Para el primer caso, fig. l, se observa que los triángu
los suoesivos ABC, BCD, CDE, '" son 'seluejantes por ser rectán-' 
gulos y tener un ángulo agudo igual. Por consigui,ente 

AB BC CD DE 
BC CD DE=Ei=" . 

que denluestra que las longitudes de AB, BC, CD, DE, ... "forman 
., " d BC 1 una progreslOn geometnca ,e razón AB < l. ~a suma ,es por tanto 

rig. 1 

AB 
Be 

J - AB 

AB2 
AB- BC 

Fig. 2 

Para la generalización, fig. 2, observemos que los triángulos 
ABC,CDE, EFG, '" son semejantes por tener los lados paralelos 
y por consiguiente 

AB=CD=EF _ 
BC DE FG-

( 1.) 
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y análogamente, por ser también semejantes los triángulos BCD, 
DEF, FGH, ... se tiene: 

BC _DE FG 
CD-EF =GH='" 

Multiplicando (1) Y (2) ordenadanlente resuita 

AB CD EF 
CD=EF -GI-I = ... 

que nos dioe que AB, CD, EF, ... forman una progr,esión geo

métrica de razón ~~ < l. Por tanto 

AB 
Sl = AB + CD + EF + ... = --C-D 

1- AB 

AB2 
AB-- CD 

Si ,en ( 1 ) se prescinde del primer término ~~ y las demás 

igualdades se multiplican ordenadam'ente por (2) resulta 

BC DE 
DE=FG = ... 

lo cual prueba que BC, DE, FG, ... fornlan 'otra progr¡esión g,eo
, DE 

métrica de razon BC < 1; su suma valdrá pues 

S2=BC+DE+FG 

La suma total vale por tanto 

BC 
DE 

1- BC 
BC-DE 

ÁB2 Bez 
S = S1 + S2 = AB _ CD +. BC - DE 

Arminda Domenech 
(2'! año del Inst. N. del Profesorado, Bs. Aires) 



CRONICA 

SESION CIENTIFICA DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA 
CELEBRADA EL DIA 7 DE OCTUBRE DE 1941 EN LA 

UNIVERSIDAD NACIONAL DE' CUYO 

La Universidad de Buenos Aires estuvo representada por el director del 
Instituto de Matemáticas de la misma, doctor Julio Rey Pastor; el doctor Fer
nando, L. Gaspar trajo la representación de la Facultad de Ciencias Matemáti
cas de la Universidad del Litoral, de la cuaJ 'es profesor y consejero titulal', 
junto con el doctor Luis A. Santaló, del Instituto de Matemáticas. Por la Uni
versidad de Cuyo tomaron 'parte en la reunión el doctor Fausto Toranzos, di
rector del Instituto del Profesorado de San Luis y los profesores doctores Ma
nuel Balanzat y Ernesto Corominas. 

Abrió el acto el doctor Gaspar, quien se hizo eco de la consideración y l'es
peto a que se ha hecho acreedora la Universidad Nacional de Cuyo en los de
más centros universital'Íos del país. 

Expresó el doctor Gaspar que la feliz circunstancia de encontrarse en ésta 
el profesor Julio Rey Pastor, su querido maestro y amigo, había motivado la 
realización en imestra Universidad de una de las periódicas sesiones científicas 
de la U. M. A" de la ,que el doctor Rey Pastor es fundador y actual vicepresi
dente. Agregó el doctor Gaspar que esta oportunidad le brindaba el honor de 
exponer en nuestra Universidad el resultado de algunas de sus investigaciones 
en el campo científico pero que, en realidad, el principal objeto de la reunión 
en ésta había sido el traer personalmente, a la Uliiversidad de Cuyo, la expre
sión de la solidarid~d en que, en las presentes circunstancias, universitarios del 
litoral estrechan filas a su lado. A continuación expuso la teoría de la ortogo
nalidad en varias variables, en el campo de la estadística matemática, tal como 
él la ha desarrollado formulando al final algunos problemas aún no resueltos. 

Acto seguido el doctor Toranzos concretó y resumió los resultados hasta 
ahora conocidos sobre la Geometría proyectiva de los espacios de Hilbert, y 
prosiguió después con la exposición de sus investigaciones sobre la homología. 

Siguió en el uso de la palabra el doctor Santaló, el cual recordó el proble
l11a de· corte de mármoles, que la solución clásica dada por Malfatti no l'esuelve. 
Dió ejemplos con:J;Íl'mando esta aserción y describió finalmente un programa 
general de ataque para reducir esta dificultad. 

El doctor Manuel Balanzat expuso conceptos generales de la teoría de es
pacios abstractos para aplicarlos a' los espacios Do y desarrolló ampliamente 
los conceptos de núcleo y separabilidad aplicados a estos espacios, aclarando 
así una cuestión que no estaba resuelta. 

El doctor Corominas habló de la generalización de las derivadas en el cálcu
lo infirutesimal, recorriendo la etapa final en el estudio de las propiedades 
esenciales de estas derivadas en la nueva teoría. 

Cerró el acto el doctor Julio Rey Pastor, trazando brevemente las líneas 
generales de sus investigaciones recientes tendientes a llenar la laguna que to
davía existe entre la Topología y la Geometría Diferencial. Terminó señalan-
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(10 a los joventes oyentes el hecho ausplClOsO del ingreso de la Argentina en l;L 

comunión de los países creadores de ciencia y expresando su optimismo por el 
porvenir de la investigación matemática, después de haber visto el entusiasmo 
con que trabajan profesores y alumnos en la joven universidad cuyana. 

E. C. 

VA,RIA 

7. Precocidad de Ga'ltss 

BIen conocidos son los ejemplos de Pascal que reconstruyó muchos teoremas 
de Euclides a los 10 años de edad; de Abel que hizo sus geniales creaciones 
matemáticas entre' los 21 y los 27 años, temprana edad Q],l que le sorprendió 
la muerte; y el caso único de Galois, cuya obra inmortal, germen de la moderna 
Algebra, está contenida en la carta dirigida a su amigo Chevaliel' la víspera 
de su desafío que le costó la vida a los 21 años de edad; interesante y menos 
conocido es también el caso de Gauss. 

No se sabe si por vocación propia, o sugestión de su protector el Duque 
Fernando de Braunschweig, pensaba Gauss dedicarse a la Filologia; pero 
una fuerza interior irresistible le obligaba a realizar largos cálculos llU~éricos 
con fabuloso número de cifras. decimales; y esta manía de su mocedad había 
de reportarle incalculables ventajas en su futura actividad creadora. Porque 
muchos de sus descubrimientos los h~zo, empíricamente. Su famoso' teorenw 
áureo, o sea la ley de reciprocidad de los restos cuadráticos, lo descubrió desa
rrollando enormes divisiones para encontrar los períodos, que a veces tenían 
varios centenares de cifras, y así pudo descubrir empíricamente antes de 'los 
18 años de edad la ley general que pronto había de inmortalizarle cuando en 
1801, a los 24 años, publicó su primera obra extensa: las Disq'l.Lisiciones a'rit

méticas~ en que organiza la moderna teoría de números. Poco después de este 
hallazgo de la ley, de 'reciprocidad terÍninó de descubrir su propia personalidad, 
logrando resolver el viejo problema de la construcción del polígono regular de 
17 lados con regla y compás. Tenía entonce;'3 19 añ,os no cumplidos y muy pron
to llegó a la solución general de la ecuación cjclotómica, es decir, dió el crite
rio para saber qué polígonos regulares se pueden construir con regla y compás, 
cerrando así un ciclo de la ciencia griega y abriendo uno nuevo para el Algebia. 
Encontrando al fin su camino de Damasco, abandona los estudios filológicos, 
e inicia su famoso Diario, en que va anotando todos los pormenores de su gi
gantesca cr~acióll matemática. 
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I 
1. Schur,porRoberto Fl'uchK '. . 

geoméüicas (T.ema 
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