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SOBRE UNA PROPIEDAD DE LAS ECUACIONES
ALGEBRAICAS CON RAICES REALES

Por FERNANDO L. GASPAR

1. — Sea la ecuacién

a0 T4 2?4, " =0 , (1)

y sean &y, %y, ..., Zn, Sus n raices supuestas distintas 'y reales."

Vamos a demostrar que existen infinitos sistemas de poli-
nomios ortogonales en el conjunto de puntos z;, zy ..., Zn.
formado por dichas raices, que todos estos sistemas son finitos,
que el dltimo polinomio de cada uno de ellos es de grado n,
y que es el mismo, siendo, en menos de una constante multi-
plicativa, el polinomio

YOy 0y &y 22 . - o 2™ [2]

que tiene, precisamente, aquellos ceros.

En efecto; asignemos n pesos y; (llamados también ponde-
raciones o frecuencias) en los puntos de abscisas z; y sea
{P.(z)} un sistema de polinomios, ortogonal en ese conjunto
de puntos respecto de los pesos y;, cuya existencia vamos a de-
mostrar; por tanto, deberd verificarse

3y,Pj (@) Pe(a)—o  (jk) 3]

=I

Si z, %5, ..., z, son los ceros del polinomio [2] es

n
= (wpf oy @i+ ..o z) =0

i=I
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por la nulidad de cada uno de los sumandos; por la misma
razon, es

n
2 yi(ogFo x4 . Fax) =0 (s=o0,1,2,...)

i=1x

Llamando pu; a los momentos de los pesos y; es

pe== y;af [4]

i=I

Por tanto, resulta

2y (ot @ @ o) 2 =
&g Ms+“1 Ms+1+' . -+“n“‘s—i~n=0

—~
w
|
o
-
(8]
-
~—
)
(a4
—

de donde, la formula de recurrencia de orden n

Bsfn == — -é; (0’0 Mg + Oy Moty + s + n—1 f-“s-}-n—l) [6]

que expresa los momentos p, como combinacién lineal de los
n anteriores; los coeficientes de la combinacion lineal son
los n primeros coeficientes del polinomio [2], ordenado segin
las potencias crecientes de x, divididos por el coeficiente de z™.

En el caso particular de que no exista -ponderacion, esta
recurrencia resulta inmediatamente como aplicacién del cono-
cido teorema de algebra, relativo a las propiedades de las fun-
ciones simétricas enteras de las raices de una ecuacion alge-
braica ().

Ahora bien; si existe el sistema {P,(x)} ortogonal res-
pecto de los pesos yi, en el conjunto de puntos xy, @y, ..., Ty,
los polinomios que lo forman pueden ser siempre escritos en
forma de determinante, en funcién de los momentos p(2); el

(*) REY PAsTOR, J,, Lecciones de Algebra, 2* ed., (Madrid, 1935), pag. 153.

(*) GAsPAR, FErNANDO L., Sobre la finitud de los sistemas de polinomios or-
togonales en dominio discontinuo y la ley de recurremcia que la define. Rev. de
la Fae. de C. Econ. 32 serie, T. VIII, N° 2 (Rosario, 1939).
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de grado n, en menos de una constante multiplicativa serfa, pues.

I xr x2 ...x"
MO My Mo B )
Pyz)=c|u My M3 ...k | (c=constante) [7]

Si en [b] damos a s los valores o, 1, 2, ..., n— 1, oble-
nemos n ecuaciones de condicion a que deben satisfacer los
coeficientes «;; eliminando las «; entre la ecuaciéon dada [1] y
las n ecuaciones lineales y homogéneas anteriores, se obtiene la
ecuacion )

I x x? xn
Mo My Mo Mn ,
B Mg Mg «Mnty | =0

El primer miembro de esta ecuacién, es un polinomio de .
grado n en z que se anula para los valores zy, x,, ...., z,, que
son las raices de la ecuacion [1]; este polinomio que no es otro,
en menos de una constante multiplicativa, que el P,(x) escrito en
forma de determinante segtin [7]es, pues; el mismo polinomio[2];
suprimiendo la altima fila y la dltima columna se tiene un poli-
nomio de grado n—1; suprimiendo las dos Gltimas filas y las dos
altimas columnas se tiene otro de grado n— 2 y asi sucesivamen-—
te, suprimiendo las n' dltimas filas y n ultimas columnas queda
la unidad. Vamos a demostrar que estos n--1 polinomios, in-
cluyendo el Py(x) =1, son los que forman el sistema {Pr(x)}
y que, por tanto, cumplen la condicién [3].

Consideremos el par Pj(x), Pr(z) con j<k=<n. Pjx)
serd una funcién de la forma By,--B,z-...-Bjal; escri-
biendo en [3] a Pj(x) en esta forma y a Pr(x) en forma de de-
terminante, es inmediato ver que la condicién de ortogonalidad
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se cumple. Resulta

=y Pj(z) P (z) =

i=1

I ik
i oo M
el M BBt LB | =0
MWhe—y B v .. Mop—g

pues el segundo miembro se descompone en una suma de j—1
determinantes de orden k- 1, todos nulos por tener, cada uno
de ellos, la primera fila igual ala 22, 0ala 32.,...,0a la
(j+ 1)-ésima; por tanto, la nulidad, en este caso, estd de-
mostrada. .

Si es j=k=n, la nulidad también se verifica, pues se
tiene la suma de n-+ 1 determinantes de orden n -1 todos nu-
los; los n primeros lo son por tener la primer fila igual a una
de las n filas siguientes; €l ltimo también lo es pues, por
la ley de recurrencia [6], tiene la primer fila que es combina-
cion lineal de los n siguientes.

En cambio, si es j=k<n se verificara

2 P} (m) 0 [8]

i==I

Esto resulta, inmediatamente, siguiendo el procedimiento
anterior, pues se tendria una suma de k-1 determinantes de
orden k-1, de los cuales los k primeros serian nulos por tener
la primer fila igual a una de las k filas siguientes. El. altimo
determinante, pasando la primer fila al Gltimo puesto, podemos
escribirlo asi:

~ Mo My e
. My o Mg o - Bty
<_ I)n" C v [9]
MWie—y MKl Map—1
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Formemos las matrices horizontales semejantes con n co-
lumnas y k-1 filas (k-+1=<n)

I 1 N ces I yl y2 ...yk ...yn

T, Ty ... TE ... Tn Y1%y Yo%a v Vi Th . Yn¥n
x2, w2, .3 ... 22, V1% ¥ox2 T YL T2 22,
IR Bt s e -
ohy ahy ah L ak, RECATI AP (K, P

Recordando la ley del producto por filas de dos matrices
horizontales semejantes, si lo efectuamos en este caso, obtene-
mos una matriz cuadrada de orden k-1 que, por [4], pode-
mos escribir asi:

cuyo determinante, que no es otro que el [g], es la suma de
los productos obtenidos multiplicando ‘los determinantes de or-
den maximo de cada matriz, por sus homoélogos en la otra (3).

. . n
Por tanto, el. determinante [9] es igual a una suma de (k _i_I)

determinantes de orden k- 1 de la forma

1 I
. xy .y Zp
(—1)cys -y -y x2, %2 2,
2.k, 7

determinantes de Vandermonde que s6lo se anulan si tienen
elementos iguales; por tanto, la nulidad s6lo puede verificarse
si no hay k-1 raices desiguales; pero, por hipétesis, hay n
raices desiguales y siendo k< n, cada uno de los sumandos es

(®*) Rey PASTOR, J., Elementos de Andlisis Algebraico, 5% ed., (Madrid,
1939), pag. 260. ‘
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distinto de cero y positivo por ser.un cuadrado. Por consiguiente,
el determinante [g] también es distinto de cero y positivo. La
desigualdad [8] estd demostrada.

Si del polinomio de grado n pasamos al de grado n-1,
escrito en forma de determinante, por la ley de recurrencia [6]
resulta que la altima fila es combinacion lineal de las n ante-
riores, por lo cual el polinomio es idénticamente nulo y lo
mismo ocurre con todo polinomio Py(z) con s>n; luego el
sistema es finito y el Gltimo polinomio es el de grado n.

Por tanto existe el sistema de polinomios {Pr(z)} que, en
el conjunto de puntos zy, ,, ..., %, tienen, respecto de los
pesos i, la siguiente propiedad:

=osies jok
n * s
3y, Pi(x;) Pi(x;) =osies j=k=n
- .
[F-osies j=k<n )
que es, precisamente, la que tienen los sistemas de polinomios
ortogonales en conjuntos finitos de puntos (4).

Los pesos pueden ser arbitrarios y sean cuales fueren los
que asignemos a las n abscisas z;, por lo demostrado, se deduce
que siempre existird un polinomio de grado n, perteneciente a
un sistema ortogonal respecto de esos pesos, que se anulara para
los valores x,, x,, ..., xp, es decir, que en menos de una
constante multiplicativa, dichos polinomios son todos iguales e
iguales al polinomio [2].

Ademas, fijados los pesos, el sistema ortogonal es tnico.
Esto se deduce, de inmediato, del hecho que, dadas las n
abscisas «i y los n momentos, pg, iy, Mg, ..., Mn—y, exXiste una
tnica distribucién de pesos que, asignados a dichas abscisas,
tienen aquellos momentos, pues la determinacion de ella re-
sulta de la solucién de un sistema de n ecuaciones lineales no
homogéneas en las n incognitas y;, sistema que, como se sabe,
tiene solucién Gnica cuando el determinante de los coeficientes
es distinto de cero, lo que, en este caso, se verifica por ser, segan
la hipotesis, x, /=2, ... 7= 2n.

() GASPAR, FErNANDO L., Ibidem.



— 87 —

Por tanto, podemos formular el siguiente teorema:

Toda ecuacion algebraica de grado n con 'm raices reales,
las multiples contadas una sola vez (5), define, para cada con-
junto de pesos asignados a dichas raices, un tnico sistema de
polinomios ortogonales en el conjunto de puntos formado por
las mismas; los sistemas son finitos y el ultimo polinomio de
cada uno de ellos es, en menos de una constante multiplicativa,
el mismo, de grado m vy, precisamente, el que se deduce de
las m raices reales y distintas de la ecuacién dada.

2. — Es sabido que los polinomios ortogonales en un in-
tervalo (a,b), finito o infinito, tienen todos sus ceros reales y
distintos; entonces, por el teorema anterior, existe una co-
rrespondencia entre los polinomios de un sistema ortogonal en
un intervalo, y los sistemas finitos que se deducen ‘de cada uno
de ellos, ortogonales en el conjunto de puntos formados por sus
ceros. Como, a su vez, los polinomios dé un sistema ortogonal
en un conjunto finito de puntos, tienen todos sus ceros reales y
distintos () resulta, en definitiva, el siguiente teorema que es co-
rolario del anterior:

A cada uno de los polinomios de grado n, R, (x), de un
sistema {Rr (x) }, ortogonal en un intervalo (a, b), finito o in-
finito, sea el sistema ponderado o sin ponderar, corresponde
una sucesion fmzta de sistemas de polinomios ortogonales. El
primer elemento de la sucesion estd formado por los sistemas
cuyo ultimo polinomio es de grado n y son ortogonales en el
conjunto de puntos Xy, Xy, .... X, formado por las n raices
reales de R, (x); el sequndo elemento de la sucesion estd for-
mado por los sistemas cuyo ultimo polinomio es de grado n— 1
y se deducen del polinomio ide grado n — 1 de cada uno de los
sistemas anteriores y ast sucesivamente.

(®) De [4] y [5] se ve, inmediatamente, que si hay raices mialtiples la ley
de recurrencia no es mis de orden n sino de orden I < m y entonces, el tltimo
polimonio del sistema no ‘es ya de grado n sino de grado I; siendo nulos todos
los siguientes.

(°) Gaspar, FErNANDO L., Sobre algunas series fumcionales, Publicaciones
de la Fac. de C. Matematicas, Serie Técnico-cientifica, N? 10, (Rosario, 1937),
pag. 54. (Basta sustitnir, en la demostracién, [ por X).



3. — En un trabajo anterior (7), hemos demostrado el
siguiente teorema relativo a los polinomios ortogonales en un
intervalo (a,b):

Cada una de las n raices de un polinomio de grado n, per-
teneciente a un sistema ortogonal, es una combinacion lineal
distinta de los n momenlos m;, m, ..., my; el cuadrado de
cada una de esas raices, es la misma combinacion lineal de los
n momentos my, mg, ..., Myly, y asi sucesivamente hasta la
n-ésima potencia de esas raices, cada una de las cuales es la
misma combinacién lineal de los n momentos my, mpt,, ....
ménwl’

Esas n combinaciones lineales distintas, aplicadas a los n
momentos my, my, ..., m,_4, resultan todas iguales a la uni-
dad.

Es decir, que si se tiene un sistema de polinomios | r(x)}
ortogonal respecto de una funciéon ¢(z) en un 1ntervalo (a,b).
finito o infinito y, por tanto, se verifica

'

Izo sies jo-k

/ZN@ Rj() Biu(w) d= lr/:o sies j=Fh

siendo ¢(z)=o0 en (a,b), m, sus momentos definidos asi:

b
ms=fq: () xf da

Yy @y, Ty, ..., %, los ceros de Rn(z), existen n combinaciones li-
neales distintas tales que, designando sus coeficientes por

ll’ lz, “ e ey ln; jl’ jz, v ay jn; ...; kl’ ]{2, “ v ey kn

se verifica

(") Ibidem, pig. 34.
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Limg +1lmy ... 4 Lim,y =1
JiMo +Jemy ..o jaMpy =1

Imy +lomy —+...4+lim, =ux
Limg +lmg .. lmyy, =22

limn -+ lgmn—i—1 + A lmey . =27 [10]

Jimy Fjemy . jam, =Ty
Jimg — Jams T+ T S, =27

kymy 4kym, ...+ km, =
kymg +komg A Emgy — a2,

klmn + k2mn+1 +..F knm2n—1 ="

Ahora bien, por tener R,(x) sus n ceros reales y distintos,
existen, por lo demostrado, infinitos sistemas {P,(w)} orto-
gonales en €l conjunto de puntos zy, x,, ..., %, que forman
esos ceros (que también son los de los polinomios de grado n
de dichos sistemas), siendo estos sistemas finitosyel altimo po-
linomio de cada uno de ellos el de grado n. Estos polinomios
de grado n pueden ser siempre escritos en forma de determi-
nante segun [7], determinantes que se anularan cuando, en su
primera fila, en vez de las potencias sucesivas de x, se pongan
las potencias sucesivas de z,, o de z, ..., o de z,, pero,
por la conocida propiedad de los determinantes, cuando un de-
terminante es nulo, una linea es combinaciéon lineal de las
otras. En el determinante [7], que es de orden n-1, las n
filas siguientes a la primera, son independientes entre si, por-
que si no el polinomio seria idénticamente nulo, por lo tanto,
es la primer fila la que resulta combinacién lineal de las
demas, cuando se ha sustituido en ella, en lugar de las poten-
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cias sucesivas de , las potencias sucesivas de los cergs del po-
limonio.
Como hay n ceros dlstmtos hay n combinaciones lineales
distintas y llamando a los coeficientes de cada una dé ellas por
!

Yis Yoo -+ s Yni Mo Ngs «vs Mag oo ons &, &gy o, B,

se tendra, en forma analoga a la anterior, el siguiente sistema
de igualdades:

Yibot+Yely oo Yappg =1
MbotAgby A A Mappg =1
EipotEam +.. FEapp =1
YibiFYebe A FYapn =y

YiMe Yo ls ..o Yn gy =2

e B Y Bk g - - Yo Ban—y =27y

.
)\1H1+)\ZM2 +'-'+)\n“n =% -+
MpgtAobg Ao Ng gy =12,

i F8&uy ... FEpm =z,
E1P°“|‘£2P‘3 +'-'+Enun+.1:w2n

& Mn+ Bobntit oo Epbron—y =2 §

Como existen infinitos sistemas de polinomios ortogonales
en el conjunto de puntos z;, x,, ..., %n, existirAn infinitos sis-
temas de igualdades [11] cuyos primeros miembros son iguales
entre si e iguales a los primeros miembros de lasigualdades[10].



UN PROGRESO EN LA TEORIA ELEMENTAL
DE LAS SUPERFICIES GURVAS

Por ROBERTO FRUCHT

Es sabido que la teoria clasica de las superficies curvas
del espacio euclidiano de tres dimensiones se basa en la consi-
deracion de dos «tensores (o formas cuadraticas) fundamen-
tales» y sus invariantes.

El primer tensor fundamental mide el cuadrado de la dis-
tancia entre dos puntos cinfinitamente vecinos» de la super-
ficie:

(1) ds2=FEdu?+ 2 Fdudv | Gdv?,

siendo u y v coordenadas curvilineas cualesquiera en la super-
ficie; el segundo tensor, que escribimos (siguiendo a Blasch-
ke (1) en la forma: Ldu?- 2 M dudv- N dv? se obtiene por
ejemplo cuando sé considera, en un punto de la superficie y en
una direccion du : dv que pasa por él, la curvatura de la «sec-
cién normaly, siendo esta curvatura igual al cociente de las dos
«formas cuadraticas fundamentales»:

1 _ Ldu?-aMdudv{-Ndv®
(2) R Edu?t-oFdudv-+Gdv? -

Con los 6 coeficientes E, F, G, L, M, N que, por supues-
to, son funciones de u y v, se pueden calcular, en cada punto
de la superficie, dos importantisimos invariantes, la curvatura
de Gauss:

(*) Véase el capitulo ‘‘Anfangsgruende der Flaechentheorie’’ en el libro
de W. Blaschke: ‘‘Vorlesungen ueber Differentialgeometrie I: Elementave
Differentialgeometrie’’ (3 edicién, Berlin 1930).
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LN—M?
(3) K= pr—pm EG—F2

(que se anula para superficies desarrollables), y la curvatura
media:

EN— 2FM-+-GL
(4) H= =" Fc—F%

(que se anula para las superficies minimas).

Pero esos 6 coeficientes no son funciones completamente
independientes entre si. Es un resultado célebre («théorema
egregium») de Gauss que la curvatura K se puede expresar
también en funcion sélo de E, F, G, y sus derivadas parciales.
hasta el 20. orden, p. e. en la forma (1):

(5) K= :
- %Gu u+Fuv_";—Evvs %Eu: F(z—%Ev
I I » .
(EG_F2)2 F’U— ?Glt E F
+ Gy F G
I I
) _.‘E'E" TG
| LE, E F
2
LG, F G
| 2

En otras palabras, L, M, N no son completamente indepen-
dientes de E, F, G, puesto que la expresion LN — M2, en vir-
tud de la relacién (3), es funciéon de E, F, G y sus derivadas:

(6) LN — M?—= (EG — F2)K,

usando la letra K ahora como abreviacién para el segundo
miembro de la férmula (5).

Hay otra interdependencia mas entre los 2 tensores funda-
mentales de una superficie: las llamadas ecuaciones de Co-




. . . . oL oM oM N
dazzi permiten expresar las diferencias S —ou Y 0 om
en funcion de E, F, G (y sus derivadas) y de L, M, N mis-
mas; se pueden escribir en la forma (1):

0
5 L
u
oL oM ,E  OF r oF
(7) Tv“‘—aﬁz(ﬁ_ﬁﬁ)ﬂ.méw(}—-ﬁ) F oM
G Z—G— N
u
o
E 5 L
oM N oF oG I oF _
(8) Tv“mz(b‘;_ﬁ)ﬂ“zw—a_m) F 5y M
L
v

«No hay otra interdependencia entre los dos tensores fun-
damentales, fuera de las expresadas por las identidades (6),
(7), (8)» dicen los textos de geometria diferencial. Nada di-
cen, por lo general, sobre la curvatura media H en funcion de
E, F, G y sus (derivadas, aunque se presenta aqui casi espon-
taneamente el siguiente problema muy interesante: ¢Dado el
tensor (1) de una superficie, puede H ser una funcién cual-
quiera, o es la curvatura media también una funcién bien
determinada de E, F, G y sus derivadas — tal como es el
caso de la curvatura de Gauss en virtud de la identidad (5)?

Parece que este problema no ha sido tratado en la geo-
metria diferencial clasica y que la respuesta ha sido dada, por
primera vez, en un trabajo del yugoslavo A. Vakselj (%) (tra-
bajo que contiene también otras contribuciones interesantes a
la teoria de las superficies). Independientemente de Vakselj
(y sin conocer su publicacién), algunos afios méas tarde ha tra-
tado el mismo problema el norteamericano H. W. Alexander,

(®) A. VARSELJ: ‘‘Beitraege zur Flaechentheorie’’, Math. Zeitschrift, Bde
38, Heft 3 (Berlin 1934).



en la primera parte de una interesante publicacién (3). Los
dos matematicos llegan al mismo resultado sorprendente:

La curvatura media H de una superficie no estd deter-

‘minada por E, F, G y sus derivadas, pero tampoco es com-
pletamente independiente de ellas; sino que hay dos ecuaciones
diferenciales parciales de tercer orden las que debe cumplir H
en funcion de las coordenadas u y v, con coeficientes’ que de-
penden solo de E, F, G y sus derivadas.

Desgraciadamente, estas ‘ecuaciones diferenciales son tan
complicadas que ninguno de los dos autores citados las indica
de manera explicita para coordenadas generales, de modo que
no se podria pensar en su resoluciéon. También los calculos
efectuados por los dos autores son demasiado largos para po-
der reproducirlos aqui, y requieren bastante practica en calculo
tensorial para poder qegulr y comprender cada detalle del
desarrollo (%). .

Por eso esperamos que no seran sin intérés las siguientes
consideraciones elementales sobre cierta clase de ecuaciones
diferenciales (a las que pertenecen las ecuaciones de Codazzi);
pues ellas dejaran aparecer menos sorprendente la existencia
de dos ecuaciones diferenciales parciales de tercer orden para
la curvatura media H. Demostraremos de un modo general
que cualquier funcidn de L, M, N cuample (por lo general) icon
dos ecuaciones diferenciales parciales de tercer orden (con coe-
ficientes que pueden depender de E, F, G y sus derivadas).
Claro estd que tales consideraciones generales no quieren ni
pueden de ninguna .manera reemplazar los desarrollos de

Vakselj y Alexander (%).

(® H. W. ALEXANDER: ‘‘The role of the mean curvature in the immersion
theory of surfaces’’, Transactions of the American Math. Society, vol. 47, N¢ 2
(March 1940).

(*) Para quien quiera estudiar los trabajos originales observo que en la
férmula (4.4) de Alexander hay, segfin mi opinidén, un pequefio error: hay que
reemplazar el término — él_if. por -+ AIV'(KA']:V ). La lectura del trabajo

2N 2
de Vakselj se ve dificultada por el hecho de que el autor eambia la nota-
cién durante el desarrollo; p. e. nuestro segundo tensor fundamental (L, M, N)
que en los primeros parrafos de Vakselj se llama a;x, desde el § 5 en adelante

se llama ay, siendo pues a; otro tensor distinto.




Yamos a considerar el siguiente sistema lineal de dos ecua-
ciones diferenciales parciales de primer orden para dos funcio-
nes de dos variables que llamaremos L(u,v) y M(u,v), en vista
de la aplicacién que haremos méas tarde a nuestro problema de
geometria diferencial. Pero, por ahora suponemos sélo que se
trate de un sistema de dos ecuaciones que sean lineales en las

oL oL oM oM N .
derivadas - a7 00 on? op Y cuyos coeficientes A; y B; sean fun-
ciones cualesquiera de u, v, L, M:

M
10u+1"bv +A3bu+4 +4;=0

1 Du +BZ D) +B" ou +B4b +B5”‘“O

(9)

Ahora bien, lo que nos interesa no es la resolucién del
sistema (g), es decir la determinacién de posibles funciones
L y M que cumplan con esas ecuaciones diferenciales; sino que
queremos obtener, con procesos de eliminacién y derivacion,
ecuaciones diferenciales para una funcién cualquiera © de las
funciones «incdgnitas» L y M, la que puede depender ademaés,
de manera explicita, de las variables independientes u y v (?).
Demostraremos lo siguiente:

Introduciendo, en wuna funcion ®(u, v, L, M) de 4 va-
riables, para las 2 variables L y M soluciones L(u,v) y M(u,v)

del sistema (g), @ pasard a ser una funcion &(u, v, L(u,v),

M(u,v)) de las 2 variables u y v sélo; como tal cumplird por
lo general (es decir salvo en casos excepcionales) con dos ecua-
ciones dzferencuales parciales de tercer orden bien determinadas
las que son lineales en las derivadas de tercer orden o sea de
la forma:

* @ »® 0 »® o

%0
a bug +bbu20v+cauav +(lbv3 —|——e=0,

siendo a, b, ¢, d, e funciones de u, v, ® y sus derivadas par-
ciales hasta el segundo orden.

(°) Se entiende que @ debe poseer derivadas continuas hasta el tercer orden.



Para demostrar ahora la existencia de 2 tales ecuaciones
diferenciales para una dada funcién ¢® de L y M observamos
en primer lugar que también para @ y L como funciones «des-
conocidas» habra un sistema de dos ecuaciones diferenciales
del mismo tipo .(9), siempre que la definicién de la funcién @
admita una resolucién respecto de M, de la forma:

(10) M=f(u,v, ®,L);

pues, en este caso bastard reemplazar, en el sistema (g), la
funcion M por el valor (10); se entiende que hay que reem-

0
plazar también g Por su valor:

oM of of a0, Oof bL
(11) e = w29 sut AL

letc. b

Se ve facilmente que el resultado de esta substitucion de
M, sera otro sistema del mismo tipo (g), pero esta vez para
las’ funciones L y &. Introduciendo letras mintsculas para
los nuevos coeficientes, en

oL oL o, . 20
alﬁ%azﬁﬂ-as Fg:ha@;Jras:O
(12) oL

by - ou +b2 v +b3 Du “!_1’4” +by=o0

tendremos el sistema de ecuaciones diferenciales para L y @
en funcion de u y v; las ai y b; seran funciones bien determi-

0
nadas de u, v, L, ® (por ejemplo: aI:Al—}—%.Ag etc.).

Siempre que bl b2 /-0, podremos resolver el sistema (12)
oL . ]
respecto de 5~y .=; por ejemplo serd:

(13)
0L agby—asba 20 _ayby—ash, 2@ asby—asb;

ou T agbg—aghy T ou | a;bg—ash; 00 T a;by—azh,
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y analoga ecuacion habra para<—. Introduciendo todavia nota-

oV
ciones abreviadas para los negativos cocientes de determinantes
que se presentan, podremos escribir mas brevemente:

oL >0 D(l)

Su =M og T%o T%
14
(14) oL o

o

| v =Py N, ou ”f_B‘")v ~+ By

notese que también las «; y B; seran funciones bien determi-
nadas de u, v, L, @.

Derivando la primera de las 2 ecuaciones (1)) respeclo
de v, y la segunda respecto de u, e igualando los segundos
miembros asi obtenidos, resultard como «condiciéon de integra-

bilidad» del sistema (14):

o r)(l S
(15) Dv(lbu_’_lbv )“r)u (By 5 B2y T Bs)s

o escrito detalladamente (y recordando el hecho de que las a;
y B; son funciones de u, v, L, ¢ ):

(16)

52 O 20/ day doy DL TP N X

%1 By o “’““201)27(0@ oL PR av)'au RREEE
=3 Dq)+B (1)_;_(0 ()Bl OL+DBJ L‘IE)E‘_’
P12 2 Du op | ou "L 00" du ) du

oL oL .
Reemplazando todavia Su ¥ 5y Por los segundos miem-

bros de las ecuaciones (14), la condicion (16) llegara a ser una
relacién de la forma

D) (I) 2o
<I7> - Bl auz + ( 2) au + 042 av2 _r—
TT(U,'U, O, %u@ 5 D(p L>m0



si reunimos bajo la abreviacion T todos los términos que no
contengan sequndas derivadas de ¢. Siendo, por lo general,
Gy, g, By, By y T funciones también de L, en (17) tenemos,
pues, una relacién entre la funcion L, las variables u, v, la
funcion @ y sus derivadas hasta el segundo orden. No entrando
més las derivadas de la funcién L, podemos imaginar resuelta
la relacién (17) respecto de L, obteniendo de esta manera L
como funcion de u, v, ¢ y sus derivadas hasta el segundo
orden. En otras palabras, por lo general (¢) la ecuacion (17)
admitird una resoluciéon de la forma:

.

. 20 20 20 00 00
(18)  L=¢ (w0, du’ v’ du?’ du dv ’ 2)'

Por fin, podemos derivar esta dltima funciéon ¢ respecto

oL oL

de u y v, obteniendo para - -y 7 - ciertas expresiones gue

dependeran de u, v, ® y las derivadas de @ hasta el tercer

oL 09 | Dcp X )
orden (p .e. serd - = - o +D®u .-0—@-—# )

Do Xo_ 5 20 o
+D(Dv ‘ouodv ' 0oQuu’ oud See)-

Volviendo ahora al sistema de ecuaciones (14), en sus
primeros miembros podremos sustituir a las derivadas parciales
o, oL
ERAEDY
en los segundos miembros de (14)—en las funciones «; y
B; que pueden depender de L — reemplazamos L siempre por
la expresion ¢ indicada por la relacién (18), el sistema (14)
se transformard en dos ecuaciones diferenciales parciales de
tercer orden para ® (en funcién de u y v) sélo (es decir sin
entrar mas las funciones L y M de las que han partido nuestras

sus valores que acabamos de desarrollar, y si todavia

(®) No ofrece ningun interés el caso de no ser posible una resolucién de la
forma (18) por mo figurar L en la relacién (17); pues en tal easo tendriamos
en (17) hasta una ecuacién diferencial de segundo orden para @ (euya deriva-
cién respecto de w y v nos daria inmediatamente dos ecuaciones diferenciales
de tercer orden para P .
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consideraciones). Aun sin efectuar todas esas substituciones, se
ve claramente que las dos ecuaciones diferenciales obtenidas son
lineales en las 4 derivadas de tercer orden ‘
R
hER ) e} hERS hEd )
oud ’ duZov ’ ou w2’ o3

¢Como se aplican ahora las consideraciones generales que
acabamos de hacer, al caso de la curvatura media H de una
superficie?

Considerando E, F, G como funciones conocidas de las
variables u y v, podemos usar la relacion (6) para expresar N
en funcion de L y M:

(19) N= LI-{M‘Z—F(E(‘}—F‘?)K};

K sirve aqui como abreviacién para el 2°. miembro de la
identidad (5). ‘ ‘

Reemplazando este valor de N en las ecuaciones (7) y
(8) de Codazzi, estas tltimas nos dardn un sistema de ecua-
ciones de la forma

0L oM °E
W—-—*Du :A(U’UJL,M,E,F,G, ,5&,’ "')
M:4-(EG—F?)K oL
(20) Iz © du
oM oM oM OE
—L " 5u T o =B@vLMETFG 5 ...

en donde A y B sirven como abreviaciones para funciones
«complicadas», pero bien determinadas de u,v,E,F,G (y sus
derivadas), L, M.

Por lo tanto, si E,F,G son funciones dadas de u y v, en
(20) tenemos para las dos funciones L(u,v) y M(u,v) un sis-
tema de ecuaciones diferenciales lineales del tipo (g). (Por
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ejemplo serd A;=o0, A,=1, .B3:——~2f, etc.).

Por consiguiente, habra por lo general dos ecuaciones di-
ferenciales parciales de tercer orden para cualquier funciéon @
de L y M, y también para cualquier funcion de L,M,N,
puesto que N, en virtud de (19), es expresable por L y M.
Por ejemplo, podremos tomar, como funcién @, la curvatura media
H, la que, por su definicién (4), es una funcién de u,v,L, M
y N, si consideramos E,F,G como funciones dadas de u y v.
Siempre que todas las suposiciones hechas mas arriba (en el
desarrollo general) sean cumplidas, nuestras consideraciones ele-
mentales nos ensefian que la existencia de dos ecuaciones dife-
renciales parciales de tercer orden para la curvatura media es
una consecuencia formal de las identidades (6), (7) y (8)
enire los dos tensores fundamentales de una superficie.

Desgraciadamente, €l calculo efectivo de las dos ecuaciones
diferenciales para H, segan el método general considerado por
nosotros, no parece ser posible por varias dificultades de orden
practico (p .e., siempre en el caso de H -como funcién @, no
parece posible encontrar, de la manera indicada, una reso-
lucion explicita del tipo (18) para la relaciéon (17), por ser
demasiado «complicada» la funciéon 7' que entra en esta ultima).

Universidad Técnica F. Santa Maria
Valparaiso (Chile), 1g41.

TEMAS PROPUESTOS

36. — Estudiar la sucesion recurrente uy, g, us, ... defini-
da por la relacién

Ao Up Qg Upfy .o oo —+apup1p=0 ap /-0,

y en especial obtener la relacion existente entre p-1 térmi-

nos cualesquiera wu, , u,, ..., Up, -

J. Babini

37. — Estudiar las propiedades de la funcién introducida
por Legendre (Exercices vol. I, p. 262) definida asi:

(z, n)'”:W+ (@Ln)™ - (@ Fan)™ e




CGUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS

No. 9. Si a4, ay, ..., a, son los términos de una progresion
n
arménica, demosirar que: Xdr—1Cn,r=nay; siendo d la razén
=1
de la progresion aritmética y Cn,r los productos de las « tomadas
de r en r.

Si desarrollamos el siguiente producto de binomios:
(14-oyd) (1 agd) .. (14-0pd) =1 4-d (& oy ... o)+
’ d2 (o og .o -t g o) .
~+d"ay 0y ...0, es la sumatoria expresada en el primer miembro,

aumentada en 1 y maultiplicada por d; o sea: X driCn,r=
r=1

_(taed <r+a2c§---<r+a,ld)~1 .

. ., , .
Pero siendo a4, oy, ..., ¢, una progresidn armonica, es —d:,'

I I . g . I
o3 ++- g una progresion aritmética de razén d; luego un término
o, ) ;

. 1 . . . .
cualquiera — se obtiene mediante el algoritmo siguiente:
L

I d@i_ (-
LT a2t e )=t (1)

iy i Qg

ademds resulta: — ==an +n—1)d. .q, el (2);

O :1—|—(n—1)doc1

luego, sustituyendo los binomios por los valores dados en (1), resulta:

G G2 Sty La,d)—1
a’"

o 1 oy "a _Ifa ,
Zdr1Cn,r = - _j[a;‘—(l—}—and)-—l]

y sustituyendo «, por el valor dado en (2):
n a‘1 d

Dt Cnr =3 [(1 4oy (o — 0d) (e =

=L (o () d oy d—1) .

n
2dr—1Cn,r=na;.

r=1

Juan José Rodriguez
Alumno de 2° Afio de Matematicas del I. N. P. S.



ENIGMAS DE LA MATEMATICA

II1.-La «Hip6TESIS DEL. CONTINUO»

La teoria de conjuntos creada por Cantor, en el ultimo tercio
del siglo pasado, tiene como base el concepto de potencia de un con-
junto infinito, generalizacién del concepto de nimero cardinal de
un conjunto finito. Segtn Cantor, dos conjuntos tienen la misma
potencia cuando se puede establecer entre los elementos de ambos
una correspondencia biunivoca, es decir, una correspondencia tal que
a cada elemento de un conjunto le corresponda un elemento y uno
solo del otro conjunto.

Este concepto careceria de mayor interés si todos los conjuntos
imfinitos tuvieran la misma poténcia; toda la teoria de Cantor, la
mayor confribuciéon a la matematica desde la invencién del calculo
infinitesimal, reposa en altima esencia en el hecho de que existen
conjuntos infinitos que tienen distinta potencia; el primer ejemplo
que di6 Cantor para demostrar esta proposicién es particularmente
notable por la importancia de los dos conjuntos que lo constituyen,
¢l conjunto de los. niimeros naturales y el conjunto de los nameros
reales.

Los conjuntos que tienen la misma potencia que el de los ma-
meros reales se dicen de potencia del continuo (enire ellos figura el
conjunto de los puntos de un espacio cartesiano de cualquier nimero
de dimensiones); los conjuntos que tienen la misma potencia que el
de los nameros naturales se dicen numerables (entre ellos figuran
el conjunto de los ndimeros racionales y el de los nameros alge-
braicos).

Una vez estos resultados establecidos se plantea naturalmente el
siguiente problema: ¢todo conjunto de ndmeros o de puntos del plano
o de punfos de un espacio cartesiano de cualquier nimero de dimen-
siones, serd forzosamente numerable o de potencia del continuo?

La respuesta de esta pregunta es, posiblemente, el méas importan-
te de los problemas sin resolver de la matematica actual y ya Hilbert,
en su famosa conferencia del Congreso de Mateméticas de Paris a
comienzos del presente siglo, lo clasificaba en primer lugar entre los
problemas no resueltos de la matemética.

La respuesta afirmativa a esta cuestion constituye la «hipdtesis
del continuo», que puede por tanto enunciarse como la hipétesis de
que todo conjunto no numerable de nimeros reales tiene la potencia
del continuo.

Esta hipotesis es equivalente, una vez definidos los conceptos de
mayor y menor potfencia de dos conjuntos (un conjunto se dice de
menor potencia que otro cuando tiene la misma potencia que un
subconjunto de este ultimo y la reciproca no se verifica), a afirmar




— 103 —

que no existe ning@in conjunto de potencia mayor que la de los
conjuntos numerables y menor que la del continuo.

Puede darse otra manera de enunciar la hipétesis del continuo
ligada con el concepto de namero ordinal de un conjunto.

Un conjunto se dice que estd ordenado cuando, dados dos ele-
mentos a y b, se puede decir o bien que a precede a b o que b
precede a a, y esta relacién es fransitiva.

Un elemento al que no le precede ningtn ofro de un conjunto,
se dice el primer elemento del conjunto, y un conjunto tal que todo
subconjunto no nulo admita un primer elemento se llama bien
ordenado.

Dos conjuntos ordenados se dice que tienen el mismo tipo de
orden o el mismo numero ordinal cuando se puede establecer entre
ambos una correspondencia biunivoca y que conserve el orden en los
elementos homologos. Evidentemente, dos conjuntos cue tienen el
mismo tipo de orden tienen la misma potencia, pero la reciproca en
cambio no es cierta (1).

El concepto de tipo de orden o de namero ordinal de un con-
junto se aplica en particular a los conjuntos bien ordenados. Los
ntimeros ordinales de los conjuntos finitos se dicen que son de clase
I y los correspondientes a los conjuntos bien ordenados numerables
son los nameros {ransfinitos de clase II. Ahora bien, se demuestra gue
el conjunto de todos los ntimeros transfinitos de clase II no es nume-
rable y que no existe ninguna potencia intermedia entre la de los
conjuntos numerables y la de este conjunto.

La hipétesis de que esta potencia es la del continuo es otra
forma distinta de enunciar la hipodtesis del continuo; se Hama tam-
bién la hipotesis H).

Estas dos maneras de enunciar la hipotesis del continuo son equi-
valentes, pero, si bien es verdad que se demuesira que la hipotesis IT)
implica que todo conjunto no numerable de nameros reales tiene la
potencia del continuo, la demostracién de la reciproca necesita la
aplicacién del axioma de Zermelo.

Si se pudiera demostrar la hip6tesis del continuo, la teoria de
conjuntos se simplificaria grandemente, puesto que para demostrar
que un conjunto de ntimeros reales, o de puntos de un plano,
o de un espacio carlesiano, tiene la potencia del continuo, bastaria
demostrar que no es finito ni numerable, lo que simplificaria muchas
demostraciones; por ofra parte, la hip6tesis ) implicala existencia de
un conjunto bien ordenado de potencia del continuo, luego apoyén-
dose en ella podrian demostrarse, sin utilizar el axioma de Zermelo,
los teoremas cuyas demostraciones se apoyan en un caso particular del

(*) Ver por ejemplo: SIERPINSKI, Legons sur les nombres transfinis.
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teorema de Zermelo, es decir en la existencia de un conjunto bien
ordenado cuyos elementos son todos los ndmeros reales (2).

El problema de la resoluciéon afirmativa o negativa de la hipo-
tesis del continuo ha sido el objeto de numerosos trabajos de parte
de los matemAticos contempordneos, pero hasta ahora sin ningin
resultado; estos esfuerzos, no obstante, han servido para establecer
NUTNerosas proposiciones (ue son consecuencia y aun que son equi-
valentes a la hipotesis del continuo, sin que en ningin caso se haya
enconirado una contradiccion que hubiera probado Ta falsedad de la
hipotesis. Por otra parte existen hoy dia matemAticos que creen en
la impostbilidad de resolver este problema sin admitir un nuevo
axioma (3).

Vamos ahora a enunciar algunas proposiciones que no han po-
dido ser demostradas sin la ayuda de la hipotesis del continuo o que
sonequivalentes a ésta y que, como veremos, se relacionan con diversas
ramas de la matematica actual.

Son equivalentes a la hipétesis del continuo, es decir, que admi-
tida ésta se pueden demostrar y reciprocamente de ellas se puede
deducir la hipétesis, las proposiciones siguientes:

A) «El conjunto de todos los punlos del plano es una suma de
dos conjuntos, de los cuales uno tiene como interseccién con toda
paralela al eje de abscisas un conjunto a lo mas numerable, vy el
ofro tiene como interseccién con toda paralela al eje de ordenadas un
conjunto también a lo méas numerable (es decir nulo, finifo o nu-
merable)».

B) «El espacio ordinario de tres dimensiones es una suma de una
infinidad numerable de curvas». Se entiende por curva en este caso
el conjunto de todos los puntos (x,y,2) que satisfacen a las ecua-
ciones x=7f (z), y=g¢ (z), o a las analogas considerando la = o la y
como variables independientes, siendo las funciones f y ¢ funciones
univocas de una variable real.

C) «Existe una sucesién de funciones univocas de una variable
real fy (%), fo (@), ... fp (@), .. tal que cualquiera que sea el conjunto
no numerable de nameros reales que se considere, todas las funciones
de la sucesion, salvo a lo mas un ntmero finito, transforman dicho
conjunto en el conjunto de todos los niimeros reales».

(*) Recordemos que el enunciado del teorema de Zermelo es que ‘‘todo con-
junto puede ser, de una posibilidad ideal, considerado como conjunto de ele-
mentos de un conjunto bien ordenado’’

(®) A los eminentes mateméiticos que han dedicado sus esfuerzos a resolver
este problema sin conseguirlo pero que han hecho progresar la mateméitica en
general y en particular la teoria de conjuntos, se les podria aplicar la conocida
frase del Dr. Letamendi, ‘*El que se dedique a tirar piedras a la Luna no con-
seguiré su objeto, pero llegari a ser el mejor tirador de su pais’’, sin que esto
signifique prejuzgar la posibilidad o imposibilidad de la resolucién de este
problema.
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D) «El conjunto de todos los ntmeros reales es una suma de
conjuntos crecientes y numerables». Varios conjuntos se dice que son
crecientes cuando tomados dos conjuntos distintos cualesquiera, uno
de ellos es parte alicuota del ofro.

E) «Existe en el espacio de Hilbert un conjunto no numerable
de puntos tal que ningtin subconjunto no numerable sea homeomorfo
a una parte de un espacio euclidiano».

Las proposiciones que vamos a citar ahora son simplemente con-
secuencia de la hipétesis del continuo, es decir, que admitida ésta
las proposiciones quedan demostradas, pero en cambio si postulamos
la validez de las proposiciones no sabemos deducir la hipotesis del
continuo, quedando por tanto la posibilidad de que puedan ma4s ade-

lante demostrarse sin utilizar la hipotesis; vamos a enunciar algunas
de ellas:

1) «Existe un conjunto lineal de potencia del continuo que ad-
mite como interseccién con cualquier conjunto lineal perfecto no densor
un conjunto a lo mas numerable».

2) «Existe un conjunto lineal de potencia del continuo del que
todas las imigenes homeomorfas son de medida nula».

3) «Existe un conjunto plano de potencia del continuo tal que
todo subconjunto no numerable del mismo no esmedible superficial-
mente en el sentido de Lebesgue».

4) «Enire los tipos de dimensiones de Fréchet de los conjuntos
lineales no numerables no existe ninguno que sea el mas pequefio».

Otra de las consecuencias de la hipotesis del continuo se rela-
ciona con el llamado problema de la medida generalizada; es sabido
que existen conjuntos de puntos que no son medibles en el sentido de
Lebesgue; logicamente se plantea el problema de encontrar otra defi-
nicién de medida de un conjunto que comprenda a la de Lebesgue y
que esté definida para cualquier conjunto de puntos. Ahora blen si
se admite la hipétesis del continuo se demuestra que no es posible esta
definicion de medida, es decir se demuestra que:

5) No existe ninguna funcién real de conjunto lineal, es decir,
una funcién m(E), que haga corresponder a cada conjunto E un
numero real finito m(E), y que verifique las condiciones siguientes:

a) m(E) estd definida cualquiera que sea el conjunto lineal E.

b) m(E) no-es idénticamente nula.

¢) m(E) es completamente aditiva, es decir que cualquiera que sea
la sucesi6n de conjuntos sin parte comin E, E,, ... En, ... se verifica

3 m(EB)=m (3 E)
1 1

d) m(E) se anula si E se compone de un solo punto, y en
virtud de c) también si E es un conjunto numerable.
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Terminamos esta exposicién remitiendo al lector para su am-
pliacién y para las demostraciones de los resultados en ella enuncia-
dos a la obra del eminente matematico, fundador de la escuela polaca,
Waclaw Sierpinski, titulada «Hypothese du continu» (de la coleccion
de monografias matematicas de la Universidad de Varsovia). En ella
enconfraran ademéis muchas mas proposiciones equivalentes a la
hipétesis del continuo o consecuencias de ella, asi como un estudio del
problema del continuo y de la llamada hipdtesis del continuo gene-
ralizada, problemas de importancia en teoria de conjuntos pero que
aqui no podemos hacer mdas que enunciar.

Manuel Balanzat

VARIA

12. — Una disertacion de Weyl sobre ¢l pensar matemdtico

En ocasién del segundo centenario de la University of Pennsylvania, se
celebraron reuniomnes y conferencias, una de las cuales estuvo a cargo de Her-
mann Weyl, quien diserté6 sobre: The mathematical way of thinking, enten-
diendo por elio, en primer lugar la forma de raciocinio a través del cual la
matematica penetra en las ciencias del mundo exterior: fisiea, quimica, biologia,
economia, etc., asi como en el pensar comin; y en segundo lugar la forma
de raciocinio que el matematico aplica en su propio campo. Caracteriza el pen-
sar matematico como un pensar concretamente, que se enfrenta cara a ecara
con las cosas, y como un pensar abstracto que reemplaza las ideas intuitivas
por puros simbolos. Toda la disertacién estd impregnada por la tendencia cons-
tructivista de la mateméitica, aunque al final la compara con la tendencia
axioméatica refiriéndose a los esfuerzos de Hilbert y al teorema de G6del, eon-
cluyendo, respecto de los fundamentos de la mateméitica, que nunca como hoy
hemos estado tan poeo seguros de los fundamentos Gltimos sobre los que ella
descansa; lo que no impide, termina diciendo la interesante disertacién, que
esta ciencia, a pesar de su edad y de su creciente complejidad, no esté afectada
por una esclerosis progresiva y, por el contrario, siga intensamente viva y
alimentindose continuamente a través de sus profundas raieces arraigadas en
la mente y en la naturaleza.

De Studies in the history of Science. Philadelphia, 1941.

13. — De la correspondencia de Hermite a Stieltjes

¢¢‘Querido amigo. mucho me alegro de tener conoeimiento de su opinién de
que hay que transformarse en naturalista para observar los fenémenos del
mundo aritmético. Su doetrina es la mia; yo no creo que los némeros y las
funciones del andlisis sean produetos arbitrarios de nuestro espiritu; méis bien
pienso que tienen existencia fuera de mnosotros, con el mismo ecaricter de nece-
sidad que los objetos de la realidad objetiva, y que nosotros los encontramos
o los descubrimos y los estudiamos lo mismo que los fisicos, los giiimicos o los
naturalistas’’.




PROFESOR GEORGE D. BIRKHOFE

A mediados de este afio fué gralo huesped de la Argentina, el
matemdtico norteamericano George D. Birkhoff, profesor en la Uni-
versidad de Harvard. Durante su breve permanencia enire nosoiros
desarrolld una fecunda actividad, pronunciando conferencias en uni-
versidades e instituciones. cientificas e interviniendo en reunionies
cientificas. La Unidon Matemdtica Argentina tuvo el placer de cele-
brar una sesién en su honor, de la cual se da cuenta en oiro lugar
de esta Revista, v en la que fué por aclamacion designado miembro
honorario de la Unidn. A conlinuacion publicamos una breve noti-
cia biogrdfica del ilustre huesped. :

Nacié en Overisel, pequefia comunidad holandesa del Estado
de Michigan, en 1884. Su padre, holandés de nacimiento, ejercia la
medicina en ese pueblo. Bl prof. Birkhoff estd orgulloso de su as-
cendencia holandesa y habla con veneracién de sus ascendientes, que
ocuparon eargos espectables en su pais durante varios cientos de
afios.

Permanecié seis afios en el Lens Institute, de Chicago, que fué
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uno de los primeros Junior Colleges del pais. Después ingres en
la Universidad de Harvard, en la que se gradud de ‘‘bachelor”’,
titulo equivalente al nuestro de licenciado. Obtuvo luego una beca
para ir a estudiar al extranjero, pero prefirié continuar sus estudios
en la Universidad de Chicago, que pasaba en aquel entoneces por
su edad de oro y reunia a las figuras cientificas sobresalientes del
pais: los fisicos Millikan (después premio Nobel) y Michelson; los
mateméaticos Moore, Bolza y Dickson y el filésofo Dewey. Moore 'lo
hizo inmediatamente su asistente. Obtuvo en Chicago nuevamente
una Beca, que aceptd por el honor que ello significa, aunque en rea-
lidad no la necesitaba, pues su familia estaba en situacién acomoda-
da. Obtuvo su grado de doctor en Mateméticas en 1907, a los 23
. afos, edad mucho mas temprana de la usual. Tnmediatamente fué
nombrado Profesor en la Universidad de Wisconsin, donde a la
sazon era van Vleck, otro matemaético de ascendencia holandesa, di-
rector del Departamento de Matemética.

Después pasdé a la Universidad de Princeton durante tres afios.
Alli fué hecho profesor titular. Para ese entonces ya habia publicado
trabajos notables, y la Universidad de Harvard le ofrecié incorpo-
rarlo a su seno. El Prof. Birkhoff acepté el ofrecimieﬁto, y en Har-
vard ha permanecido desde entonces.

El Prof. Birkhoff realiz6 en Harvard trabajos extraordinarios
que le valieron la admiracién universal. Pero si su carrera cientifi-
ca ha sido descollante, no ha sido menor su éxito eomo maestro y
como organizador. A la cabeza del Departamento de Matemética
de Harvard ha realizado una obra benemérita para la mateméatica
norteamericana. Ha formado diseipulos que son hoy los primeros
mateméticos norteamericanos; Morse, ahora profesor en el Institute
of Advanced, continuador muy original de la obra matemética de
Birkhoff; Marshall Stone, a quien han hecho famoso sus Memorias
y un libro reciente sobre el espacio de Hilbert; su propio hijo, el
. profesor Garrett Birkhoff, también famoso antes de los treinta afios;
Saunders Me Lane, algebrista de gran vuelo, y muchos otros.

Los honores se acumularon ripidamente sobre este matemético
de genio. Miembro de la Academia Nacional de Ciencias a la edad
minima, antes de los treinta y cinco afios, pertenece también a to-
das las corporaciones cientificas norteamericanas. Es asimismo miem-
bro de las principales sociedades doctas del mundo: la Academia
de Paris, la Academia Pontificia, las de Gottingen, Berlin, Estocol-
mo ; practicamente todas las del mundo. A fuer de hombre de ciencia
moderno, no ha permanecido ciertamente encerrado en su cuarto de
estudio: ha recorrido el mundo ya dos veces, y ha dictado eursos,
especialmente invitado, en Paris, en Roma, en Cambridge, en Lon-
dres, en Berlin, en Gotinga, en las principales universidades del
mundo.

En cuanto a la produccién mateméatica de Birkhoff, puede de-
cirse que su caricter es la sutileza; se hizo famoso de un golpe, de-
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299,

mostrando el famoso ‘‘Gltimo teorema de Poincaré’’; teorema que
Poincaré habia enunciado en su fGltima memoria, aparecida en 1912,
poco antes de morir, y habia tratado inttilmente de demostrar. Es-
te teorema, puramente topolbgico, que afirma la existencia de dos
puntos fijos en un anillo sometido a una transformacién topoldgica
que conserva las Areas, y en la cual las cirecunferencias fronteras se
mueven en sentido inverso, es de importancia fundamental, segin
Poincaré habia visto, para el estudio cualitativo de las curvas inte-
grales de las ecuacionés de la dindmica en todo su campo de exis-
tencia. .

Birkhoff siguié luego estudiando los problemas topolégicos re-
lacionados con los sistemas dindmicos, obteniendo resultados de una
profundidad extraordinaria. Ha hecho una exposiciéon de conjunto
de sus trabajos en ese campo en el libro ‘‘Dynamical Systems’’, pu-
blicado en 1917 por la American Mathematical Society. Hste libro
sigue siendo, y lo serd todavia por mucho tiempo, la obra funda-
mental sobre sistemas dinidmicos. Su labor en este ecampo puede co-
locarse sin desmedro al lado de la de Poincaré y Levi Civita.

Se ha ocupado también y ha logrado aportes fundamentales a
la teoria de las ecuaciones lineales o no, en diferencias finitas, las
ecuaciones diferenciales lineales ordinarias y en derivadas parciales,
las eeunaciones integrales; especial mencién merece, por su elegan-
cia, originalidad y profundidad, su trabajo sobre ‘‘puntos fijos’’ en
el espacio funcional. Extiende en él, de manera originalisima, al
espacio funcional, los resultados sobre puntos fijos en transforma-
ciones del espacio ordinario, y logra asi demostrar, de manera sim-
plisima, y con método uniforme, los teoremas conocidos sobre exis-
tencia de soluciones de ecuaciones diferenciales e integrales.

Otro aporte fundamental de Birkhoff a la matemética es su
famoso ‘‘teorema ergddico’’, que demostré en una nota célebre pu-
blicada en los ‘‘Proceedings’’ de la Academia Nacional de Ciencias,
en el ano 1931. La célebre ‘‘hipétesis ergddica’ que Maxwell y
Boltzmann admitieron, a pesar de su extraflo caricter, porque sin
admitirla resultaba poco menos que imposible seguir adelante en
la Mecéanica Estadistica, se econvirtié, por obra del genio de Birkhoff,
en un ‘‘Teorema’’. Cosa no muy usual por cierto; lo comin es, por
Io contrario, que muchos que creemos teoremas resulten, al fin y a
la postre, axiomas o postulados. El método de demostracién de Bir-
khoff es sencillamente genial, por lo simple y a la vez por lo pro-
fundo. Puede decirse que la Mecainica estadistica ha encontrado en
el teorema de Birkhoff el instrumento que le permitird convertirse
en una diseiplina rigurosa.

A. G. D
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Sesion cientifica de la Union Matemdtica Argentina, en honor a George D.
Birkhoff, celebrada el 30 de junio de 1942

El 30 de jumio de 1942 en una de las aulas de la Facultad de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales de la Universidad Nacional de Buenos Aires, se
celebré un acto organizado por la UMA, en honor del eminente matemético
norteamericano George D. Kirkhoff, ilustre huésped en esos dias de la Ar-
gentina.

El acto fué presidido por el invitado de homor, el decano de la Facultad,
ingeniero Luis M. Ygartua, especialmente invitado, y por el presidente de la
UMA. ingeniero José Babini, Asistié también al mismo, como invitado especial,
el director del Instituto de Mateméitica de Rosario profesor Beppo Levi y un
crecido nfimero de miembros y socios de la UMA de Buenos Aires, La Plata,
Rosario y Santa Fe, asi como numeroso piblico.

Abrié el acto el presidente de la UMA quien én breves, palabras sefiald
el gignificado del acto y de la presencia en él del gran matemético norte-
americano, como estimulo a la obra que realiza la UMA y como signo pro-
misor de una mayor vinculacién cientifica y de un mejor conocimiento mituo
entre los pueblos del continente americano. A continuaeién propuso que el
profesor Birkhoff fuera designado miembro honorario de la UMA, lo que fué
aprobado por aclamacién entre grandes aplausos.

Acto seguido fueron presentadas las siguientes comunicaciones cientificas,
que resumimos a continuacién.

A. DurANONA y VEDIA. — Teoremas tauberianos sobre series dobles

El método expuesto por el profesor Durafiona, que ya fué publicado en la
Revista de la Facultad de Ciencias Matemiticas de La Plata, permite abreviar
la demostracién que diversos autores, especialmente Knopp, han dado para los
teoremas tauberianos comocidos sobre las series dobles. Con tal objeto intro-
duce notaciones simbdlicas que abrevian la escritura, previo un estudio de los
operadores que llama (T), los cuales corresponden a las operaciomes lineales
de Topeplitz-Silverman, también llamados algoritmos lineales de convergencia
¥y que Dienes designa *‘T-transformations’’.

Define ademéas el ‘‘limite conjunto’’ tipo de convergencia que equivale
a la convergencia ordinaria més la acotacién de las sumas parciales. En el
trabajo publicado desarrolly sistematicamente con este método la demostra-
cién de los teoremas demostrados por otro camino en la memoria de Knopp,
¥y de algunos otros, ya conocidos para series dobles o solamente para series sim-
ples. En esta breve exposieién oral, su autor tuvo que limitarse a dar idea del
método, del cual puede esperarse que conduzea a la extensién a las series doble§
de otros teoremas ya comocidos ahora o méas adelante para las simples, ya que
el procedimiento de demostracién resulta paralelo.
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A1BERTO GONzALEZ DoMiNGUEz. — Sobre ‘una ecuacién integral

El autor obtiene, eomo consecuencia facil de conocidos teoremas de Titch-
marsch (Conjugate trigonometrical integrals, Proe. London Math. Society, (2)
24 (1924), 109-130) y de M. Riesz (Sur les fonctions conjugunées, Math. Zeitsch-
rift, 27 (1927), 218-244), entre otros los siguientes teoremas:

Teorema 1. Sea f (t) una funcién de la clase LP (0,00), p> 1.

Existe entonces una funcién g(w), perteneciente a la misma eclase LP, tal
que en casi todo punto se cumplen las relaciones

f (7D a1 _ g, —j'f;"(” = 1)

mﬂ
o

se verifiea también

(o]

[0 0]
2) /Jg(x)|pdx_<_Mz/|f(x)|Pda:,

o

donde M depende solamente de p.

Para p — 2, el signo < debe substituirse en la férmula (2), por el
signo — .

Teorema 2. Sea f(t) una funcién acotada que satisface a una condicién
de Lipschitz de %orden a, (0 <a <1),y tal que converja la integral

—>
ff(tilgt at

Existe entonces una funcién g(z) tal que se cumplen las relaciomes (1);
g(z) satisface a la misma condicién de Lipschitz que f(%), y converge la in-
tegral

”7°g<m)
7 g
x

Estos teoremas constituyen amplias generalizaciones de resultados recien-
tes debidos a B. Gross (Sobre una transformagao integral que interessa & elec-
trotecnica, (Annais da Academia Brasileira de Sciencias, Tomo XIII, N° 1,
marzo de 1941) y a Beppo Levi (Sobre la inversion de una integral definida,
Publicaciones del Instituto de Matemética de la Universidad del Litoral, Vol.
ITI, Ne 4, pp. 119-129, 1941.)
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M. CoTrLAR. — Estudio de las funciones holomorfas wunivalentes sobre el con-
torno en un conjunio de medida positiva.

Después de definir los conceptos de ‘‘arco propio’’ y de funeibén univalente
sobre un arco propio, demuestra los siguientes resultados:

1) Toda familia compuesta de funciones univalentes sobre un arco propio
4B de longitud I, es una familia quasi-normal en fodo el eirculo|z| < r< 1
y de orden que depende s6lo de r y de v, siendo v la parte entera de 2x¢ : 7.
8i las funciones estdn acotadas en v - 1 puntos de un circulo interior a D
ellas estdn acotadas en D.

2) Toda funcién univalente sobre 4B cubre (y a lo sumo v veces) un
cireulo al origen cuyo radio depende tan solo de las primeras v derivadas en
el origen.

3) f(#) es univalente en 4B, en todo eireulo |z| < r <1, el nfimero de
ceros no excede a una constante que depende sélo de I y de r a saber

1—r 4
T: are tg(l—{_r th)

4) 8i f(2) es univalente sobre 4B se tiene Ia acotacién

TOISED 7O 4+ 0] g
L—12D
donde K(I) depende solo de I(K (2 &) = 1).
5) 8i f es univalente sobre 4B existe una regién A\ de D, contigua a 4B
¥ que depende sélo de I tal que en /\ es la funcién univalente y no se anula.
) 6) Si AB es un arco propio de una funecién f (#) continua, la serie de
¢ Taylor converge en todo punto de 4B excepto, a lo sumo, en un conjunte no
denso en 4B. Estos resultados se extienden todavia al caso en que se reemplaza
el arco de univalencia por un conjunto de medida ! > O. En particular para
I =2 se obtienen las propiedades de las funciones univalentes ordinarias.
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En 1942 la U. M. A. ha iniciado la publicacion de una nueva serie de ¢‘Me-
morias y monografias’’ de las que han aparecido hasta ahora las siguientes:
No 1.— GumLerMo KNie, Mecdnica ondulatoria en. el espacio curvo (1 volu-

men de 152 paginas).

Ademéis han aparecido tres cuadernos de Miscelanea matemdtica.
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