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SOBRE UNA PROPIEDAD DE LAS ,ECUACIONES 
ALGEBRAICAS CON RAICES REALES 

Por FERNANDO L. GASP AR 

1. - Sea la ecuación 

(r) 

y sean Xv x2, .. . ,Xn, sus n raíces supuestas distintas 'y reales.' 

Vamos a dmnostrar que existen infinitos sistemas de poli
nomios ortogonal,es len el conjunto de puntos Xv X2', ... , Xn .• 

formado por dichas raíces, que todos estos sistemas son finitos,. 
que 'el últinlo polinomio de cada uno de lellos es de grado n, 
y que es ,el mismo, siendo, len m,enos de una constante multi
plicativa, el polinomio 

que tiene, precisamente, aquellos oeros. 

En ,efecto; asignemos n pesos y i (llamados también ,pond'e
raciones <O frecuencias) en los puntos de abscisas Xi y sea 
1Pr(X) ~ un sistema de polinonlios, ortogonal en ¡ese ,conjunto 
de puntos. respecto. de los pesos y i, cuya lexistencia vamos a de
lnostrar; por tanto, deberá verificarse 

n 

.:E YiPj (Xi) P/c (Xi) =0 (j ~/= Ir) [3] 
i=r 

Si Xv X2' ... , Xn son los ceros del polinomio [2] es 

n 

.:E (ao + al Xi + ... + an X/
1

) = O 
i=I 
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por la nulidad de cada uno de los sumandos; por la misma 
razón, les 

n 

.:E Yi (ao+ al Xi+ . .. + an xLn)x/=o (S=O, 1,2, ... ) 
i=I . 

Llamando I-ts a los ln01nentos de los pesos Yies. 

n 

I-ls =.:E Y i Xi
s 

i=I 

Por tanto, resulta 

n 

.I Yi (ao + al Xi ••• + a n Xi
n) x/ = 

i=t 

(S=O, 1, 2, ... ) [5J 

de donde, la fórmula de recurrlencia de orden n 

I-ls+n = - : (ao I-ls + a1 1-ls+1 + ... + an- 1 I-ls+n-l) [6] 
n 

que 'expr1esa los momentos I-ls como combinación lineal. ele los 
n anterior,es; los coeficientes ele la combinación lineal son 
los n prim1eros coeficientes del polinomio [2], ordenado según 
las potencias crecientes de X, divididos por ,el coeficiente de x n• 

En lel caso particular de que no exista ·ponderación, esta 
r,ecurrencia r,esuIta inm'ediatam'ent,e como aplicación del cono
cido teorema de álgebra, relativo a las propiedades ,de las fun
ciones simétricas 'ent~ras de las raÍoes de una ,ecuación alg1e
braica (1). 

Ahora bien; si ,existe el sistema {P r( x) ~ ortogonal res
pecto de los pesos yi, en el conjunto de puntos Xv. x 2' ••• , X1P 

los polinomios que lo forman pueden ser siempre. escritos en 
forma de determinante, len función de los momentos I-ls (2); el 

(1) REY PASTOR,J., Lecciones de Algebra, 2'1> ed., (Madrid, 1935), pág. 153. 
(2) GASPAR, FERNANDO L" Sob1'e la finit'l¿d de los sistemas de polino'inios or

togonales en dominio discontinuo y la ley de 1'ecurrencia q'lte la iiefine. Rev. de 
la Fac. de C. Econ. 3<.1 serie, T. VIII, N9 2 (Rosario, 1939). 



de grado n, en menos de una constante multiplicativa sería, pues. 

1 X x2 ... xn 

1-10 1-11 1-12 •. ·l-1n 
Pn(x) = e 1-11 1-12 1-13 •• ·l-1n+l 

Si ,en [5] dan1,os a s los valor,es 0, 1, 2, ... , n ~ 1, obte
nemos n ,ecuaciones, de . condición a que dehen satisfaoer los 
coefic1entes ui;' leliminando las' (}Ji !entr,e la. ,ecuación. dada [1] Y 
las n ,ecuaciones lineal'es y homogéneas anteriqr,es, se 'Obtiene la 
¡ecuación 

1 X X2 ... xn 

/--Lo 1-11 1-12 ••• I-1n 
1-11 1-12 1-13 ••• I-1n+1 = o. 

El prim1er miembro de esta ecuación, es un polinomio de. 
grado n ,en x que se anula para los valores Xl' x 2' •••• , Xn , que 
son las raÍoes de la ecuación [1] ; este polinomio que no ,es otro .. 
en m'enos de una constant,e multiplicativa, que el Pn(x) ,escrito en 
forma de detlerminante según [7] les, pues; 'el mismo polinomio [2 J; 
suprüniendola última fila y laúltin1a columna se tiene un poli
nomio de gr.ado n-I; suprimiendo las dos últimas filas y las dos 
últimas columnas se tiene otro degrado n 2 y así suoesivamen-: 
te, sl!primiendolas n; últimas filas y n últimas columnas queda 
la unidad. Vamos a demostrar que estos n + 1 polinomios, in~ 
cluy,endo el Po(x) = 1, son los que forman el sistema {Pr(x)} 
y que, por tanto, cUlnpl,en la condición [3]. 

Consider,emos ,el par P j( x), Pk( x) con j < k < n. P j( x) 
será una función de la forma ~o +~1 x ... + ~j xi; lescri
biendo ,en [3] a Pj(x) ,en ,esta forma y a Pk(X) ,en forma, de de
terminant,e, es inmediato vler que la condición de ortogonalidad 
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se cumpl,e. Resulta 

n. 

~ y i P j ( Xi) PIe (Xi) = 
i=I 

1. Xi 

e ¡..to 
=0 

i=I .•.•.•.....•..........•...•. 

pues el segundo mimnbro se descOlnpone en una suma de j + 1 

deternlinantes de orden k + 1, todos nulos por tener, cada uno 
de 'ellos, la primera fila igual a la 2a., o a la 3a ., ... , o a la 
(j + 1 )-ésima; por tanto, la nulidad, en este caso, está de
mostrada. 

Si les j = k = 11" la nulidad tmnbién se verifica, pues se 
tiene la SUIna den + 1 detlernlinantes de orden n + 1 todos nu
los; los n prüu,eros lo son por tener \la primer ,fila igual a una 
de las ,n filas siguientes; :el último tan1hién lo ,es pues, por 
la ley de recurr,encia [6J, tiene la prüner fila que es cOlnbina
ción lineal, de los n siguientes. 

En camhio, si es j = k < n se verificará 

1t 

~. p2 ( ) _/_ 
..... k Xi -¡- o [8] 
i=I 

Esto resulta, innaediatalnente, siguiendo el prooedimiento 
anterior, pues se tendría unaSUlna de k -1- 1 detern1inantes de 
orden k + 1, de los cuales los k prin1eros serían nulos por tener 
la prüner fila igual a una de las l-c filas siguientes. EL últüno, 
oeternlinante, pasando la primer fila al últüno puesto, podelnos 
escribir lo así: 

~lO ~t1 . '.' ¡..tic 

¡..t1 ~l2 ••• ¡..tk+1 
(- I)lf c ....................... · ..... .. [9J 
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Form,emos" las matrices horizo.ntales sem!ejant,es con n co
lumnas y k + 1 filas (k + 1 <n) 

1 Í ..• 1 1 Yl Y2 .. yl. Yn 

Xl X 2 •• • Xk Xn Y1X l Y2X 2 .. Yk Xk··. YnXn 

X21 2 , • • X2k X2 " Y1 X2i Y2X2 2 ..• Y/cX2/c ••• Ynx2n X 2 n 
.................................... ............. ' .................. ; ............. 

k Xk k X le y X le y X le ••• l· le" 
X 1 2 •.• X le ... n 1 1 2 2 " Y/cX'/c" • YnX n 

Recordando. la ley del producto por filas de dos matrioes 
horizontal,es semejantes, si lo le:Eectuamo.s ,en este caso, obtene
mos una matriz cuadrada de .orden k + 1 que, por [4], pode~ 
mos escribir así: 

¡..to '¡..tl ••• ¡..tIc 

¡..tl ¡..t2 .•• ¡..tk-t-l 

cuy:o det'enninant'e, que no es otro que :el [9], es la suma de 
los productos obt,enidos multiplicando '"lo.s determinantes de, or
den máximo ele cada matriz, por sus ho.mólogos en la o.tra (3). 

Por tanto, el, determinante [9,] ,es igual a una suma de (k+I) 
determinantes de orden k + 1 de la forma 

1:, 1 ... 1 
2 

Xl .. 'Xn 
( - 1)" e Yl ... Yl ... Yn x 2 X2Z •• • X2n 1 

determinantes de Vandermonde "que sólo se anulan si tienen 
elem,entos iguales; por tanto, la nulidad sólo puede verificarse 
si no hay k + 1 raíces desiguales; "pero, por hipótesis,- hay n 
raÍoes desiguales y siendo k < 11, cada ~no de los sumandos ,es 

(3) REY PASTOR, J., Elementos de Análisis Algebraico, 5~ ed., (Madl'id, 
1939), pág. 260. 
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distinto de cero y positivo por s-er ¡un cuadrado. Por consig1.liente, 
el determinante [9] también es distinto de cero y positivo. ,.La 
desigualdad [8] está demostrada. 

SI del polinomio de grado n pasamos al de grado n + 1 I 

escrito len forma de det'erminante, por la ley de recurr,encia [6] 
resulta que la última, fila~s ..combinación lineal de las, n ante
dorles, por lo cual ,el polin~omio es idénticamente, nulo, y lo 
mismo ocurre con todo polinomio Ps(X) con s> n; luego el 
sistema ,es finito y el último polinomio es el de grado n. 

Por tanto' existe el sistema de polinomios {Pr( x)} que, en 
el conjunto de puntos X V 'X2' ••• , Xn , tienen, r'especto de los 
pesos yi, la siguiente prop:i:edad: ' 

f 

= o si es j =-/= k 
~ . P'( .) P , .) = o si les j = /1; > n ";;;'YL ¡Xl ./c(X l . 

i=I ;'t, 

l1= o si les j = k < n 

que es, precisam'ente, la que tienen los sistemas de polinonlios 
ortogonales ,en conjuntos finit03 de puntos '( 4,). 

Los pesos puedens~r arbitrarios y sean cuales fuerlen los 
que asignemós a ,las n abscisas xi' por lo demostradO:, s'e deduce 
que siempr,e 'existirá un polinomio de grado n, pertenec1ente a 
.un sist,ema ortogonal respecto de lesos pesos, que 'se anulará 'para 
.los' valor,es Xl' X 2' ••• , X~, le.:3 decir, que 'en menO$, de una 
constante multiplicativa, dichos polinomios son todos iguales e 
iguales al polinomio [2]. 

Además, fijados los pesos, el sist'ema ortogonal es único. 
Esto se deduoe, de inmedIato, del hecho que! dadas las n 
abscisas Xi y los n mom,entos, ¡.to, fll' fl2' ... , fln'-v existe una 
única distribución de pesos que, asignados a dichas abscisas .. 
tienen aquellos momentos, pues la determinación de élla re
sulta de la solución de un sistema de n !ecuaciones lineales no 
homogéneas 'en las n incógnitasYi' sistema que, como 8'e sabe, 
tiene solución única cuando el determinante de los coeficientes 
es distinto de oero, lo que, IEm leste caso, se v,erifica por ser, según 
la hipótesis, Xl =-/= X 2 =-(: ... =-/= Xn. 

("') GASPAR, ·FERNANDO L., Ibídem. 

\ 
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Por tanto, podemos formular el siguiente teorema: 

Toda ecuación algebralca de grado n con 'm raíoesreales, 
Zas múltiples contádas una sola vez (5), define, para cada con
junto ,<;le' pesos ,asignados 'a dichas raíces, un único sistema de 
polinomios ortogonales en' el con junto de puntOs formado por, 
las ,mismas; los sistemas son finitos y el último polinomio de 
cáda uno ,de ¡ellos es, en menos de una constante lnultiplicativa. 
el mismo, de gr¡(1Jdo m y, precisamente, el que se deduce de 
las m raíces reales y distintas de la ecuación dada. 

,2. -, Es sabido que los polinomios ort~gonales 'en un in
tervalo Ca, b), finito o infinito, ti,enen todos sus ceros r,ealesy 
distintos; ,entonces, por el teorema ant'erior, existe una co
rr,espondencia 'entr,e los polinomios de un sistema ortogonal en 
un int'ervalo, y los fsistemas finitos que se deducen 'de cada uno 
de ,ellos, ortogonales en ¡el conjunto de puntos formados por sus 
oeros'. Como, a su vez, los polinomios de un sistema ortogonal 
en un conjunto finito de puntos, tienen todos sus ceros :veales y 
distintos (6) resulta, ,en definitiva, el siguiente t'eorema que es co
rolario del anterior: 

A cada uno ,de los pdlinomios de gr,ado n, Rn (x), de un 
sist,ema { Rr (x) }, ortogonal en un intervalo (a, b), finito o in
finito, sea el sistema ponderado o sin ponderar, corresponde 
una sucesión finita de sistemas de polinomios ortogonales. El 

, primer elemen'to de la suoesión está formado' por los sistemas 
cuyo último polinomio es ,de grado n y son ortogonales en el 
con junto de puntos xl' x2' ••• ~ Xn formado por las n raíces 
r,e,ales ,de Rn (x); el segundo elemento de la sucesión está jor-

e mado por los sistelnas cuyo último polin01nio es de gr,(!do n'- 1 

y se deducen del polin01nio ¡de grado n - 1 de cada uno de' los 
sistemas anteriores y así sucesivamente. 

(5) De [4] Y [5] se .ve, inmediatamente, que si hay raíces múltiples la ley 
de recurrencia no es más de orden n sino de orden l < n y entonces, el último 
polimonio del sistema no es ya de grado n sino de grado l; siendo nulos todos 
los siguientes. 

(6) G.A.SP.A.R, FERNANDO L., Sobre algunas series funcionales, Publicaciones 
,de la Fac. de C. Matemáticas, Serie Técnico-científica, NQ 10, (Rosario, 1937), 
pág. 54. (Basta sustituir, en la demostración, J por ~). 
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3. ~ Eri un' trabajo anterior e), hemos demostrado el 
sigui'ente teorema r,elativo a los polinomios .ortogonales ,en un 
inte~valo (a, b) : 

Cada una de las n raíces de un polinomio de grado n, per
tenecient,e ,a un sistema ortogonal, es una combinación "lineal 
distint,a de los n momentos m 1, m 2 ... , n1n; el cuadr.a.do de 
cada un,ade. es,as raíces, es la misma combinación line,al de los 
II momentos m 2, m g, ••• , llln+v Y así sucesivamente haj;ta la 

. n-ésima potencia de esas raíces, cada una de las cuales es la 
misma combi,wción lineoJ.l de los n m01nentos mn' mn:+v .... 
m;n-l' 

Esas n combinaciones lineales distintas, aplicadas a los n 
momentos mo, mv ... , IDn- v resultan todas iguales a la uni
~a;d. 

Es decir, que si se tiene un sist'ema de polinomios { Rr( x) ~ 
ortogonal r'especto de una función <p(x) en un intervalo (a, b),. 
finito o infinito y, por tanto, se verifica 

si'endo <p (x) > o 'en (a, b), lns sus momentos definidos así: 

Y Xv x 2' •.• , Xn los oeros de Rn(x), existen n combinaciones li- . 
neal'es distintas tales que, designando sus coeficientes por 

... , l n ; ... , 

(1) Ibidem, pág. 34. 
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y, además,' 

=xn 

k1m 2 + k 2m g + ... + knmn+l = x2n 

1 
kllnl + k 2m 2 + ... + knmn 

k1mn +k2mn+l + ... +kll m 2n- 1 =xnn 

Ahora bien, por tener Rn (x) sus n ceros real'es y distintos, 
exist'en, por lo demostrado, infinitos sist'emas {P r( x) ~ orto
gonal'es en ¡él conjunto de puntos Xv x 2' ... , x n , que forman 
esos ceros (que también son los de los polinomios de grado n 
de dichos sistemas), siendo ,estos sist'emas finitos y 'el último po
linomio de cada uno de ,ellos ,el de grado n. Estos polinomios 
de grado n pueden s'er sienlpre escritos mI forma de deternli-: 
nante según [7], determinantes que se anularán cuando, en su 
primera fila, ,en vlez de las potencias sucesivas de x, se pongan 
las pot,encias suoesivas de Xv o de x 2' ... , o de x n , pero, 
por la o~nocida propiedad de los determinantes, cuando un de
terminante les nulo, una línea ,es combinación lineal de las 
otras. En 'el determinante [7], que ,es de orden n + 1, las n 
filas siguientes a la primera, son independientes entre sÍ, por-' 
que si no d polinomio sería idénticamente nulo, por lo tanto .. 
es la prüner fila la que resulta' combinación lineal de las 
demás, cuando se ha sustituí do en ella, ,en lugar de laa poten-
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cias suoesivas de x, las pot'encias sucesivas de los oer~s del po-
limonioo ; 

Com.o hay n oeros distintos, hay n combinaciones lineales 
distintas y llamando a l.os coeficientes de cada una d~ ellas por 

se t,endrá,' ,en forma análoga a la anterior, el siguiente siste.ma 
de igualdades: 

¡ 11 1-'-0+12 Ml + o o o +In I-'-n-l = I 

Al 1-'-0 + A2 1-'-1 + o •• + An I-'-n-l = I 

i~ .~";+ ~~"~~"""" +": "." "o" +" i~"~~~~"""" "~ ..... 

¡ ~ :,~,:; ~:,~:", t,: ,:,; ~:, ~::'"" , ,:~'.' 
. 11 I-'-n +12 I-'-n+l + ... +In 1-'-2n-l =xn

1 

r I I] 
~L 

Com.o ,existen infinitos sistemas de polinomios ortogonales 
en 'el conjunto de puntos Xv x 2, •.• , Xn, ¡existirán infinitos sis
temas de igualdades [I I] cuyos primeros miembros son iguales 
,entre sí 'e iguales a los primeros mi'embros de las igualdades [ lO]. 



UN PROGRESO' EN LA TEORIA ELEMENTAL 
DE LAS SUPERFICIES CURVAS 

Por ROBERTO FRUCHT 

Es sabido. que la teo.ría clásica de las superficies curvas 
del espacio. 'euclidiano de tres dimensiones se basa en la co.nsi": 
deración de dos «tensores (o. formas cuadráticas) fundamen
tales}) y sus invariantes. 

El primer tenso.r fundamental mide el cuadrado. de la dis
tancia ,entre do.s puntos «infinitamente vecino.s}) de la super
fide: 

ds~=Edu2+ 2 Fdudv+ Gdv2, 

siendo. u y v co.o.rdenadas curvilíneas cualesquiera eh la super
ficie; d segundo. tenso.r, que escribimo.s -(siguiendo. a Blasch
ke (1) 'en la fo.rma: L du2 + 2 M du dv + N dv2, se obtiene po.r 
ejemplo. cuandó se co.nsidera, ,en un punto. de la superficie y en 
una dir,ección du : dv que pasa po.r él, la curvatura de la «sec
ción no.rmal}), siendo. ,esta curvatura' igual al co.ciente de ,las do.s 
«fo.rmas cuadráticas fundam-entales}): 

I _ Ldu2+2Mdudv+Ndv2 

R - Bdu2+2Fdudv+Gdv2 . 

Con lo.s 6 co.eficientes E, F, G, L, ]J.l, N que, pDr 'supues
to., so.n funcio.nes de u y v, ,se pueden calcular, en cada punto. 
de la superficie, do.s impDrtantísimos invariantes, la curvatura 
de Gauss: 

(1) Véase el capítulo "Anfangsgruende del' Flaechentheorie" en el libro 
de· W.' -Bi'~schke: "Vorlesungen neb~r 'Differentialgeometrie 1: Ele;mental'e 
Diffel'entialgeoÍlú~h:ie'" (3'" edición; Berlín 1930). 
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LN-M2 
K= EG~F2 

(que se anula para superficies desarrollables), y la curvatura 
media: 

(4) 11 _ EN-2FM+GL 
~ 2 (EG-F2) . 

(que se al1:ula para las superficies mínimas). 

P,ero esos 6 coeficientes no son funciones completam,ente· 
independientes entre sÍ. Es un resultado célebre (dhéorema. 
egr,egium ») de Gauss' que la curvatura [{ 'se puede lexpresar 
también en función sólo. de E~ F~ G~ Y sus derivadas parciales, 
hasta el 20 ., orden, p . .e. en la forma (1): 

(5) [{ ~ 

1 
F1J- ~GIl 
~G 
2 v 

o ~E 
2 v 

~E 
2 v E 

~G 
2 u F 

E 

F 

~G 
2 n 

F 

G 

F 

G 

En otras palabras, L, M, N no son completam·ente indepen-· 
. di'entes de E~ F~ G~ puesto que la expresión LN - M2, en vir-· 
tud de la relación (3), es función de E~ F, G Y sus derivadas: 

(6) LN - M2= (EG - F2)I{, 

usando la letra [{ ahora como abreviación para el segundo 
mi'embro de la fórmula (5). 

Hay otra interdependencia más entre los 2 tensores funda
m-entaJes de una superficie: las llamadas ecuaciones de Co-
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aL oM oM oN 
dazzi p'ermiten 'expresar las diferencias ---- y -----

OV oa VV VU 

en función de E, F, G {y ·sus derivadas) y de L, M, N nlÍs
mas; se pueden escribir ¡en la forma (1) : 

E 
oE' 
-L oa 

(7) 
aL ojlf (~_ oF) H 1 oF 
ov -Tu= ov oa 2 (EG-F2) F ~ !JI 

G 
oG 

N oa 

E 
oE 

L ov 
o lJ( 'oN ( oF oG . 1 oF 

(8) ~-Tri= ~-~) H - 2 (EG-F2) F -111 ov 

G 
oG -N ov 

«No hay otra interdependencia 'entre los dos tensores fu n
damental'es, fuera de las expresadas por las identidades (6), 
( 7 ), .( 8)) dioen los textos de ge01ll'etría diferencial. Nada di
oen, por lo general, sobre l~ curvatura I11edia Hen función de 
E, F, G y sus ,derivadas" aunque se presenta aquí casi espon
tánealll'el1te 'el siguiente problel11a nluy interesante: ¿Dado el 
t,ensor (1) de una superficie, puede H ser una función cual
quiera, o es la curvatura I11edia tanlbién una función bien 
deterl11inada de. E, F, G y sus derivadas - tal C01110 es el 
caso de la curvatura de Gauss en virtud de la identidad (5)? 

Par'ece que ,este problema no ha sido tratadO' ell la gieo
metría difer·encial clásica y que la respuesta ha sido dada, por 
prinlera vez, 'en un trabajo del yugoslavo A. Vakselj (2) (tra
bajo que oontiene tal11bién otras contribuciones interesantes a 
la t,eorÍa de las superficies). IndependientClll'ent'e de Vakselj 
(y sin conooer su publicación), algunos años I11ás tarde ha tra
tado el InisnlO problema el nortealll'ericanoH. W. Alexander, 

(2) A. VAKSELJ: "Beitmege Z1W Flaeohentheorie ", Math.Zeitschrift, Bde 
38, Heft B (Berlín 1934). 
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en la primera parte de una interesante' publicación (3). Los 
dos matemáticos llegan al luismo resultado sorprendente: 

La c1,lrvatura media H de una superficie no está, deter-
'min'ada por E, F, G Y sus derivadas, pero, tampoco ·es com~ 

pletamente independiente de ellas; sino que hay dos ecuaciones 
difer,enciales parciales de 'tercer orden las que debe cumplir JI 
en función de las coordertadas u y v, con coeficientes' que de-
penden sólo de E, F, G Y su.:; derivadas. ' 

D:esgraciadmuente, estas 'ecuaciones diferenciales son tan 
complicadas que ninguno de los dos autores citados las inaica 
de manera explícita para coordenadas generales, de modo que 
no se podría pensaren su resolución. También los cálculos 
efectuados por los dos autores son denlasiado largos para po
der r,eproducirlos aquí, y r,equi,er,en bastant,e práctica en cálculo 
tensorial para poder seguir y conlp~ender cada detalle del 
desarrollo (4). ' , 

Por 'eso 'esperamos que' no serán sin interés las siguientes 
consideraciones ,elementales sobre cierta clase de ecuaciones 
diferenciales (a las que perteneoen las ecuacione's de Codazzi); 
pues ,ellas dejarán apareoer menos sorprendente la existencia 
dedos ;ecuaciones diferenciales parciales de tercer' orden "para 
~a curvatura m·edia H. Dernostraremos de un modo~,eneral 
que crwlquier función de L, "~t N cumpl,e (por lo general) ¡con 
dos' ecuaciones diferenciales parciales de tercer orden (con cüe
ficientes que pueden depender de 'E, F, G Y sus derivadas). 
Claro está que tales consideraciones geiwrales no quieren ni 
pueden de ninguna ,manera reemplazar los desarrollos de 
Vakselj y Alexander (4).' 

* 
* * 

(3)H. w. ALEXANDER: "The role of tlie rnean curvat1lre i1~ the imme'l'sion 
the01'Y o[ s1lrfaces", Transactionsof the American Math. Society, vol. 47, N9 2 
(March 1940). 

(4) Para quien quiera estu~iar los trabajos originales observo que en la 
fórmula (4.4) de Alexander hay, según mi opinión, un pequeño error: hay que 

reemplazar. el término' - :11 K. por + :11 ""(K, N 2). La lectura del trabajo 
2 N4 2 N4 . 

de Vakselj se ve dificultada por el hecho de que el autor cambia la nota
ción durante el desarrollo; p. e. nuestro segundo ten,sor fundamental (L, M, N) 

que en los primeros párrafos de Vakselj se llama aik, desde el § 5 en adelante 

se llama a ik, siendo pues a ik otro tensor distinto. 

/ 
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Vamos a considerar el siguiente sistema lineal de dos ecua
ciones difer'enciales parciales de primer orden para dos funcio
nes de dos variabl'es que llamaremos L(u~ v) y M(u~ v), ;envista 
de la, aplicación que har'emos más tarde a nuestro problem·a de' 
geometría diferencial. Pero, por ahora suponemos sólo que se 
trate de un sistema de dos ecuaciones que sean lineales en las 

oLoL oM oM . 
derivadas DU'~' oU ,--¡;¡¡ y cuyos coeficientes Ai y Bi sean fun-

ciones cualesqui'era de u~ v~ L~ Al: 

(9) 

Ahora bien,' 10 que nos Ínteresa no es la resolución del 
sist,ema (9), 'es decir la det'erlninación de posibles funciones· 
L Y M que cumplan con 'esas ,ecuaciones difer,enciales; !.~i.no que 
quer'emos obtener, con prooesos de eliminación y derivación~ 

ecuacione~ diferenciales par..a urva fLÍnción cualquiera <p de las 
funciones « incógnitas» L y M, la que puede depender además, 
de manera 'explícita, de las variables independi,entes u y v (5). 
D'emostrar,emos lo siguiente: 

Introduciendo~ len m:ia función <p(u~ v~ L~ 111) de 4 va-
'?¡ 

riabl'es, para las 2 variables L y M soluciones L(u~ v) y M(u., v) 
del sistema (9), <p pasará a ser una función <p(u~ v~ L(u~ v), 
M (u~ v)) de las 2 variables u y 'v sólo; como tal cmnplirá por 
lo general (es decir salvo en casos excepcionales) con dos ecua
ciones ¡diferenciales parciales ,de tercer orden bien determinadas 
las que son lineales ,en las derivadas de tercer orden o sea de 
la forma: 

siendo a~ b~ c~ :d~ e funciones de u~ v~ <p y sus derivadas par
ciales hasta el segundo orden. 

(5) Se entiende que <p debe poseer deTivadas continuas hasta el tercer orden. 
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Para demostrar ahora la existencia de 2 tales ecuaciones 
diflerencial'es para una dada función <D de L y M obs'ervalnos 
len prim'er lugar que también para ID y L como funciones « des:... 
conocidas}) habrá un sist'ema de dos ecuaciones dif,ere~ciales 
del mismo tipo. (9), siempre que la definición de la función <D 
admita una resolución respecto. de M, de la forma: 

M = f( u, v~ <D, L) ; 

pues, 'en este caso bastará reemplazar, en el sistema (9), la 
función ]JI por lel valor (10); se entiende· que hay que reem

oM 
plazar también OU por su valor: 

. !etc. 

Se ve fácilmente que el resultado de esta substitución de 
M, será otro. sistema del IuisIUO tipo (9), pero esta vez para 
las I funciones L y <D. Introduciendo letras minúsculas para 
los nuevos coeficientes, en 

tendr,enlos 'el sistenla de ecuaciones diferenciales para L y <D 
en función de u y v; las ai y b¿ serán funciones bi'en determi- . 

. of 
nadas de u, v, L, <D (por eJmuplo: al = Al + aL . A3 etc.). 

Siem pre que I ~~ '~: I c/c o, podremos resolver el sistema (1 2 ) 

aL aL 
r,especto de -su: y ov; por ,ejeIuplo será: 

(13) 

aL agb2-o2b;t o <I> a4b'!-o2b/J o <I> a57)2-0'2b5 

-¡;¡;. - alb2-~(l2b~ '?iU -- a1b2-':(l2bl • ~ -- a j b2-o2b1 ' 

;, 



- 97-

'1 ' h b ' aL 1 d d 1 yana oga ecuacion a ra para D1)" ntro ucien o toe avía nota-

ciones abreviadas para los negativos cocientes de det'erminantes 
que se presentan, podremos escribir más brevmuente: 

a<P 
a 2 D1) a;) 

U <1> 

/3 2 UV +- /3 3 ; 

nótese que tanlbién las ai y /3i serán funciones bien debermi
nadas de u, v, L, <r>" 

D'erivando la primera de las 2 ecuaciones (14) respecto 
de v~ y la segunda respecto de u, e igualando los segundos 
mienlbros así obtenidos, resultará como « condición de integra
bilidad» del sisbema (14): 

o escrito detallada~lente (y recordando el hecho de que las U.i 

y /3i son funciones de u, v, L, (f) ): 

( 16) 

aL aL 
Heenlplazando todavía ¡;¡; y ~ por los segundos mimn-

bros de las ecuaciones (1 ll), la condición (I6) llegará a ser una 
[',elación -de la forma 
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si reuniInos bajo la abreviación T todos los términos que no, 

cont'engan segwvdas derivadas de ID. Siendo, por lo general, 
al' a2, ~v ~2 Y T funciones talnbién de L, 'en (17) tenenlOs, 
pues, una relación entre la función L, las variables u, v, la 
función ID y sus derivadas hasta ,el segundo orden. No entrando 
n1ás las derivadas de la función L, podemos imaginar resuelta 
la relación (17) respecto de L, .obteniendo ele esta lnanera L 
como función de u, v, <D y sus derivadas hasta el segundo 
orden. En otras palabras, por lo general (6) la ecuación (17) 
admitirá una resolución de la fonna: 

( 
a([) ~ a2~ ~ 

L = ep a, 'V, ·ID, -S-U' ()v' vu2' va av ' 

Por fin, poden10s derivar esta última funcióncp respecto 
aL aL 

de a y v, obteniendo para ~ y ~ ciertas .exp.f'esiones que 

dependerán de a, v, ID y las derivadas de ID hasta el tercer 

d ( sera' aL _ ~.:e.- -L ~ a ([> + J2l ~ <1> _+ 
or, en p.e. aa - aa ' a <T> • aa a<T>a' au2 

Volviendo ahora al sistem.a de ecuaciones (1 [r), en sus 
primeros miembros podremos sustituir a las derivadas parciales 
aL aL 
-,,- y -" - sus valores que aCaballl'OS de desarrollar, y si todavía úa uV . 

en los segundos miembros de (I~}- 'en las funciones Ui y 
~i que pueden depender de L - r,eemplazamos L simnpre por 
la ,expr.esión cp indicada por la relación (18), el sistmna (1 ú) 
se transformará ,en dos ecu;(lciones diferenciales parciales de 
tercer or,den para <P (en función de a y v) sólo (es decir sin 
entrar más las funciones L y M de las que han partido nuestras 

(6) No ofrece ningun interés el caso de no ser posible una resolución de la 
forma (18) por no figurar L en la relación (17); pues en tal caso tendríamos 
en (17) hasta una ecuación diferencial de segundo orden para ([> (cuya deriva
ción respecto de Uf y V nos daría inmediatamente dos ecuaciones diferencial,~s 

de tercer orden para ([>. 
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co.nsideraciones). Aun sin efectuar to.das 'esas substitucio.nes, se 
ve claralnente que las dos ecuaciones difer,encial,es o.btenidas so.n 
lineal'es 'en las 4 derivadas de teroer orden 

* 
* * 

¿ Cómo. se aplican ahora las 'co.nsideracio.nes generales que 
acabamos de haoer, al caso. de la curvatura media H de una 
superfide? 

Considerando. E, F, G como. funciones conocid!as de las 
. variables u y v, podemos usar la relación (6) para expresar N 
en función de L y M: 

( 19) 

[( sirve aquí co.mo. abr,eviación . para el 2 O. mielubro de la 
identidad (5). 

Heemplazando. este valor de N.· en las ecuacione,s (7) Y 
(8) de Codazzi, estas últimas nos darán un si~tema de ecuu
cionesde la fdrma 

aL 
av 

aM 
au 

, · . aE 
=A(u,v,L,M,E,F,G, -¡;Z;, ... ) 

M2+(EG-F2)K aL 
L2 au 

. 2M aM aM aE 
l --L . -~-+-:-- =B(u,v,L,~l,E,F,G., --;:-,' .~.) 

~u ' uV· uu 

en donde A y B sirven como abreviacio.nes para funciones
«complicadas», pero. ~ien determinadas de u, v, E, F, G (y sus 
derivadas), L, M. 

Por 10' tanto, si E, F, G so.n funciones dadas de u y ·v, en 
(20) t,enemo.s pa;ra las dos fl,lnciones L(u,v) y M(u,v) un sis
tem'u de ,ecuaciones di:Eerendales lineales' del tipo (9). (Por 
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2M 
ejemplo será A1 =0, A2 =1, B3 =- L ,'etc.). 

Por consiguiente, habrá por lo general dos ecuaciones di
fer,encial'es parciales de tercer orden para cualquier función <1> 

de L y M, Y también para cualquier función de L, ~1, N, 
puesto que N, 'en virtud de (19), es lexpresable por L y JI. 
Por ejemplo, podr,emos tomar, como función <1>, la curvatura media 
H, la que, por su definiCión (4), es una función de u, v, 1.1, !JI 
Y N, si co.nsideramos E, F, G como funciones dadas de u y v. 
Si,em pre que todas las suposiciones hechas más arriba (en el 
desarrollo general) s'ean cumplidas, nuestras consideraciones ele
luentales nos enseñan que la existencia de dos ecuaciones dife
renciales parciales de tercer orden para la curvatura m'edia es 
una cons,ecuencia formal de las identidades (6) , ( 7) Y (8) 
entre los dos tensores fundamentales de una superficie. 

D,esgraciadam,ente, 'el cálculo ,efectivo. de las dos ecuaciones 
dif.erenciales para H, según el método gelieral cohsiderado por 
nosotros, no parece ser posible por varias dificultades de orden 
práctico (p .e., siempre en el caso de H 'como función <1>, no 
parece posible' ,encontrar, de la manera indicada, una reso
lución explícita del tipo (18) para la relación (17), por ser 
demasiado «complicada» la función T que entra en esta última). 

Univ,ersidad Técnica F. Santa :María 
Valparaíso (Chile), 1941. 

TEMAS PROPUESTOS 
36. - Estudiar la sucesión r,ecurr¡ente U v u2' us, ... defini- . 

da por la relación 

yen 'especial obtener la relación existente ,entrle p 1 térnli-
nos cualesquiera uno' Un l' ... , U np · 

J. Babini 

37. - Estudiar las propiedades de la función introducida 
por Legendr1e (Exercices vol. 1, p. 262) definida así: 

(x,n)m= ~+( ~ )m+( +1 )m+ ..... . , x x n . x 2n 



CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS 

No. 9. Si al' a2, ••• , an son los términos de una progresión 
n. 

armónica, demostrar que: ..:E dr-l e n, r = n al; siendo d la razón 
r=l 

de la progresión aritmética yen, r los productos de las ,a tomadas 
de r en r. 

Si desarr.ollalTIos el siguiente producto de binomios: 

(I + al d) (I + a2 d) ... (I + an d) = I + d (al + a2 + ... + an) + 
d2 (al a2 + ... + an- l an) + ... 

+ dn al a2 ••. an es la sumatoria expresada ,en ,el prim,er miembro, 
n 

aumentada en I y multiplicada p.or d; .o sea: ..:E d,.-l en, r = 
r=l 

(I + al d) (I + a2 d) ... (I + an d) - I 
d 

Pero siendo al' a2, ••• , an una. pr.ogresiÓn armónica, es ~ . 
0,1 ' 

I ; '" ~ una progDe,sión aritmética de razón d; luego un término 
·a2 an • 

cualquiera :. se obtiene mediante el alg.oritmo siguiente: 
1 

luego, '8ustituyendo los binomios por los valores dados en (I), Desulta: 

al a2 a n- l (+ d) n -.- ••• -- I an-I 
~dr-l e . _ _ a::-2 -------Co,3~ __ a~n-::-____ _ 

¿;;;;,¡, .n,1- , d 
J'=1 

y Isustituy,endo an por el valor d~do en (2): 

n a d 
;E:dr- l en, r = dI [( I + al (n - 1) d) (I + + ( 1 ) d ) -!- 1] = 
~ 1 n-I ~ 

= ~ (I + al (n - I) d + al d - I) ... 

n 

:E-dr- l en, t = n al' 
r=l 

Juan José Rodríguez 
Alumno de 2g Año de Matemáticas del 1. N. P. S. 



ENIGMAS DE LA MATEMATICA 

nI. - LA «HIPÓTESIS DEL· CONTINUO» 

La teoría de conjuntos {ifieada por Cantor, en el último tercio 
del siglo pasado, tiene como base lelconoepto de potencia de un con
junto infinito, generalización del conoepto de número cardinal de ( 
un conjunto finito. Según Cantor, ·dos conjuntos tienen la misma . 
potencia cuando se puede estableoer 'entre los eLementos de ambos 
una correspondencia biunívoca, es decir, una correspondencia tal que 
a cada ,elemento de un conjunto le cor:r.esponda un elemento y uno 
f3010 del otro ,conjunto. 
. Este oonoepto careoería de mayor interés si todos los conjuntos 

infinitos tuvieran la misma potencia; toda la teoría de Cantor, la 
mayor contribución a la matemática desde la invención del cálculo 
infinitesimal, fieposa en última esencia en el hecho de que existen; 
oopjuntos infinitos que tienen 'distinta potencia; 'el ,primer ejempLo 
que dió Cantor para demostrar íesta proposición es" particularmente 
notable por la importancia de los dos conjuntos que lo constituyen, 
el conjunto de los números' naturales y el conjunto de Jos números 
re.ales. 

Los conjuntos que tienen la misma potencia que el de los nú
meros fieales se dicen de potencia del continuo (entre ellos figura el 
con junto de los puntos de un espacio cartesiano de cualquier número 
de dimensiones); los conjuntos que tienen la misma potencia que el 
de los números naturales se dicen numerables (entre ellos figuran 
el conjunto de los números racionales y el de los números alge
braioos). 

Una v,ez estos resultados establecidos se plantea natura1mente' el 
siguiente problmna: ¿todo conjunto de números o de puntos del plano 
o de puntos de un espacio cartesiano de cualquier número de dimen
siones, será forzosamente numerabl~ o de potencia del continuo? 

La respuesta de esta pregunta es, posiblemente, el más importan
te de los problemas sin resolver de la matemática actual y ya Hilbert, 
en su famosa conf.erencia del Congreso de Matemáticas de París a 
comienzos del pres'ente siglo, lo clasificaba en primer lugar entre los 
problemas no l~esueltos de la matemática. 

La r,espuesta afirmativa a :esta cuestión constituye la «hipótesis 
del continuo», que puede por tanto enunciarse como la hipótesis de 
que todo conjunto no numerable de números reales tiene la potencia 
del continuo. 

Esta hipótesis es equival,ente, tina vez definidos los conceptos de 
mayor y m,enor potencia de dos conjuntos (un conjunto se dice de 
menor potencia que otro cuando tiene la misma potencia que un 
subconjunto de este último y la recíproca no se verifica), a afirmar 
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que nO' existe ningún cDnjuntD de potencia mayDr que la de los 
conjuntos numerables y menor que la del cDntinuD. 

Puede darSle otra manera de enunciar la hipótesis del cDntinuO' 
ligada con el concepto de númerO' Drdinal de un cDnjuntD. 

Un conjunto se dice que ,está ordenado cuando, ,dados dos lCle
n1!entos a y b, se puede decir o hi,en qu,e a pr,ecede a b O' que, b 
pDecede a a, y esta relación :es transiti.va. 

Un elementO' al que no le pDecede ningún Dtro de ,un conjunto, 
se dice el primer elemlento del conjunto, y un conjmltD tal que ,todo. 
suhconjuntD no nulo admita un primer elemento se llama bien 
ordenado. 

Dos cDnjuntos ordenados se dice que tienen el mismo tipo de 
orden o el mismo nÚlnero ordinal cuandO' se puede 'establecer cutr,e 
ambos una cDrI~espondencia biunívoca y que conserve el orden en los 
elementos homólogos. Evidentemente, dos conjuntos que ,tienen el 
mismo tipO' de orden tienen la misma potencia, pero la recíproca en 
cambiO' nO' es cierta (1). 

El conceptO' de tipO' de orden o de númerO' ordinal de un COll

jmlto se aplica en particular a los conjuntos bien ordenados. Los 
números O'rdinales de los conjuntO's finitos se dicen' que son de clase 
1 y los correspondientes a lO's conjuntO's bien ordenados numerables 
son los llluneros transfinitos de clase II. Ahora bien, se, demuestra que 
el conjunto de todos los númerOS transfinitos de clase n ·noes nume
rahle y que no existe ninguna potencia intermedia 'entre la de los 
conjuntos numerables y la de este conjuntO'. 

La hipótesis de que esta. potenCia es la del cO'ntinuo 'es otra 
forma distinta de enunciar la. hipótesis del continuo; se llama tam-
hién la hipótesis H). . 

Estas dos maneras de enunciar la hipótesis del cO'ntinuo son equi
valentes, pero', si bien es verdad que se demuestra que la hipótesis H) 
implica que todO' conjuntO' no numerable de números reales tiene la 
pO'tencia del cO'ntinuo, la dmnostración de la recíprO'ca nec-esita la 
aplicación del axioma de Z,ermelD. 

Si se pudiera demostrar la hipótesis del continuo, la 'teO'rÍa de 
conjuntos se simplificaría grandemente, puestO' que para JemO'strar 
que un conjunto de números r.eales, o de puntos de un plano, 
o de un lespacio cartesiano, tiene la potencia del continuo¡, bastaría 
demostrar que no es finito ni numerabl,e, lO' que simplificaría muchas 
demostraciones; pO'r otra parte, la hipótesis H) implica la existencia de 
un conjuntO' bien O'rdenadO' de potencia del con'tinuD, luegO' apoyán
dose 'en ena poarían demostrarse, sin utilizar ~l axioma de ZermelD, 
los teoDemas cuyas demostr,a~iones Iseapoyan 'en un cas.o parti.cular del 

(1) . Ver por ejemplo: SIERPINSKI, Legons sur les nombres transfinis. 
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reoftema de Zermelo, es decir en la existencia de un conjunto bien 
ordenado cuyos . elementos son todos los números reales (2). 

El problema de la :r,esolución afirmativa' o negativa de la hipó
tesis del continuo ha sido el objeto de numerosos trab~os de _parte 
de los matemáticos conbemporáneos, pero hasta ahora sin ningún 
Desultado; lestos esfuerzos, no obstan'te, han servido para estabLecer 
numerosas proposiciones que son consecuencia y aun que son equi
valentes a la hipótesis del continuo, sin que en ningún caso se haya 
encontrado una contradicción que hubiera probado la falsedad de ~a 
hipótesis. Por otra parte existen hoy día matematicos que cr,een en 
la imposibilidad de resolver este problema sin ,admitir un nuevo 
axioma (3). 

Vrunos ahora a enunciar algunas proposiciones que no ban po
dido ser demostradas 'Sin la ayuda de la hipótesis del continuo o que 
son equivalentes a ésta y que, como veI"emos, se r,elacionan con diversasl 
ramas de la matemática actual. 

Son equivalentes ' a la hipótesis del continuo, les decir, que admi
tida ésta se pueden demostrar y recíprocamell'~e de ,ellas se puede 
deducir la hipótesis, las proposiciones sigui,entes: ' , 

A) «El conjunto de todos los puntos del plano es una suma ae 
dos conjuntos, de los cuáles uno tiene como intersección con toda 
paralela al eje de abscisas un conjunto a lo más numerable, y el 
otro tiene como ill'~ersección con toda paralela al ej,e de ordenadas un 
conjunto también a lo más numeráble 0es decir nulo, finito' o nu
mer,able) » . 

B) «El 'espacio ordinario de tr,es ,dimensiones es una suma de una 
infinidad numerable de curvas». Se entiende por curva -en este caso 
el conjunto de todos los puntos (x, y, z) que satisfaoen a las 'ecual
ciones x = I (z), y = 9 (z), o a las análogas considerando la x o la y 
como variables :independientes, siendo las funciones f y 9 funciones 
unívocas de una variable real. 

C) «Existe una sucesión de funciones unívocas 'de una variable 
!'leal 11 (x), 12 (x):, ... In (x), ... tal que cualquiera que s'ea el conjunto 
no numerable de números reales que se considere, todas las funciones 
de la suoesión, salvo a lo más un número finito., transforman dicho 
conjunto 'en el conjunto de todos los números reales». 

C) Recordemos que el enunciado del' teorema de Zermelo es que "todo con
junto puede ser, de una posibilidad ideal, considerado como conjuuto de ele
mentos . de un conjunto bien ordenado". 

(3) A los eminentes matemáticos que han dedicado sus esfuerzos a resolver 
este problema sin conseguirlo pero que han hecho progresar la matemática en 
general y eu particular la teoría de conjuntos, se les podría aplicar la conocida 
frase del Dr. Letamendi, "El que se dedique a tirar piedras a la Luna no con
seguirá su objeto, pero llegará a ser el mejor tirador de su país", sin que esto 
signifique prejuzgar la posibilidad o imposibilidad de la resoluci6n de este 
problema. 
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D) «El conjunto de todos los números :reales es una suma de 
conjuntos crecientes y numerabLes». Varios conjlllltos se dice, que son 
crecientes cuando tomados dos conjuntos distintos cualesquiera, uno 
de -ellos es parte alícuota del otro. 

E) «Existe en el espacio de Hilbert un conjunto no numerable 
de puntos tal que ningún subconjunto no numerable sea homeomorfo 
a una parte de un espacio euclidiano». 

Las proposiciones que vamos a citar ahora son simpl,emente con
secuencia de la hipótesis del continuo, es decir, que admitida ésta 
las proposiciones quedan demostradas, pero en cambio si postulamos 
la validez de las proposiciones no SabeIllOS deducir la hipótesis del 
continuo, quedando por tanto la posibilidad de que puedan más ade
lante demostrars'e sin utilizar la hipótesis; vamos a ,enunciar algunas 
de ellas: 

1) «Existe un conjunto lineal dé potencia del continuo que ad
mite como intersección con cualquier conjunto lineal perf,ecto no denso' 
un conjunto a lo más numerable». 

2) «Existe un conjunto lineal de potencia del continuo del que 
toaas las imágenes homeomorfas son de medida nula». 

3) «Existe un 'conjunto p~ano de potencia del continuo tal ,que 
todo subconjunto no numerable del mismo no 'es medibLe superficial
mente en el sentido de Lebesgue». 

4) «Entre los tipos de dimensiones de Fréchet .de los conjuntos 
lineales no numerables no existe ninguno que sea el más pequeño». 

/ Otra de las consecuencias de la hipótesis del continuo se rela-
ciona con -el llamado problema de la medida generalizada; es sabido 
que existen conjuntos de puntos que no son medibles 'en el sentido de 
Lebesgue; lógicmnente se plantea el problema de encontrar otra defi
nición de medida de un conjunto que comprenda a la de L,ehesgue y 
que esté definida para cualquier conjunto de puntos. Ahora_ bien, si 
se admite la hipótesis del continuo se demuestra que no es posible esta 
definición de medida, es decir se demuestra que: 

5) No existe ninguna función real de conjunto lineal, es decir, 
una función meE), que haga corresponder a cada conjunto E un 
número real finito meE), y que v-erifique las condiciones siguientes: 

a) meE) está definida cualquiera que sea el conjunto lineal E. 
b) meE) no es idé1~ticamente nula. 
e) meE) es completamente aditiva, les decir que cualquiera que 'sea 

la sucesión de conjuntos sin parte común El' E2, ••• En, ... se verifica 

co co 

.2 m (Ei) = m (.2 Ei) 
1 1 

d) meE) se anula si E s,e compone de un solo punto, y en 
virtud de c) también si E es un conjunto num'erable. 
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'f,erminamos!esta exposlclOn r.emitiendo al lector para su am
pliacióny para las demostraciones de los r,esúltados en ella enuncia
dos a la obra ,del ,eminente matemático. fundador de la 'escuela polaca,. 
Waclaw Sierpinski, titulada «Hypothese du continu» (de la colección 
de monografías matemáticas de la Univ'ersídad de Varsovia). En ella 
encontrarán además muchas más proposiciones equivalentes a la 
hipótesis del continuo o consecuencias de ella, así como un estudio del 
problema del continuo y de la llamada hipótesis del continuo gene
ralizada, problemas de importancia en teoria de conjuntos pero que 
aquí no pod,emos hacer más que enunciar. 

Manuel Balanzat 

VARIA 

12. - Una disertación, de Weyl 807n"e el pensar ¡nate1nático 

En ocasión del segundo centenario de la University of Pennsylvania, se 
celebraron reuniones y conferencias, una de las cuales estuvo a cargo de Her
manll Weyl, quien disertó sobre: The mathematical way of thinking, enten
diendo por elio, en primer lugar la forma de raciocinio a tra~és del cual la 
matemática. penetra en las ciencias del mundo exterior: física, química, biología, 
economía, etc., así como en el pensar común; y en segundo lugar la forma 
de raciocinio que el matemático aplica en su propio campo. Caracteriza el pen
sar matemático como un pensar concretamente, que se enfrenta cara a cara 
con las cosas, y como un pensar abstracto que reemplaza las ideas intuitivas 
por puros símbolos. Toda la disertacIón está impregnada por la tendencia cons
tructivista de la matemática, aunque al final la compara COn la tendencia 
axiomática l'efiriéndose a los esfuerzos de Hilbel't y al teorema de Godel, con
cluyendo, l'especto ele los fundamentos de la matemática, que nunca como hoy 
hemos estado tan poco seguros de los fundamentos últimos sobre los que ella 
descansa; lo que no impide, termina diciendo la intel'esante. disertación, que 
esta ciencia, a pesar de su edad y de su creciente complejidad, no esté afectada 
por una esclel'osis pl'ogl'esiva y, por el contl'al'Ío, siga intensamente viva y 
alimentándose continuam:ente a través ele sus profundas raíces al'raigadas en 
la mente y en la naturaleza. 

De St11,d'ies in the hist01"y of Science. Philadelphia, 1941. 

13. - De la c01Tespondencia de Hermite a S"tieltjes 

, 'Querido amigo. mucho me alegro de tener conocimiento de su opinión de 

que hay que transfornial'se en naturalista pal'a observar los fenómenos del 
mlllldo aritmético. Su doctrina es la mía; yo no cl'eó que los númel'os y las 

funciones del análisis sean productos arbitrarios de nuestro espíritu; más bien 
pienso que tienen existencia fuel'a de nosotros, con el mismo cal'ácter de nece
sidad que los objetos de la realidad objetiva, y que nosotros los encontramos 
o los descubl'imos y los estudiamos lo mismo que los. físicos, los químicos o los 
naturalistas' '. 



PROFESOR GEORGE D. BIRKHOFR 

A mediados de este afio fué grato huesped de la Argenti:na, el 
matemático norteamericano George D. Birl-dwff, profesor en la Uni
versidad de Harvar.d. Durante su breve permanencia entre nosotros 
desarrolló una fecunda -actividad, pronunciando conferencias en uni
versidades e instituciones- científicas e interviniendo en reunionieS! 
científicas. La Unión Matérnática Argentina -tuvo el placer de cele
brar una sesión en su honor, de la cual se da cuenta en otro lugar 
de esta Revista, y en la que fué por aclamación designado miembro 
honorario de la Unión. A conlirmación publicamos una breve noti
cia biográfica del ilustre huesped. 

N ació en Overisel, pequeña comunidad holandesa del Estado 
. de Michigan, en 1884. Su padre, holandés de nacimiento, ejercía la 
medicina en ese pueblo. El prof. Birkhoff está orgulloso de su as
cendencia holandesa y habla con veneración de sus ascendientes, que 
ocuparon cargos espectables en su país durante varios cientos de 
años. 

Permaneció seis años en el Lens Institute, de Chicago,que fué 
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uno de los primeros Junior Colleges del país. Después ingresó en 
la Universidad de Harvard, en la que se graduó de "bachelor", 
título equivalente al nuestro de licenciado. Obtuvo luego una beca 
para ir a estudiar al extranjero, pero prefirió continuar sus estudios 
en la Universidad de Chicago, que pasaba en aquel entonces por 
su edad de oro y reunía a las figuras científicas sobresalientes del 
país: los físicos Millikan (después premio Nobel) y Michelson; los 
matemáticos Moore, Bolza y Dickson y el filósofo Dewey. Moore 'lo 
hizo inmediatamente su asistente. Obtuvo en Chicago nuevamente 
una Beca, que aceptó por el honor que ello significa, aunque en rea
lidad no la necesitaba, pues su familia estaba en situación acomoda
da. Obtuvo su grado de doctor en Matemáticas en 1907, a los 23 

, años, ~dad mucho más temprana de la' usual. Inmediatamente fué 
nombrado Profesor en la Universidad de Wisconsin, donde a la 
Sl::17;Ón era van Vleck, otro matemático de ascendencia holandesa, di
rector del Departamento de Matemática. 

Después pasó a la Universidad de Princeton durante tres años. 
Allí fué hecho profesor titular. Para ese entonces ya había publicado 
trabajos notables, y la Universidad de Harvard le ofreció incorpo
rarlo a su seno. El Prof. Birkhoff aceptó el ofrecimie~to, y en Har
vard ha permanecido desde entonces. 

El Prof. Birkhoff realizó en Harvard trabajos extraordinarios 
que le valieron la admiración universal. Pero si su carrera científi
ca ha sido descollante, no ha sido menor su éxito como maestro y 
como organizador. A la cabeza del Departamento de Matemática 
de Harvard ha realizado una obra benemérita para la matemática" 
norteamericana. Ha formado discípulos que son hoy los primeros 
matemáticos norteamericanos; Morse, ahora profesor en el Institute 
oI Advanced, continuador muy original de la obra matemática de 
Birkhoff; Marshall Stone, a quien han hecho famoso sus Memorias 
y un libro reciente sobre el espacio de Hilbert; su propio hijo, el 

, profesor Garrett Birkhoff, también famos'o antes de los treinta años; 
Saunders Mc Lane, algebrista de gran vuelo, y muchos otros. 

Los honores se acumularon rápidamente sobre este matemático 
de genio. Miembro de la Academia Nacional de Ciencias a la edad 
mínima, antes de los treinta y cinco años, pertenece también a to~ 
das las corporaciones científicas norteamericanas. Es asimismo miem:
bro de las principales sociedades doctas del mundo: la Academia 
de París, la Academia Pontificia, las de Güttingen, Berlín, Estocol
mo; prácticamente todas las del mundo. A fuer de hombre de ciencia 
moderno, no ha permanecido ciertamente encerrado en su cuarto de 
estudio: ha recorrido el mundo ya dos veces, y ha dictado cursos, 
especialmente invitado, en París, en Roma, en Cambridge, en Lon
dres, en Berlín, en Gotinga, en las principales universidades del 
mundo. 

En cuanto a la producción matemática de Birkhoff, puede de
cirse que su carácter es la sittileza; se hizo famoso de un golpe, de-
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mostrando el famoso "último teorema de Poincaré"; teorema que 
Poincaré· había enunciado en su última memoria, aparecida en 1912, 
poco antes de morir, y había tratado inútilmente de demostrar. Es
te teorema, puramente topológico, que afirma la existencia de dos 
puntos fijos en un anillo sometido a una transformación topológica 
que conserva las áreas, y en la cual las circunferencias fronteras se 
mueven en sentido inverso, es de importancia fundamental, según 
Poincaré había visto, para el estudio cualitativo de las curvas inte
grales de las ecuaciones de la dinámica en todo su campo de exis
tencia. 

Birkhoff siguió luego estudiando los problemas topológicos re
lacionados con los sistemas dinámicos, obteniendo resultados de una 
profundidad extraordinaria. Ha hecho una exposición de conjunto 
de sus trabajos en ese campo en el libro "Dynamical Systems", pu
blicado en 1917 por la American Mathematical Society. Este libro 
sigue siendo, y lo será todavía por mucho tiempo, la obra funda
mental sobre sistemas dinámicos. Su labor en este campo puede co
locarse sin desmedro al lado de la de Poincaré y Levi Civita. 

Se ha ocupado también y ha logrado aportes fundamentales a 
la teoría de las ecuaciones lineales o no, en diferencias finitas, las 
ecuaciones diferenciales lineales ordinarias y en derivadas parciales, 
las ecuaciones integrales; especial mención merece, por su elegan
cia, originalidad y profundidad, su trabajo sobre "puntos fijos" en 
el espacio funcional. Extiende en .él, de manera originalísima, al 
espacio funcional, los resultados sobre puntos fijos en transforma
ciones del espacio ordinario, y logra así demostrar, de manera sim
plísima, y con método uniforme, los teoremas conocidos sobre exis
tencia de soluciones de ecuaciones diferenciales e integrales. 

Otro aporte fundamental' de Birkhoff a la matemática es su 
famoso "teorema ergódico", que demostró en una nota célebre pu
blicada en los "Proceedings" de la Academia Nacional de Ciencias, 
en el año 1931. La célebre "hipótesis ergódica" que Maxwell y 
Boltzmann admitieron, a pesar de su extraño carácter, porque sin 
admitirla resultaba poco menos que imposible seguir adelante en 
la Mecánica Estadística, se convirtió, por obra del genio de Birkhoff, 
en un "Teorema". Cosa no muy usual por cierto; lo común es, por 
lo contrario, que muchos que creemos teoremas resulten, al fin y a 
la postre, axiomas o postulados. :El método de demostración de Bir
khoff es sencillamente genial, por lo simple ya la vez por lo pro
fundo. Puede decirse que la Mecánica estadística ha encontrado en 
el teorema de Birkhoff el instrumento que le permitirá· convertirse 
en una disciplina rigurosa. 

Á. G. D. 



CRONICA 

Sesión científica de la UniÓ1~ Matemática Argentina, en honor a George D. 
Bir7choff, celebrada el 30 de junio de 1942 

El 30 de junio .de 1942 en una de las aulas de la Facultad de Ciencias 
Exactas, Físicas y Naturales de la Universidad Nacional de Buenos Aires, se 
celebró un acto organizado por la UMA, en honor del eminente matemático 
norteamericano George D. Kirkhoff, ilustre huésped en esos días de la Ar
gentina. 

El acto fué presidido por el invitado de honor, el decano de la Facultad, 
ingeniero Luis M. Ygartua, especialmente invitado,. y por el presidente de la 
UMA ingeniero José Babini. Asistió también al mismo, como invitado especial, 
el director del Instituto de Matemática de Rosario profesor Beppo Levi y un 
crecido número de miembros y socios de la UMA de Buenos AiI-es, La Plata, 
Rosario y Santa Fe, así como numeroso público. 

Abrió el acto el presidente de la UMA quien en breves", palabras señaló 
el significado del acto y de la presencia en él del gran matemático norte
americano, como estímulo a la obra que realiza la UMA y como signo pro
misor de una mayor vinculación científica y de un mejor conocimiento mútuo 
entre los pueblos del continente americano. A continuación propuso que el 
profesor Birkhoff fuera designado miembro honorario de la UMA, lo que fué 
aprobado por aclamación entre grandes aplausos. 

Acto seguido fueron presentadas las siguientes comunicaciones científicas, 
que resumimos a continuación. 

A. DURAÑONA Y VEDIA, - Teo1'e'mas ta'uberianos sob1'e se1'ies dobles 

El método expuesto por el profesor Durañona, que ya fué publicado en la 
Revista de la Facultad de Ciencias Matemáticas de La Plata, permite abreviar 
la demostración que diversos autores, especialmente. Knopp, han dado para los 
teoremas tauberianos conocidos sobre las series dobles. Con tal objeto intro
duce notaciones simbólicas que abrevian la escritura, previo un estudio de los 
operadores que llama (T), los cuales corresponden a las operaciones lineales 
de Topeplitz-Silverman, también llamados algoritmos lineales· de convergencia 
y que Dienes designa "T-transformations ". 

Define además el "límite conjunto" tipo de convergenci~ que equivale 
a la convergencia ordinaria más la acotación de las sumas parciales. En el 
trabajo publicado desarrolló sistemáticamente con este método la demostra
ción de los teorelJlas demostrados por otro camino en la memoria de Knopp, 
y de algunos otros, ya conocidos para series dobles o solamente para series sim
ples. En esta. breve exposición oral, su autor tuvo que limitarse, a dar idea del 
método, del cual puede esperarse que conduzca a la extensión a las series doble§ 
de otros teoremas ya conocidos ahora o más adelante para las simples, ya que 
el procedimiento de demostración l'esulta paralelo. 
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ALBERTO GONZÁLEZ DOMíNGUEZ. - Sob1'e' una ecuación integral 

El autor obtiene, como consecuencia fácil de conocidos teoremas de Titch
marsch (Conjugate tl'igonometrical integrals, Proc. London Math. Society, (2) 
24 (1924), 109-130) Y de M. Riesz (Sur les fonctions conjuguées, Math. Zeitsch
rift, 27 (1927), 218-244), entre otros los siguientes teoremas: 

Teorema 1. Sea f (t) una función de la clase LP (0,00), p> 1. 

Existe entonces una función g(x), perteneciente a la misma clase LP, tal 
que en casi todo punto se ·cumplen las relaciones 

1) 

se verifica también 

co co 

2) !lg(X)I
P dx.:sM~ !lf(X)( dre, 

donde M depende solamente de p, 

Para p = 2, el signo.:s debe substituirse en la fórmula (2), por el 
signo =. 

Teorema 2. Sea f(t) una función acotada que satisface a una condición 
de Lipschitz de ,orden a, (O < a < 1), Y tal que converja la integral. 

Existe entonces una función g(x) tal que se cumplen las relaciones (1); 
g(x) satisface a la misma condición de Lipschitz que f(t), y converge la in
tegral 

-+00 f g~X) dx. 

Estos teoremas constituyen amplias generalizaciones de resultados recien
tes debidos a B. Gross (Sobre una tmnsformagao integral que interessa á elec
trotecnica, (Annais da Academia Brasileira de Sciencias, Tomo XIII, NQ 1, 
marzo de 1941) y a Beppo Levi (Sobre la inversión de una integral definida, 
Pu blicaciones del Instituto de Matemática de ·la Universidad del Litoral, Vol. 
III, NI} 4, pp. 119-129, 1941.) 
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:M. OOTLAR. - Estudio de las funciones holomo1'fas un,ivalentes sobre el con
torno en. un eonj~tnto de medida positiva. 

Después de definir los conceptos de "arco propio" y de función univalente 
sobre un arco propio, demuestra los siguientes resultados: 

1) Toda familia compuesta de funciones univalentes sobre un arco propio 
AB de longitud l, es una familia quasi-normal en todo el círculolzl < r < 1 
Y de orden que depende sólo de r y de v, siendo v la parte entera de 2 1C : "Z. 

Si las funciones están acotadas en v + 1 puntos de un círculo interior a D 
ellas están acotadas en D. 

2) Toda función univalente sobre AB cubre (y a lo sumo v veces) un 
círculo al origen cuyo radio depende tan solo de las primeras v derivadas en 
el origen. 

3) fez) es univalente en AB, en todo círculo Izl < r < 1, el número de 
eeros no excede a una constante que depende sólo de l y de r a saber 

(l-r Z) 
1C: are tg --tg-. l+r 2 

4) Si fez) es univalente sobre AB se tiene la acotación 

I f (z) I .:s K (l) [f' (O) + .... + IV (O) ] Izl 
(1-lzj)2 

donde K(l) depende solo de l(K (2 1C) = 1). 
5) Si f es univalente sobre AB existe una región ~ de D, contigua a AB 

y que depende sólo de l tal que en ~ es la funciÓn univalente y no se anula. 
6) Si AB es un arco propio de una función f (z) continua, la serie de 

Taylor converge en todo punto de AB excepto, a lo sumo, en un conjunto no 
denso en AB. Estos resultados se extienden todavía al caso en que se reemplaza 
el arco de univalencia por un conjunto de medida l > O. En particular para 
1 = 2 'lt se obtienen las propiedades de las funciones univalentes ordinarias. 
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ra q'lW 'l¿na !1l1wión ?ea infegral ele Laplace. ',t. 

5. -.L. NIKOLA OBRECIIKOFF. SU?' la sommation absol1¿e par la transformatión 
el' Euler eles séries clivergen tes. 

6. - RICARDO SAU JUAN. 'DéT'ivación e integráción, ele series asi1tt6ticas. 
7. - Resolución adoptada por lJl. U~ M. A, eil la cuestión promovida por 

el 'Sr. Ca~'los Bi&"~geri. 

VOLUMEN IV (Fascículo separado; 1939) 

NI} 8. - F. AMODEO. Origen y elesa'rToZlo ele la Geometría. P1:oyectiva .. 

VOLm.nim V (Fascícu] os separados; 1940) 

N9 9. -:- CLOTILDE A, BULA. Teor'íay cálculo ele ~osmomentos elobles. 
» 10. - COTILDE A. BULA; Qálc1tlO, ele superf'icies de f1'ec1wncia. 

VOLUMEN VI (Fascículos separados; 1940 -1942) 

N? 11. - R. FRUCHT. Zur ,Geo'i11Ctria a1¿f einer FZiichemit inelefinite1' 1Jletri'k 
(Sobre la Geometda ele 1¿na supe1'fic'ie con métricainélefinicla) .• 

» 12. -,A. GONZÁLEZ DOMÍNGU:rpZ. SOb1'e'll1ta mentCwiaelel P1'of. J. C. Viy.¡naux. 
:) 13. - F. TORANZOS .. Sob1'e las sing1llariela(les \ de las .curvas c1e Jorelan. 
» ,14. - M. BALANZAT. Fó1'1nz¿las' integrales elé, la inte'1'sección ele conj'll1l;tos. 
» 15. - G.KNIE .. El problema (le varios elect1'ones. en la mécán,ica C1lantist(L. 
» 16. - A. TERRACINI. So.bre la existencüi ele s1lperfic'ies, cuyas líneas princ'i· 

, pales SOn elaelas. '. / . \ 
~ '17. - L.A. SAN'rALó. -Val01'1neeUo elel número de pa1'tes en· que, una fig'llm 

'convexa es dividida, pOr n rectas arbitra1·ias. 
» 18. - A. WINTNER. On the iterationof elistriblltion f'unctions in the .. caZc1tlus 

,of p1'obability (Soh1'ela iteració'n de f~¿nciones ele dist?-ib~LCión en el 
cálc'l/.lo ele probabiUclades); . 

» 19.- E. FERRARI. Sob1'e la paradoja. de Be1'trand. 
»20. - J. BABINI. Sob.1'ealg~¿nas propiedades deJas derivaelas y ciertas pri-

! 1nitivas 'fle los polinomios ele Legencl1'e., , 
» 21. - R. SAN JUAN. Un algoritmo de S1l1nación de series cbivergentes~ 
» 22. -,- A. 'TERRACINI. Sobre algunos 'luga1'es geométricos. 

-~, 23.,- V. y A. ,FRAILE Y C. CRESPO. El lUDa?' geométrico y l'llga1'es de puntos 
áreas en el plano. <; 

) 24. - R. FRUCHT. C01'01WS ele g'1'1lpOS yS1lS s1.¿bgn¿po~, con 1.¿na aplicaci~n 
a los clctC1'1ninantes. 

» 25. - E. R. RAIMONDI. Un p1'oble1na de p1'obabilieláeles geométricas sobre 
los conj~¿ntosele, t1'iáng~llos. 

VOLUMEN VII (1940 '"1941) 

Notas y memorias, de J. BABINI, H. E. CALCAGNO, E. FERRARI, ,V. Y A. 
'FRÁILE Y C. Ci{.ESPO, G" KNIE, J .. J. REBELLA, S. Rros, R. SAN JUAN, L.A; 
S~<\.NTALÓ, A. TERRACINI. ' 

Soluciones de temas pl:opuestos. Bibliografía, Crónica, etc. 

En 1942 la U. M. A. ha iniciado la publicaci6:n de una nueva serie' dé', I Me
morias y monografías" de 'las que han aparecido hD:~ta ahorá las siguientes: 
NQ 1. - GUILLERMO KNIE, Mecánicaonel'ltlato1'ia e1t .el espacio CU1'pO (1 volu

men· de 152 páginas). 

Además han aparecido tres cuadernos de Miscelaneamatcmática. 
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Sobre una propieda-cl. de las ecuaciones algebraicas con raíces reales; por 
F; L;' Gaspar .. ' ',' ... ; '.: .. ; ... " ....... ~ " .... ," .. 81 

Un progreso en la teoría elemental de las superficies curvas, por R. Frucht 91 

,Temas propuestos. 36 - 3! .. .~. .. .. " ;... .. .: .. .. 100 

Cuestiones elementales resueltas. ,NQ 9, por J. J.Rod,ríguez :. 101 

Enigmas de la matemática. III. La '~Hipótesis del continuo ", por ,M. 
Balanzat .. .. . .i 102 

V ~ria. - '12 - 13 

George D. Bir;khoff, por .A~ G.D. .. ., .. : .. 

Or6nica., - Sesión científica de la Unión Matemática Argentina, en honor 
a George' D.Birkhoff, cele\Jrada el 30 de junio de 1942 . .LLDurañona 
y Ve~ia/ Teoremas tauberi'anos sobre series dobles. :A. (;onzález Do-. 
ming~¿ez. Sobre una. ecuación integral. M. Ootlar~EBtudio de las fun
ciones holomorfas univalentes, sobre el contorno ele un conjunto de me-

106 

107· 

dida positiva .. .~" .. .... .. .. ..;. .. .. 110 
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