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ALGUNOS VALORES MEDIOS Y DESIGUALDADES 
REFERENTES A CURVAS SITUADAS 

SOBRE LA SUPERFICIE ESFERICA 

por L. A. SANTALÓ 

INTRODUCCIÓN 

Supongamos la superficie ,esférica de radio uno y en ella 
inscrito uno cualquiera de los poliedros regular,es conv.e,xos. Si 
trazamos los arcos de círculo máximo que UijJen los vértices 
consecutivos de tal poHedro, tendr,emos sobre la superficie de 
la esfera dibujada una red uniforme, es decir, tendremos des­
oompuesta la superfic1e ,esférica en un ci,erto número de . poH­
gonos esférioos regulaI'les e iguales. Por ejemplo, las figuras 
1 y 2 representan respectivamente las redes derivadas del docle,­
caedro y del icosaedro. 

Supuesta, sobre. la superficie de la esfera, una curva [{ 
de longitud L, móvil sin deformación, ,en cada posición tendrá 
un c1erto número n de puntos de intersección con la red ante­
rior (por ej. en la fig. 1 es n = 3). Queremos hallar, Hn § 1,. 

el valor medi~ de este número ny deducir de él algunas Icon-
!Secuencias. . 

Si consideramos úni'cam:entü los vértices de la red ,esférica 
tal como. la hemos definido, y suponemos móvil sin defúrríla­
ción sobre la superfic1e de la esfera una figura cualquiera de 
área F, en cada posición co.nt,endrá en su interior un cierto 
número v de talles vértices. En § 2 hallamos el valor medio 
de este núm:e-ro v, junto oon algunas cons'ecuencias que de él 
derivan (1). 

(1) Problemas análogos en el plano y en el espacio han sido estudiados 
en L. A. SANTALÓ, Geometría integral 31. Sob?'e valores meaios y probabili ... 
aades geomét1'icas, Hamburg. Abh. 13, 1939, Y Geometría integral de figuras 
il'imitaaas, Publicaciones del Instituto de Matemáticas de Rosario, vol. 1, 
N'I 2, 1939. 

Ver también sobre cuestiones análogas en el plano los. siguientes traba­
jos de H. HADWIGER, Ueber Mittelwerte im Figu?'engitter, Comm. Math. Hel­
vetici, 11, 1938-39. Ueberaeckung ebener Bereiche a~¿rch Kreise una Qua-
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En § '3 damos unas condiciones suficientes para que una 
figura 'esférica conv,exa pueda contener totalment'e en su interior 
a .otra figura esférica también convexa, g,eneralizando así, sobr.e . 
la ,esf.era un resultado que H. HADWIGER obtuvo para las fi­
guras planas. 

En § 4 aplicamos los resultados de § 3 a la Qbtención de 
algunas acotaciones que m,ejoran la desigualdad isoperimétrica 
clásica L2 + F2 - 4. TI F > o de las figuras ,esféricas. 

§1. 

1. Fónnula de Poincaré sobre la superficie esférica. Una 
curva, o en general una figura cualquiera susoeptibl,e de lTIovi­
m.iento sin deformación sobre la superficie esférica, queda de­
terminada por la posición de un punto Q invariabl,em,ente unido 
a la miSlTIa, n1ás una rotación L alrededor .de Q • ~ara medir ,un 
conjunto de posiciones de una misma figura 0, lo que es lo 
mismo, un conj unto de figuras congruent'es sobr,e la superficie 
esféricaa, s'e toma la integral, extendida al conjunto considerado, 
de la forma difer,encial 

siendo ,d Q el ,elemento de ár,ea de la superficie esférica corres­
pondiente al punto Q • La ,expresión d [(ese llama densidad 
cinmnática esférica. 

Si la figura n1óvil es una curva ele longitud L y sobre ~a 
esfera ,existe otra curva fija de longitud Lo, llamando n al nú­
lnero ele puntos de intersección de ambas curvas para cada po­
sición de la prünera, tiene lugar la siguiente. fórmula, llamada 
de Poincaré, 

drate, Comm. Math. Helvetici, 13, 1941. Gegenseitige Bedec7cba1'7ceit zweier 

Eibe1'eiche 'l¿nd Isoperimet1'ie, Vierteljahl'schl'ift del' Nat. Gess. ZüTich, 86, 1941. 
El origen' de los trabajos referentes a cuestiones como las tratadas en 

§ 1 Y § 2 se remonta a E. BARBIER, Note s'/.I.1' le problcme de l " aig'llrille et le 
jeu du jOi1~t ·couve1·t, Journal de Liouville, 2~ Serie, 5, 1860. 
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La integración se puede considerar ,extendida, respecto Q, a 
toda la superficie esférica y, respecto T, de o a 2 TI, si'endo n = o 
cuand~ las dos curvas no tienen punto común. 

Esta fórmula (2) es la única que necesitamos en este § 1 
Y que no demostramos, suponiéndola, conocida (2). 

Fig. 1 Fig. 2 

2. Valor Inedia del número de puntos de intersección, de 
una curva lnóvil con una 'red uniforlne. Supongamos dibujada 
sobr,e la superfióe esférica una red uniforn1e tal como se ha 
definido en la Introducción. Representmllos por de la longitud 
de los' lados de las caras de la r,ed (que son polígonos esféri-l 
cos), indical"ldo c (c=4, 6, 8, 12, 20) el número de caras 
del poliedro regular que da origen a la red. 

S~a [( una curva de longitud L lnóvil sin deformación so­
bre la superfióe. Para aplicar la fÓrlnula (2) a ,esta curva J( 

y a toda la red, observr81nos que la longitud de esta última les 
0e de siendo rae el nínnero de aristas del poliedro r,egular de, e 
caras. Es púes 

(3) 

Como la integración está ,extendida a toda la superficie' ,es­
férica (cuya ár,eaes ~,TI por suponer la esfera de radio Unidad) 
respecto d Q Y de o a 2 TI respecto dT, es también 

(2) Para la definición anterior de densidad cinemática esfél:ica y fórmula 
de Poincaré, ver W. BLASCHKE, V01"Z. i¿ber lntegmZgeomet1'ie, 11 Hambur­
gel' Math. Eizelschriften, 1937, pág. 81. 
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JdKe= 8 rt2 • 

Por tanto, por definición de valor medio se obtiene 

(ndKe Laede 
n='f dK

e 
= 2rt2 • 

(4); 

Este es lel valor medio, buscado del número de puntos de 
intersección de la curva [( con lo.s lados de la red. 

Consecuencias. 1. Co.mo !el valor medio no puede ser su­
perior a to.dos lo.s valo.res po.sibles de n, ni tampoco inferio.[' 
a todos ellos, se t1ene: 

Sobre la superficie esférica de radio uno, toda curva de 
longitud L se puede colocar de tal manera que corte a la red 
esférica definida por el poliedro regular de c ca~as en un nú-

d l 
L ,ae de b· , . 

mero e puntos igua o mayor qué 2 y tam wn eXlste 
2rt 

alguna posición en que corta a la misrna red en un número de 
puntos igual o 1Y¿.enor que el mislno cociente. Si este co.ciente. 
no es entero., se pued;e \Sustituir por el entlero superio.r Illás 
próximo 'en el prim,er caso y por el ent'ero inferior más pró­
ximo en el s-egu·ndo.. 

11. Si -n <.1 quiere decir que habrá posiciones en que 
n=o, y por tanto·: 

Una condición suficiente para asegurar que una curva es­
. férica K puede colocarse en una posición tal que no tenga nin­

gún punto común con una red uniforme de c caras, es que 
2 rt2 

L<-d· ae e 

III. Más general: 

Si una curva K no puede cortar a una red de c caras en 
más de n puntos, es Ti: <n, y por tanto 

(5J 

Recíprocamente, si se cumple (5), existen pOSICIones de 
K ,en las cuales corta a la red en menos del n puntolSt. 
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§ 2. 

l. Valor medio del número de puntos cubiertos por una 
figura de área F. Supongamos ahora que [{ ,es una figura de 
área F, no neoesariament'e conv1exa, y talnbién móvil sin de­
formación sobre la superfide esférica de radio uno. Si v' es el 
núm,ero de vértibes de una r,ed ,esférica que J{ contiene en su 
int,erior en una detenninada posición (por ej. en la figura 2 

es v = 1), quer,emos hallar ,el valor 7nedio de este nún11ero v. 

Para 'ello observlemos que la lnedida del conjunto de posi­
ciones de J{ ,en las cuales contiene un punto fijo P es igual f1 
2 n F, pues para calcular J dKeextendlda a todas las posiciones 
en las cuales P pertenece a K, se puede suponer primero fijo 
't (r,eoordar (1» y entonoes la integral de d Q v:ale R, e inte .... 
grar lue:go d't de o a 2n. Si no s'e trata de un solo punto P 
sino que existe un número N de ellos sobre la superficie esfé­
rica, al integrar dKe oomo acabalnos de decir para -cada 
punto, se obtiene en total 2 n F N, pero ele lesta manera las po­
siciones en las cual'es K conti,ene v puntos vienen contadas v 
V1eces; ,en definitiva se puede .escribir, por tanto, 

f v dKe = 2 n F N. (6) 

La integración, como siempre, s'e puede considerar ex­
tendida a todas las posiciones posibles de K, 'ent,endiendo que 
les v = o cuando no contenga ningún punto len su interior. 

Siendo, como en § 1, J dKe = 8 n 2, r,esulta como valor 
medio de v (cuando sobr,e la 'esfera existen N puntos en cual­
quier posición). 

fvdKe F N 
v=--=--. 

f dKe 4 n 

Si los puntos fijos son los vértices de la r,ed derivada del 
polígono regular ele c caras, podr,emos poner Ve en lugar de 
N, indicando con Ve el nÚlnero ele vértices del pol1edro -r,egular 
de c caras. 

Por las miSlnas razones que 'en § 1, se deduce: 
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Consecuencias: 1. Una figura [( de área F situada sobre 
la ,esfera ,de rtf1Jdio uno, sielnpre s,e puede colocar en una posi­
ción t,al que contenga un número de vértices de la red definida 

por el poliedro regular de c caras, igual o mayor que ~ ~e , y 

también en otra posición tal que el número de dichos puntos 

, . l 'l" S' 1 . F Ve sea 19ua o menor qlJ,¡e e mlsmo COClente. 1 e COCl:ente, 4 rr 

no es ent'ero, Be puede sustituir por el entero superior más pró­
ximo en ,el prim1er caso y por el 'entero inferior más próx1l11o 
ene! segundo. 

lI. Si u;na figura [( (que puede ser múltiplem,ente conexa, 
o bien compuesta de distintos pedazos, siempre que ,ellos con­
serVien constant.e su posición r,elativa) no puede contener en su 
interior más de v vértices de una red, su área F cUlnple la limi­
~ació,n 

4rrv 
F.~--.: 

-- Ve 
(8) 

RecíprocameIü<e, si se cumple la d,esigualdad (8) s,e puede 
asegurar que hay ,alguna posición de f( en la cual contiene 
menos de v puntos en su interior. 

Análogmnente, si la figura I( en cu;alquier pOSlCwn con­
tiene por lo menos v vértices de una red, su área F clU/Tiple 

'Pi [1, rr v 'JI>--
= Ve ' 

(9) 

siendo, como swmpre, Ve el número de vértices de la red. 

,§ 3. 

l. Unas condiciones suficientes para que una figura eslé­
rlOa convexa pueda estar contenida en el interior de otra (3). 

(3) Un recinto esférico se llama convexo cuando su contorno no puede ser 
c0l'tado por un círculo máximo en más de dos puntos. Una línea esfériea 
cerrada y convexa divide a la superficie de la esfera en dos regiones: al decir 
recinto o figura convexa consideramos siempre aquella región que es igual o 
men01" que una semiesfera. 
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H. HADWIGER ha obtenido condiciones suficientes para que 
un recint.o plano convexo de ár,ea F y perímetro L pueda estar 
contenido totalment,e en el interior de .otro r.ecinto conVlexode 
área F o y perím,etro Lo (4). 

Vamos a obtener unas condiciones análogas para el caso de 
figuras esféricas. 

Sea F el ár,ea y L 'el perhuetro de la figura convexa lI( 

y F o' Lo los correspondientes valores para [{o' Considerando ]( 
fija sobre la superficie esférica de radio unidad y [{o móvil 
sobre la misma, la me,dida de todas las posiciones de [{o en las 
,que tiene algún punto común con I{ (m,edida obtenida con la 
densidad cinemática (1)) es conocida y vale (5) 

f d[{e , 2 rr (F + F o) + L Lo - F F o' 
/( o /(0 -=/= o 

(10) 

Esta medida comprende las posIcIones en que una ,de las 
figuras, [{ .o K o, está totah11ente cont,enidaen la otra, (cuya me­
dida r,epresentaremos por A10) , más la m,edida de las, posiciones 
en que ,el, contorno de [{o, corta al de [{ ent i j)untOlS (i= 2, 14" 
6, ... ) que repreS'entaremos por lJ1 i • Por tanto '( 10) se pued,e¡ 
~scribir (6). 

'" M o + M 2 + M 4 + M 6 + ... = 2 rr (F + F o) -f- L Lo - F F 0'.( 11 ) 

Por otra parte, la fórmula de POINCARÉ (2), nos da 

(4) H. HADWIGER, Vebe1°dec7c1mg ebener Bereiche durch Kreise' una, Qua­
dmte, Comm. Math. Helvetici" 13, 1941. No hemos podido consultar directa­
mente este trabajo de Hadwiger; conocemos únicamente la crítica del mismo 
aparecida en "Mathematical Reviews", vol. 3, 1942. Ignoramos, por tanto, 
si nuestra demostración para las figuras esféricas, que evidentemente tiene 
su análoga para el caso del plano, coincide o no, en tal caso, con la demos­
tración de Hadwiger. 

(6) W. BLASOHKE, Vorl. über lntegralgeometrie 11, pág. 82. 
(6) Obsérvese que por ser K y Ko convexas, las posiciones en que i = 1, 3, 

5,. . .. tienen medida cero y no hay que considerarlas. 
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De (I I)' Y (I 2): se deduce 

Mo- (M4 +2 M6+3Ms + ... )= 2 1t (F+Fo}-(F FO+LLO}.l 

GOlno todas las medidas Mi (i = 0,2,4,6, ... ) son siem­
p:ve positivas .o nulas, de aquí se deduoe que Ul'ha condición 
suficiente para que existan posici01'heS en las c1l;ales una de las 
dos figuras convexas K; Ko esté conteni,da totalmente en el in­
terior de la otra (les decir, para que M o > o), es que 

De aquí se deduoe, en consecuencia, que si dos figuras K 
y Ko son taleis que ninguna de ellas pueda ¡estar contenida en ¡el 
intle¡rior de la otra dehe se.r 

(I4) 

En particular, tomando dos figuras' iguales a K, esta 
desigualdad (I4} nos da (haciendo F=Fo, L=Lo) e) 

L2 > F (4 1t - F) , (15); 

o bien, tomándolas ambas iguales a Ko: 

( I6). 

Como :estas desigualdades (I 5) y' ( I 6) son válidas 'cuales­
quiera que sean K y Ko, se seduoe que para cualquier par ,de 
figuras ¡esféricas oonvexas, valle siempre 

Esta desigualdad (I 7) nos· va a permitir afinar más la 
condición (I3). En efecto, la desigualdad (I3) deja sin esta­
blecer cuál de las dos figuras K, Ko es aquella que está !con-

(7) Se observa que la desigualdad (15) es la clásica desigualdad isoperi­
métrica para figuras esféricas. La demostración dada, que aquí necesitamos 
solo de paso, es en el fondo la de BLASCHKE, V01"Z. Integmlgeom. II, pág. 83. 
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treJl!daen la otra. Quer·emos, más concretam·ente, escribir una 
condición suficielnte para asegurar que [{ está contenida len Ko. 

Para rello observ,emos' la desigualdad 

cuya ,expresión subradical es simnpre positiva o nula, según (17). 
Si lesta desigualdad (18) se cumple, se cumplirá también 

(13) y por tanto una de las dos figuras [(, Ko puede estar 
contenida en la otra. Vamos a demostrar, admnás, que la rea­
lización de (18) implica que F < Fo .. con lo cual ya será se­
guro que es [{ la figura que puede estar contenida en Ko .En 
efecto, de (13) (que es consecuencia de 18» se deduoe 

LLo~ 2 n (F+Fo) -F Fo. 

'Si fuera F> Fo, según (19), Srería L Lo <:: (4 n - Fo)}?¡ 
y por lo tanto (18) no podría verificarse por ser el g.egun~o 
miembro esenciahnente positivo o nulo. 

En lugar de (18) se puede talnbién considerar 

F o (4 n -"- F) - L Lo >V L2 L02 - F F o ([~ n - F) (4 n - F o), (20) 

Esta desigualdad tiene como consecuencia (13) y además 
exige también que sea F < F o. En efecto, si fuera F > F o' de la 
desig':laldad (17) se deduciría 

o sea L Lo > F o (4 n - F), con 10 cual, por la n1isma razón de 
antes, (20) no podría realizarse, por resultar el primer mimnhro 
negativo o nulo. 

En definitiva, la condición (13) se puede puntualizar con 
las desigualdades (18) y (2 o), las cual.es, cambiando un poco la 
estructura, pern1iten .enunciar, sobre la esfera de radio unidad: 

Condicion,es suficientes para afirmar que la figura convexa 
[{ puede estar contenida en .el interior de la figura convexa K o,. 
son que se realice una de las dos condiciones: 
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o bien 

2. Casos particulares. I. Si consideralTIos'el caso ,en que lío 

es un círculo de radio 'esférico R (:s:) ,es 

Lo= 2 nsenR, F o = 2 n ( 1 . - cos R) 

y las condiciones (21) Y (22) se ,escriben, después de simples 
transformaciones, 

y 

(4 n - F) tang ~ - L> V L2 - F (4 n - F} (24) 

Luego: 
P.ar,a que UflJa figura convexa esférica J( situada sobre la 

esfera de radio unidad pueda estar conteni,da totabn,ente en el 
interior de un círculo rnenor de ,radio ,esférico R, es suficiellÍ'e 
que se cmnpla una cualquiera de las, condiciones (23), (24.). 

11. P.aso al caso del 'plai·w. Las condiciones suficientes 
( 2 1) Y (22) se refieren al caso de figuras ,esféricas convexas si­
tuadas sobre la esfera de radio uno. Si se trata de figuras si~ 
tuadas sobre la esfera de radio p, bastará ,escribir las miSlnas 
condiciones ( 21) Y (22) para las figuras 'Obtenidas proY'Hc­
tando las figuras dadas, desde 'el centro de la' esf.era, sobfle la 
esfera de radio uno. Bastará, por tanto, sustituir L, Lo, F, F o 

L L(I F F o . E () () d por -, -, -2 '-2 respectIvament'e. scritas 21 Y 22 ,e 
p p p p 

esta manera y haciendo tender' p a infinito, para pasar al caso 
del plano como límite de una ,esf.era cuyo radio crece infinita­
mente, 81e obtienen las condiciones 



-123-

que son las condiciones suficientes obtenidas por HADWIGER (8) 

para que la figura plana y convexa K de ár,ea F y perím,etro L 
pueda estar contenida ,en 'el interior de la figura convexa Ko 
de área F o y perím,etro Lo. '. 

§ 4. 

l. Desigualdades iso.perilnétricas so.bre la esfier,a. Si en lu­
lar de escribir las condiciones '(23) y '(24) suficientes para 
que la figura [( pueda lestar contenida ,en el interior del círculo 
de radio R querelllos ,escribir de manera análoga las co.ndiciones 
suficie,ntes para qrw un círculo. de radio. .esférico. r pue,da estar 
co.ntenido. en el interio.r de [(, 'de las desigualdades (21) Y 
( 22) .se .obtiene 

Supongamos que sea Riel máximo de lo~ radios de los 
círculos que no pueden contener a [( en su int'erior y r el n~í-: 
nimo de los radios de aquellos que no pueden estar contenidos 
en la misma !(. 

Según esta definición, para estos valor,es de R y r, no pue­
de v'erificarse ninguna de la.s desigualdades ( 2 3) , (24), ( 2 5), 
(26). Por tanto, llamando para abreviar 

A =' L2 - F ( 4 rr --c- F) = L2 + F2 - 4 rr F 

se tendrá, según (23), 

yA>L -Foot R 
2 
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y también 

- R 
l/A>Foot --L r - 2 

puesto que ¡si se verificase la desigualdad contraria, según (25)~ 
la figura K podría contener len su interior al círculo de radiQ 
R, lo cual no ¡es posible. De estas desigualdades se deduce 

(a y A > ( L - F cot ~ y , 
y análogamente, de (24), (25) Y (26) sé deduce también 

(b} ( R)2 /1> (4 n -F)tang--L, 
2 . , 

(c); 

( d); A > ( L - ([~ re - F} tang -;-y . 
La ¡expresión A les lo que se llama « déficit iso perimétrico » 

para las figuras conv1exas situadas sobre la esfera de radio uni­
dad (9) y las desigualdades (27) nDS dan álgunas acotaciones. 
m1ejoradas de la desigualdad isoperimétrica clásica L2 + F2 -
-4reF>o. 

Aplicando la r,elación 

(") Ver loe. cit. en (4); además H. HADWIGER, Gegenseitige Bedec7cbar7ceit 
zweier Eibereiche 'lbnd Isoperimet?'ie, Viertejahrssch. del' Nat. Gess. Zürich, 
86, (1941), pág. 153. 

(9) Sobre el problema de la isoperimetria sobre la esfera ver, por ejemplo, 
T. BONNESEN, Les Problemes des isopérimetres et des isépiphanes, Gauthiel'­
Villars, París 1929, pág. 80. Para bibliografía ver BONNEsEN-FENCHEL, Theo­
rie der 7convexen Korpe1', Ergebnisse del' Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 
Berlín, 1934, pág. 113. 
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las desigualdades (a) y (c) nos dan 

1 (r R )2 A > - F2 cot - ----= cot -- 4 2 2 

y las (b), (d), 

(29}: 

Análogam1ente, sumando (a), (b) Y (c), (d) r,espectivam,en­
t'e, se obtienen las nuevas acotaciones 

R F A .">; (2 re tang ____ )2 
. 2 senR ( F r )2 , i\ ~ --- 2 re tang- . (30) 

s-en r 2 \ 

Todas ,estas desigualdades (27), (28), (29), (30) son nue­
vas acotaciones para el «déficit isoperimétrico». Al pasar al 
plano como caso límite de una lesLera cuyo radio cr,eoe' infinita­
m-el1te (tal COIUO se hizo en § 3, caso particular 11) ellas dan 
acotaciones oonocidas ,para el déficit isoperimétrico de figuras 
planas. 

Rosario, Instituto de Mateluáticas, abril de 1942. 

TEMA PROPUESTO 

38. - Demostrar que 

. _ ( n2 n3 n n-l) 1 
lIme n I+n+-,+9T+ ... + ( _ )' =-. 

n-+oo 2.~. nI. 2 



CURVA DE CONTACTO DE UN CONOIDE 
CON LA SUPERFICIE DIRECTRIZ 

(Tema N'-' 13, Vol. VII, pág. 27) 

Entre los tmnas de estudio propuestos en números ante,... 
riores, figura con el No. 13, éste del Prof. Rosell Soler: 
Co.nstruir la tangente en cada uno de sus puntos a la curva de 
contacto de una espera con el conoid.e circunscripto definido 
por una directriz rectilínea exterior y la recta irnpropia del 
plano perpendicular a ésta. Generalización. 

Para construir efectivaJnente la curva de contacto pedida, 
es cómodo considerar planos perpendiculares a la directriz 
rectilínea del conoide, planos que cortarán a la ~superficie ·esfé­
rica según círculos 111:enOres. Tendrelnos así en uno de ,estos 
planos, una circunferencia 111enor, y la traza de dicha direc­
triz; las dos rectas tangentes desde esta traza a la circunferen­
cia,· pertenecen al conoide circunscripto a la esfera, y los dos 
puntos de tangencia pertenecen a la curva ele contacto de alnbas 
superficies. Por tanto, para cada sección se tiene un par de 
puntos de la curva de contacto. Puede observarse que siendo 
recto el ángulo de la recta tangente a la circunferencia lnenor 
desde la traza de la directriz, y el radio, los puntos de la curva 
en cuestión pueden considerarse COlno detenninados por la in­
térsección de la esfera con .una superficie cilíndrica, de radio 
igual a la 11litad de la distancia entre 'el centro de la 'esfera ,y¡ 
la directriz, siendo· su eje paralelo a esta últin1a y coplanar con 
la lnislna y el centro de la esfera. 

Para deterlninar ahora la recta tangente en cada punto 
de la curva de contacto del conoide con la esfera (o de inters,ec-. 
ción del cilindro con la 'esfera), basta trazar en un punto de la 
mislna ,el plano tangente a la 'esfera, que queda debenninado por 
dos r,ectas tangentes, por ejemplo a la circunferencia lnenor 
que nos delern1inaba un punto de la curva de contacto, y a· un 
círculo lnáximo cualquiera que pase por 'el punto de dicha cur­
va, y otro plano tangente al cilindro de intersección, en el 
111ismo punto, plano éste que puede determinarse por la gene­
ratriz del cilindro, que pasa por el punto, y la tangente ,a la . 



-127~ 

secclOn norlnal 'en ,el mismo: La intersección· de lestos dos pla­
nos) determina la recta tangente pedida. 

El procedimiento puede ser generalizado, siendo aplicabl~ a 
curvas de contacto determinadas suponiendo cualquier superfi­
cie de revolución, en vez de lesferas, con la condición que ~a 
g,eneratriz sea una curva continua, y que admita tangentes len 
todos ¡BUS puntos. 

Para construir geOlnétricaluente la r,ecta pedida, es cónlOdo 
usar la r,epresentación Mong'e, 'en que las tang,entes a las seccio­
nes que intervienen en el razonamiento, se reducen, en el caso 
de la esfera, a trazar tang,ent.es a circunferencias. 

El problema se resuelve también fácihnente ,en forma ana­
lítica. Para ,ello representarmnos la curva de contacto del co­
noide y la esfera en c()ordenada3 esféricas. A tal ¡efecto, t0111a­
mDS ~en la esfera, cuyo radio indicar'emos con R, el. plano del 
,ecuador nonnal a la directriz rectilínea del conoide, y fijanlos 
un 111eridiano cualquiera' conlO origen de longitudes, por C01110-
die/ad ,el cletenninado por el plano nornlal al plano de la direc­
triz rectilínea y ¡el centro de la esfera. Indicando con -&, cp las 
ooordenadas (latitud y longitud) de un punto de la curva de 
contacto, ,se tiene (Hg. 1), que fijado .s., tenenlos una sección 
paralela de la esf'era; y cp queda determinado por la longitud del 

r 

Q 

Fig. 1 
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punto de tangencia de la. g:eneratriz del conoide en ese plano, 
¡en lel que se tiene 

y ¡en lel triángulo PQS 

o sea 

P =Rcos& 

sen cp 
Rcos& 

a 

R008& 
cp = arcsen 

a 

\ecuación de la curva de contacto. 

(l) 

Para cada punto de la curva (l), se puede determinar la_~ 

dirección de la tangente por :el ángulo que forma con la tan­

g.ente al meridiano de la :esfera que pasa por el punto. D,esig .... 
nando con a, este ángulo, para un incremento d& del ángulo 

& se tiene un nuevo punto de la curva, sea P', al que cOf'res-' 

ponden las coordenadas (& + d&; cp + dcp), y considerando el 
triángulo ¡equiparable a un triángulo rectángulo plano que se 

forma len la superficie esférica y uno de cuyos lados es P p'." 
siendo los otros dos parte del meridiano que pasa por P', de 
m,edida Rd&, Y parte del paralelo por P, de medida R cos &dcp, 

s'e tiene 

R cos & dcp dcp 
tg a = Rd& =008&. d& 

y teniendo len cuenta (1), 

-Rs·en& cos& 
a, = arc . tg -y . 

'a2 - R2 cos2& 



-129-

DH igual manera se resolvería el problema analíticamente, 
si len vez de una· superficie esférica se tratara de una superficie 
de revolución (fig. 2). 

Fig. 2 

..Jl.J.t._. 
~.-. 

. --. \ 

Fijado como origen de 'Ordenadas un punto sobre el eJe 
de esta superficie, sea 

p=p (h) 

la lecuaClOn de la seCClOn lneridiana. Utilizando el luismosim­
bolismo que para la esfera se tiene, 

cp = arc . sen ~ 
~ 

y siendo, como antes, a, el ángulo de la tangente en el punto 
de la curva de· contacto de la superficie con el conoide cir­
cunscripto y la sección meridiana que pasa por dicho punto, 
se tiene, repitiendo el razonamiento anterior 



-130-

tg Cfj= p dcp 
dSI 

siendo ds la diferencial del arco de la sección m,eridiana de 
la ,superficie de revolución. Luego 

o sea 

En .el caso particular de la :esf,era, se tendría 

, h 
p = - -;:'y R~2 =h=-2 

y por consiguiente, haciendo operaciones y poniendo R2 - h2 = 
= R2 oos2 &, queda 

-Rsen&cos& 
(j, = arc . tg -;==:::=:::=== ya2 - R2 00S2.& 

que coincide con la hallada directam,ente. 

Eduardo Gaspar 



CONOIDE ESFERICO CON DOS DIRECTRICES 
RECTILINEAS 

(Tema NI? 13, Vol. VII, pág. 27) 

Como la solución dada por el Sr. Eduardo Gaspar al te­
ma propuesto por el profesor Rosell Soler hace una g,eneraliza­
ción distinta de la que el autor deseaba, puede inter,esar quizás 
la siguiente solución, levemente modificada, que en dic~embre 
de Ig4oenviamos al autor, cuando. nos propuso el tema. 

Co¡noide recto. Si es P la traza de la directriz rectilíne.a 
con el plano diam'etral horizontal} siendo r,ecto el ángulo fornuldo 
por cada tangente horizo.ntal a la esfera con. el radio corre,1S­
pondiente de la sección circular (horizo.ntal) resulta como. pro­
y.ección horizontal de la curva de co.ntacto r la circunf'erencia 
de diámetro OP. Es decir: dicha curva r es la intersección 
de la superficie 'esférica con ,el cilindro vertical circular cuya 
traza es dicha circunfer,encia, y ,es trivial la co.nstrucción de la 
tangente como intersección 'del' plano. tangente a ese cilindro 
circular con le 1 . plano tangente a la esfera. 

Conoide oblicuo. Si ·es P la traza de la dir'ectriz 'Oblicua s 
sobr,e el plano dialnetral ho.rizontal, y se supone, como siempre 
es posible, situada esa directriz s en el plano diam,etral paralelo 
al vertical del dibujo, s1endo Q la intersección, de. s co.nel ej!e 
vertical de la ,esf.era, los puntos de la curva se proyectan con­
fundidos de dos en dos sobre el plano vertical, por simetría, 
y la curva que fOrInan es una hipérbola, como se ve inmediata­
Inente por generación proyectiva o SiÍllplem'ente obs'ervando la 
r,éláción 

DA. DE=r2 o sea x . k (z - q) = R2 - Z2 

sielido R el radio de la esfera, r el de la circunf,erencia sec­
ción horizonta!l a la altura z, q la altura u ordenada.z de ;Q 
y k la pendiente negativa de PQ. Esa hipérbola tiene, pues~ 
como asíntota la recta z = q horizontal trazada por Q y su 
tangente len A se construye inmediatam,ente con el ,exágono 
JJKAAH. Basta oortar las cuerdas AH, Al{ con las horizontales 
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por H Y [{ Y la recta H' lC clet,ennina sobre J Q un puntOo T de 
la tangente en A a la hipérbola (1). 

,La intersección del planOo que proyecta sobre el vertical 
la recta AT así obtenida, con ,el planOo tang,ente a la ,'esf,era, es 
la tangente buscada. Su prOoyección v'ertical es AT y la hori­
zontal se deduoe inmediatmnente por rotación del plano tan­
gente a la lesf,era, con10 se ve ml la figura. 

Fig. 1 

Se ha dibuj ado además la elipse traza del conOo prOoyec­
tante de la curva r deselle el vértice Q, la cual r,esulta dellnétodo 
general que ahora dar,elnos y puede utilizars'e tmnbiénen lugar 
de la hipérbola. No se cOonfunda esa elipse con la próyección' 
horizontal de r:, que es una cuártica nOo dibujada. 

Finahnente, por la n1islna r,egla del exágono se han C011S­

truído las tangentes a la hipérbola ,en II y [{, que sOon las trazas 
de los planos osculadores ,en H y [( a la curva r; todas las líneas 
de construcción ¡están indicadas en la figura. 

Conoide de directrices propias. Dada la 'esfera E y las di­
r,ectrioes rectilíneas r y s las rectas que cortan a r, s y son 
tangentes a la esf,era, forman un conOoide cuya curva de contacto 
oon la ,esfera valnos á estudiar, quedando incluídos como casos 
particulares 'el conoide recto, en que r sea una recta impropia. 
y s una recta propia perpendicular, y también el caso del co-

(1) Cada letra designa el punto en el espacio y también su proyección ver­
tical. La horizontal la designarnos con subíndice 1. 
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noOide llan1ado oblicuo~ en que s es oblicua respecto de· la orien­
tación definida por la recta ünpropia r. 
. Excluído ,el caso trivial en que r y s s'e cortan, caso 18l~ 
que el conoide se reduce al plano r s más 'el cono circunscribo 
a E desde el punto cOlnún, supongamos ql1le r y s se cruzan. 
El haz de planos (a) de arista r deterInilla sobrle. s una ser1e. 
(B) Y sus polos A respecto, de E fornlan otra serie (A) siendo 
( A) /\ (B) /\ (a). 

Las generatrioes del oonoide que pasan por B son las 
tangentes desde B a la circunferencia sección por el plano a; 
loOs puntos de contacto M, N ,están en el plano polar de B y 
Co01110 los planos polares ele los diversos puntos B ele S flormall un 
haz proyectivo con (B) cuya arista 'es la recta s' polar de s, 
r,esulta que loOs puntos M, N de la curva de contacto están si­
tuadoOs ,en la superficie engendrada por los haces de planos 
(a) /\ (~) de ¡aristas r y s'. 

En el caso 111ás general en que r y s' se cruoen, resulta 
pues. una cuádrica F alabeada que coOntiene las rectas r y s', 
cuya ültersección con E cleterInina la curva de contacto, lugar 
ele loOs puntos M~ N. Tal curva es, por consiguiente, una cuár­
tica de primera ,especie, que coOntiene los puntos, real'es o ima­
ginarios,' de intersección de r con E, así C01110 también los de 
s' con E; por ella pasan infinitas cuádricas, una la esfera E y 
otra la F. -La tangente ,en M a la curva ml cuestión es, por 

. tantoO, la ü~tersección del plano tang,ente a E con el plano f.t 
tangente a F, 00 sea, la tangente en lli a la cónica C en que d 
plano tangente a E corta a F. 

Todo se reduoe, pues, a construir la tangente 'en M; a ,esta 
cónica C, perfecta111ente deterlninada. por los' dos haces pr0Y'ec­
tivos en que dicho plano ¡.¡ corta a los haces (a) /\ (~). Si el 
conoide está repr,es'entado por un siste111a de proyección, bas­
tará coOnsiderar en cada plano de proyección los haces de r,ectas 
proOyecCiones ~e dichos haoes de rectas proyectivos, y la tan­
gente a la cónica 'eng,endrada por tales haces ,es la proyección 
de la tangente buscada, quedando r'esuelto .el pr oble111 a muy 
sencillmnente. 

FijémoOnos por ejmnplo en el caso lnás frecuente y ante­
rio~mente resuelto en que una de las directrices r sea impropia 
y la otra s se;a una recta cualquiera nO paralela a ,aquella oden­
tación, es decir, no secante de r. C01110 los puntos comunes a 
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r y 'E son los puntos cíclicos de r r~sulta una cuártica circu~a;r 01 

El caso más sencillo será aquél en que las rectas s' y r se cor­
tan o, lo 'que es ,equivalent'e, se cortan s y r', "es decir, la direc­
triz s oorta ;en un punto Q a la recta diametral que es per-

... h T Q h 
r ..... ~---------\----- --------f------------
~ , I 

I 

Fig.2 

pendicl.11[lr a la orientación de r. Entonoes lo.s haces proyec­
tivos s y r' cuyas aristas tienen un punto impropio común, en­
gendran ur ·cilindro cuya intersección con E es 'Ia curva estu­
diada. Suponiendo, para fijar ideas, una representación dié-
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drica, si se elige, como antes hmuos hecho, s paralela al plano 
verlic::tl, resulta un cono de segundo orden, con 'vértice 'Q, 
que coÍ1tiene a la curva. Aunque la tangente buscada s'e obtiene 
inm·(;'diatamente, como intersección del plano tangente a este 
cono con el tangente a E, es preferible utilizar el otro cono" 
cuyo vértiCE es el punto s' r, es decir, el cilindro proyectante 
de la curva sohre el plano vertical, que es de segundo gradlO 
por lo antes demostrado, y :está perfectamente dewrn1inado por 

, su traza sobre el plano v.ertical, la cual es una hipérbola de la 
que s'e conooen los puntos siguientes: Ji y [{ proyecciones de 
los puntos situados en el diámetro vertical; L proyección de los 
puntos situados .en la circunfer·encia ecuatorial, cuya detern~ina­
ción es inmediata; ,el punto impropio J con su tangente hori­
zontal y todavía, si se quier.e, el punto proyección vertical del 
par de puntos de contacto de los planos tangentes trazados por s 
y que det,ern~inan la polar s' . Con cinco puntos se detenuina 
cualquim otro M de la curya luediante la regla y lo misnlO la 
tangente en él utiÍizando el ·exágono de Pascal, COlUO hernos 
hecho antes) o bien haoes proyectivos. 

Gaso del conoide recto. Si la directriz s 'es perpendicular 
a la orientación de. la r·ecta üupropia r, es deqr, si s es vletr­
tical, la proyección' vertical de r ·es simétrica respecto el diá­
lnetro horizontal y por tanto es una parábola que tiene est:e 
eje y pasa pdr los puntos H [{ siendo su vértioe el punto L 
polo de la recta s respecto de la circunferencia. La construc­
ción de la tangente a ·esa parábolá puede haoerse por cualquiera 
de los luétodos conocidos, pero más sencillo es utilizar el 
cono de vértice Q, que ·es precismnente el cilindro proyectante 
vertical, cuya sección por ,el plano horizontal es una 'Circunf'eren­
cia ele' diámetro 01 P V como ya hmuos visto al principio. 

J. Rey Pastor 



TEMAS RESUELTOS 

25. Sumar la serie 

co , 
,I n. 

o (2.n)] (n+ 1 ) 

IR. P. 

Solución. La serie ele potencias 

. co .n' xn -,I' .. 
y - o -:-( 2-n-:-)-:-] -:-( n-+-:----r :-) 

es una trascendent,e ¡entera, pues ,el cociente de dQs términos con­
secutivos 

(n+2) (2n+r) (2n-1-2) 
_ (n+r) x 
- 2 (n+2) (2n+r) 

tiene por límite o. 

Para ;el cálculo aproxünado de la trascendente entera sea 

n I m 
S =:E 7n. X 

n o (21n)] (m+ r ) y 

donde, para x> o 

n! xn n 1 xn n 1 xn (r ) 
a=a-i (2n)1 (n+r) - (2.11)1 (n+r):S:: (2n)1 (n+r) r-h - 1 

nI xn h . x 
( )I( +) 1 y como h<2(2.n+r) 2n . n 1 1-7, 

por lo tanto el error de Sn es, por defecto, m'enor que su úl-

timo térn1ino por la fracción 4 +x . . n 2-X 
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Para x < 0., por ser alternada, su erro.r es ll1enor que el 
último. téTlnino de Sn y ele igual signo. que él. 

Así el valor de la serie pedida, co.n. to.das sus cifras exactas 
por defecto., es r,27998 haciendo. X = r y tOlnando. n =5. En 
can1bio la serie alternada 

1; (_1)n nI 
o (2n)I (n+r) 

toma el valo.r o.,7758r co.n to.das sus cifras exactas haciendo 
x = - r y tOll1ando. n = 5. 

Po.den1o.s expresar la trascendente -entera, y por lo. tanto. la 
serie pedida en fo.rma de integral haciendo. 

x x 

= ~f1; n! un du ;¡= 1 _ ~f1; (- 1 )n Un du 
y x o (2n)! X 1 (-2n) (n,-l 

do.nde el cleno.ll1iÍlador indica la facto.rÍaI ele base -271" de 
grado n . y diferencia - l. Co.nlo la serie integrando. puede ex­
presarse por una integral definida (1) 

x -(X) x 1 

y= l. - ~ fu du f e"-'('''-'') dt= 1 + .~ f u du f ve,,(l-')dv 
o o o o 

La segllhda integral, calnbiando v po.r 1 - v, se puede 
expresar 

1 1 1 

f '/)e,,(l-,) dv = f (1 - v) e" (1-,) dv = ~.f e" (1-.) dv 

1 

1 .!':..f ( 1)2 = - e 4 e-u v-"2 dv 
2 . 

o 

1 v-;;-
2 2"" 

- -4~f -U1I2 l - e-i-f' - t
2 dt' _ e-i- n, (víl) - e . e f:'/)-- e - - '\J -

V;- Yu 2 
o o 

(1) Ver: BABINI, José, Series cnyos coeficientes contienen fact01'iales, en 
esta Revista, vol. 1, pág. 27 Y 28. Buenos Aires 1937. En la fórmula que ahí 

da ID hay que tomar z = - 2.-; h = - (J. = 2; le = 1. 
2 u 
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siendo &( x) la función error de Gauss. En definitiva 
x 

y= 1 + ; J e~ fU & (V;)du 
1 

Y la serie pedida tendrá por snma 1 + J e ~ fU & ( ~) duo 
o 

J. Babini 

Otr.a solución. Aunque la serie propuesta sufrió una alte­
ración de copia que üllpide su ,expresión por números conocidos 
o Illás fáciles ele calcular que la propia serie, rápidamente con­
vergente, resulta interesante por conducir a una integral que 
así queda 'expresada mediante la serie. Ante tod@ descompon­
gamos: 

2. nI 

y aplicaádo el método de Borel, la SUIna de la serie viene ex­
presada así: 

¡La primera integral transforInada por partes y poniendo 
t=x2 es: ; J 

00 00 00 

2 " - -(x--) f f 11 1-4 e-X s h x. dx = 2 e-x
- (eX _e-X) dx = 2 e 4 . e 2 d.'C-

o o o 

00 00 00 

- 2 ~'<fe -(4{l' dx= 2 e '<fe-·' da - 2 e ije~·' du=4e'< /le) 
-1/2 1/2 . 

Haciendo también t = X2 en la segunda integral resulta: 

J. R. P. 
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EL PROFESOR PEDRO PI CALLEJA 

NUEVO PROFESOR DE LA UNIVERSIDAD N. DE CUYO 

El Prof,esor Dr. P,edro Pi Calleja ha sido llamado por la Uni­
v,ersidad de Cuyo para que dicte las cátedras de Análisis Matemático y 
GeOlnetría Descriptiva de la Escuela de Ing,eniería, con asiento en 
San Juan. q 

El ,eminente Profesor P,edro Pi Calleja es brillante y destacado 
Depr,esentante de la joven escuela matemática española, que junto con 
la argentina, ve,en su fundador Dr. J. Rey Pastor, :el constante e 
infatigable propulsor que la dirige y .orienta con sus :enseñanzas desde 
sus ,cá~edras de Madrid y Buenos Aires. 

El Prof. Pi Cal1eja inició simultáneamente los estudios de Arqui­
tectura y de Ciencias Exactas en la Escuela Superior de Arquitectura 
y en la Univ,ersidad respectivamente de Barcelona, desarrollánd.o siem­
pDe paralelamente, desde aquella época, su doble formación técnica y 
científica. Egresó de la' Facultad de Ciencias de la Universidad de 
Baroelona en 1928, al realizar una brillante prueba de Licenciatura 
que le valió el pr,emio 'extraordinario. Más tarde obtuvo con la más 
alta .clasificación .el grado de Doctor en Matemáticas l,eyendo su Tesis 
ante :el claustro de la misma F.acultad. Su tesis doctoral, titulada 
«Convergencia de integrales depenclient;es de u,nmódulo variable» fuó 
publicada ,en la col,ección de Memorias de la Academia de Ciencias de 
Baroelona (T,ercera época, Vol. XXV, nO. 13, 1936). Después de ~n 
br,eve período de Pr.ofesor Ayudan'~e, :es nombrado Profesor titular de 
Análisis Matemático de la misma Universidad de Barcelona. 
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Pensionado por la Junta para Alnpljación de Estudios de Madrid, 
se trasladó a A1emania, siguiendo 'en la Universidad de Berlín los cur­
sos lectivos de I933-3l~ y I936.-35 por un timnpo total de Il~ meses. 
Siguió 'en Berlín, además de los cursos de matemática pura dictados 
por los Prof,esores Schur, Han~meJ:'lstein y Bieherbach ,entre otr<ls, los 
cursos de la «Technische Hochschul'e» con lo cual perfeccionó al mis­
mo tiempo susconociInientos técnicos que no dejó nunca de lado y 
que le llevaron, a partir del año I933, 'en que ,egl~esó de Arquitecto, a 
dirigir construcciones diversas. Fruto de su estancia len Alemania es él 
trabajo titulado «Ueber die Konvergenz- bedingung,en del' l-conlplexen 
F onn des F ouri'erschen Integrales», publicado en el Mathematische 
Zeitschrift, Bd. 4o,' I935, Y que ha merecido elogiosa mención por 
parte de S. Bochner (actuahnente en Prinoeton), luáxima autoridad 
en la luateria. \ 

En esta lnemoria analiza las condiciones de conv:el:gencia de' la 
forma ,comp},eja de la Integral de Fourier, que nluchos tratados enun­
cian sin demostración en forma equivocada. Para 'ello estudia la con­
vergencia de la parte imaginaria de dicha forma conlpleja, Uruuada. 
t!lmbién Integral asociada de Fourier y que se obtiene "'sustituyendo en 
,esta última el coseno por -el seno. En este cas~ la integral no les singu­
lar en el sentido de Lebesgue o Hobson y el estudio de su conv,e-r-' 
genciasirve también para aclarar el distinto carácter de la condición 
de Dini y de Jordan. La validez -de las condiciones de la Vallé.1e 
Poussin, Lebesgue, logarítmica de Dini, etc., es también .analizada. 
. Posterioru:wnte ,efalrtOl:, en trabajos publicados por la Academia 
de Ciencias de Barcelona y la Société Mathematique de France, siste­
matiza a la m·anera de Lebesgue, los ¡anteriores l~esultados. En dichos 
trabajos, aparte su valor de síntesis, s'e obtiene como principal contri­
bución a la teoría, la generalización y 'extensión de los teoremas sobre 
integrales singulru'es de Lebesgue y Hobson ,al estudiar la -convergencia 
de estas integral,es para familias más restringidas como las «continuas 
de Lipschitz». . 

De regreso a España, su actuación no se linntó a la Universidad:, 
sino que nombrado director del «Centre d'estudis matemátics» del 
dnstitut d'Estudis Catalans)} dictó como tal diversos cursos monográ­
ficos ,en el seno de tan Ílnportante institución y multitud de confe­
rencias -en varios centros cultural,es. 

Con bastante posterioridad (año I 939) ha trabajado en -el Insti­
tut Henry Poincaré de la Sorbonne de París, continuando con ,el estu­
dio de las integrales singular,es qll!e había iniciado en su tesis doctoral 
y produciendo. un trabajo que, después de un elogioso informe de H. 
Lehesgue fué puhlicado ,en 101 Bulletin de la Société Mathematique de 
France con el título « LV ote sur les integrales singulieres et leul' appli­
cation a Za forme complex.e de l'lntegrale de Fourier». A propuesta 
de H. Lebesgue y P. Montel fué admitido, :en la mislna época, como 
miembro de la Société Mathématique de France . 

. U,ecienteI11<ente, de viaj'e hac-ia la Argentina, aprovechando su p.aso 
por Cuba, pronunció por invitación de la Facultad de Ciencias de la. 
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Habana, hes .conferencias sobre ,el tema «El conoepto moderno de 
integral y su aplioación al análisis funcional», que pronto aparece­
rán publicadas. 

Hemos detallado, a grandes rasgos, las principales actuaciones del 
Dr. Pi CalLeja. Aparte de ellas se podrían citar entre otras las puhli..) 
caciones siguientes: «Sobre un desarrollo de Teixeira» (Rev: MaL 
Hispano~Americana, Ig32), «Contribudón a la teoría geométrica ele la 
polaridad» (Rev. Mat. Hispano-Americana, 1933), «Denwstraciónarit­
mética de una propiedad sobre lílnites de dif,erencias y su aplicación 
al teorema de Vivanti-Pringsheim» (R. M. H. A., Ig36) Y otras. 

Terminaremos felicitando' a la Univ,ersidad de Cuyb y a !Sus auto­
ridades por haber realizado la fÓrInula justa ti} ideal de profesor de 
lllaLemáticas para una escuela de ingeniería. Dichas características :son: 
ser docente con ,experiencia para que no se pierdan las explicaciones; 
saber de lnanera práctica la técnica de la construcción, para que ae I8Sta 

nlanera no se dé una matemática extraña a la cultura general de un 
ingeniero y por fin ser .conocedor profundo de la Matemática para no 
perder la neoesaria y siempre útil altura de miras. Todas ,estas cuali­
dades reúne ,el profesor Pi Calleja y sabemos que lo mismo aquí aho­
ra, que antes en España, dará por sí nüsmo su justificación. La incor­
poración de Pi Calleja a la cultura argentina, dará un valor jov,en y 
'entusiasta .capaz de contribuir en gran medida al mayor progreso de 
la .cultura técnica y al ll1ayor adelanto de la investigación matemática 
en, la República. 

E. C. 

BIBLIOGRAFIA 

L. SOBRERO, Elasticiclacle. Río de J aneiro, 1942. Un vol. en 49 de 
666 págs. 

Una teoría matemática de la elasticidad, debe ser tratada con miras de 
encarar la resolución general de los sistemas elásticos, es decir establecer cuales 
son las ecuaciones diferenciales que permitan determinar la distribución de 
las tensiones y deformaciones en un cuerpo elástico conocido, bajo la acción 
de un sistema arbitrario de fuerzas que le sean aplicadas, viendo igualmente 
en qué forma pueden ser trasladados tales resultados al estudio de casos parti­
·culares que adquieren un especial interés en la técnica, y hacer' evidente la 
'aproximación que resulta en las soluciones que suponen premisas previas sobre 
'el comportamiento de los fenómenos elásticos. 

En tal sentido el Prof. Sobrero en su reciente obra "Elasticidade" supera 
el estrecho límite que un tratado pueda imponer al desarrollo de los innume­
:rabIes temas que la materia propone. 
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A pesar de estar constituída con las lecciones dictadas por el autor en 
Roma durante los años 1935 y 36 Y en la Universidad de Rio de Janeiro en 1939, 
no debe presuponerse en dicha obra una finalidad exclusivamente didáctica, 
sino que por el contrario en 'su desarrollo deja el Prof. Sobrero, amplios hori­
zontes y sugestiones para el estudio y profundización de interesantes temas. 

Sus primeros capítulos· se refi~ren al análisis de las deformaciones de natu­
raleza elástica, independientemente de las causas que las producen, con sus 
condiciones de compatibilidad, al estudio de los esfuerzos internos, como así 
también a las relaciones de estos y aquellas mediante la ley de Hooke. 

En los capítulos subsiguientes analiz?- la existencia de una función poten­
cial ligada a las tensiones y deformaciones, puntualizando la definición de la 
energía intel'lla de los sólidos y relac'ionándola con los amplios principios de 
la Termodinámica. Las elegantes demostraciones de los teoremas de Clapeyron, 
el de unicidad de las deformaciones para un· sistema dado de fuerzas, el teOl'e­
ma de Betti, el de los trabajos virtuales, y el teorema de Menabrea adquieren 
en esta obra un particular relieve y significado ya que encarado bajo su aspecto 
sintético han hecho innecesario el uso de una excesiva algoritmia. 

Después de dedicar algunos capítulos a estados particulares de los sólidos 
elásticos hace el análisis de los sistemas planos, sus defonx'laciones, las sim­
plificaciones respectivas de las ecuaciones generales considerando sistemas 
simplemente y múltiplemente conexos; la introducción de la función de Avry, 
la función potencial interna y el correspondiente examen de las funciones 
biarmónicas, demostrando igualmente los teoremas de Almansi y Levi Civita 
sobre la inversión y el principio de Schwarz sobre la reflexión. Tratando de 
ampliar el instrumento matemático para la resolución de estos sistemas intro­
duce el Prof. Sobrero las funciones hipercomplejas a cuyos fundamentos dedica 
un capítulo de su obra. El problema de la determinación de los esfuerzos 
internos en un sistema plano se reduce así a determinar una función de va­
riablehipercompleja poseyendo ciertas singularidades preestabl~cidas y un 
cierto comportamiento de contorno. 

Hace notar el Prof. Sobrero que muchas partes de la teoría de las fun­
ciones hipercomplejas no han sido aun sometidas a una sistematización defi­
nitiva, desconociéndose por ejemplo, la equivalencia en el campo hipercomplejo 
del teorema fundamental del álgebra y el principio de reflexión analítica. 

A los capítulos mencionados debe agregarse el referente a las coordenadas 
curvilíneas generales a las que traduce las ecuaciones fundamentales, finali­
zando con la exposición de los métodos de la· foto elasticidad para la investiga­
ción de los sistemas elásticos planos. 

Al final de cada capítulo se completan los conceptos desarrollados con 
un interesante grupo de ejercicios y problemas. 

Es de esperar que "Elasticidade" sea acogida ~ntre los estudiosos con el 
beneplácito que le corresponde no sólo por el mérito que significa la organi­
zación de tan amplia materia sino también por el esfuer~o indudable que 
implica la presentación de tan excelente tratado. 

D. A. FALCO - R. SCARFlELLO 



QUÉ DEBE HACERSE PARA EL ADELANTO 
DE LA MATEMATICA EN LA ARGENTINA 

Con este título la' Asociación Argentina para el PTOgreso de las Cien­
cias acaba de editar un folleto (Buenos Aires, 1942) con los resultados 
de la encuesta por ella promovida, sobre ese tema, entre personas, resi­
dentes o de paso en el país, dedicadas al estudio de la matemática o cien­
cias afines. 

De las 27 personas consultadas contestaron las siguientes : JosÉ BABINI 
(Santa Fe), GEORGE D. BIRKHOFF (I-Iarvard), JUAN BLAQUIER (Buenos 
Aires), CLOTILDE A. BULA ,(Rosario), JULIO R. CASTIÑEIRAS (La Plata), 
FÉLIX CERNUSOHI (Tucumán), CARLOS E. DIEULEFAIT (Rosario), AGusTÍN 
DURAÑONA y VEDrA y ALBERTO E. SAGASTUME BER~A (La Plata), FER- ¡I 
NANDO L. GASPAR (Rosario), MANUEL GUITARTE (Buenos Aires), BEPPO 
LEVI (Rosario), CORTÉS PLA (Rosario), JULIO REY PASTOR (Bueil0s Aires), 
LUIS A. SANTALÓ (Rosario), ALEJANDROTERRAOINI (Tucumán) y ESTEBAN 
TERRADAS (La Plata). 

El folleto contiene, además de las respuestas de dichas personas, un 
Comentaq'io de los inforrmes y q"es'Umen general, redactado por el doctor 
JUAN T. LEWIS, a pedilo del presidente de la Asociación, doctor BERNAR­
DO A. HOUSSAY, y, a manera de conclusión, .las siguientes Declaraciones: 

La Asociación Argentina para el Progreso de las Ciencias considera que 
una nación no tiene jerarquía intelectual de primera clase si no contribuye 
a la creación científica. A este fin se ha propuesto estudiar cuáles son las 
medidas aconsejables para el progreso de cada una de las principales ramas 
científicas en nuestro país, y ha comenzado por las ciencias matemáticas por 
su importancia fundamental. 

Después de examinar las opiniones de distinguidos matemáticos de nues­
tro país sobre "Qué debe hacerse para el adelanto de la matemática en la 
Argentina" ha resuelto aprobar las siguientes declaraciones: 

1~ El adelanto de la matemática depende de la formación de hombres 
competentes y consagrados exclusivamente a la investigación desinteresada, 
pues el cultivo de la llamada ciencia pura es la· base de todas las aplicaciones 
prácticas. 

21). Para tal fin deben existir institutos de matemática en todas las uni­
versilades de nuestro pals. 

3~ Dichos institutos unidos a los de las <?iencias Físicas, Químicas y Na­
turales deben agruparse en Facultades de Ciencias, cuya creación separada. 
es indispensable para que el país cumpla su deber de contribuir al adelanto 
de los conocimientos científicos. 

4~ Los institutos o' cátedras de matemática deben ser fundamentalmente 
centros de investigación original, en los que puedan formarse y perfeccionar 
sus conocimientos y capacidad quienes posean idoneidad y méritos suficientes. 
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Deben. crear los conocimientos y. propagados, y además desarrollar las apti~ 
tudes y vocaciones. 

5~ Los profesores y personal de estos institutos deben estar dedicados ex­
clusivamente a sus tareas, condición 'fundamental y absoluta para obtener 
hombres de primera clase y con producción· original. Deberá asegurárseles tran­
quili9.ad espiritual y un ambiente estimulante, evita~'ldo e impidiendo las ta­
reas u obligaciones que puedan distraedos o fatigarlos. Para ello deben reci­
bir sueldos adecuaclos que les permitan vivir sin dificultades económicas. 

6r; Es imprescindible que en cada una de las universidades del país e:idsta 
una biblioteca de matemática muy bien dotada, con obras clásicas y modernas, 
y que reciba sin demora las prilJ.cipales revistas y libros que aparecen y que 
representan la vida actual de dicha ciencia. Sin una buena biblioteca no pue­
ele esperarse la realización de obra original en matemática. 

7~ Deben, establecerse licencias periódicas dt'l un año o medio año, cada 
5 ó 7 años, para que los profesores y sus auxiliares se trasladen a visitar las 
instituciones extranjeras o trabajen en ellas. 

8~ Es indispensable la creación de becas para que los graduados en ma­
temática se perfeccionen en el país y en el extranjero. 

9r; Deben organizarse cursos a cargo de investigadotes extranjeros desco­
Hantes, de manera tal que éstos formen discípulos destinados a la investiga­
ción. 

10" Es menester coordinar y subvencionar las publicaciones de trabajos 
originales de matemática, cuidando su alta calidad y evitando duplicaciones 
innecesarias de revistas. 

11" Fomentar el intercambio y la mayor colaboración posible entre los 
matemáticos del país y del extranjero. 

12~ Tender a la utilización de los matemáticos como auxiliares de la 
industria, la agricultura, la economía, la higiene y medicina, etc., asegurando 
así que un gran número de personas se dedique a la matemática. 

13r; Promover la vocación por la matemática en los jóvenes por medio de 
revistas de givulgación, premios, becas para estudiantes y creación de cargos 
ele ayudantes. 

14~ Establecer que la enseñanza secundaria de la matemática deberá ser 
:i¡mpartida por matemáticos dedicados exclusivamente a la docencia y a los 
€studios originales. 

15~ Mejorar los planes de estudio de la matemática en la instrucción se­
eundaria por comisiones de especialistas en la materia. 



Vo.LUfu:EN III (Fascículos ,sep~rados; 1938 -1939) 

l'f9 1. ~ GINOLoRlA. Le Matel1~atiohe'in Ispagna e in, A1'g.en.tina. 
» 2. - A. Go.NZÁLEZ. Do.MfNGUEZ. Sobre las series de funoionesde Hermite. 
» 3. - MICHEL PETRo.vrgH. Remarq~tes a1'ithmétiques SU1' uneéquation diffc-

1'entielle d~¿ premie1' m'dre. 
» 4. - A. Go.NZÁLEzDo.MúmuEz. Una mteva del1wstmoión del te01'e1na límite 

elel, Cálmblo de Probabilidades. Condiciones. neoesarias y suficientes pa~' 
m q~te ~tna f~tnción sea integml de Laplace. 

» _,5. - NnwLA OBRECHKo.FF.· SU1' la sommation absolue. par la tmnsformation 
dJEuler des séries divergentes. 

» 6. -RICARDO. SAN JU.A.N¡j De1~ivación e integración de se1'ies asintóticas. 
» 7. - Resolución adoptada por la U. M. A •. en la cuestión promovida por 

el Sr. Carlos Biggeri. 

Vo.LUMEN IV (Fas~ículo separa~o; 1939) 

NI? 8. - F. AMoDEo..Or'igen y desa1'1'ollo de la Geomet1'ía P1'oyec~iva. 

Vo.LUMEN V (Fascículos, separados; 1940), 

N9 9. - CLo.TII:.DE A. BULA .. TeoríaiY cálc~tlo de los 1nomentos' dobles. 
» 10. - 00. TILDE A; BULA. Cálmtto de supe1'fioies de f1'emteno·ia. 

Vo.LpMEN VI (Fascículos separados; 1940-'1942) 

NI? 11. - R. FRUCHT. Zm' GeO'f}tet1'ia auf eine?' Flache mit indefiniter Metrik 
(Sobr'e la Geometr'íade ~¿n.a s~bperficie con mét?'ica ineZefinida). 

» 12. - A. Go.NZÁLEZ DOMfNGUEZ. Sob?'.e ~tna mem01'ia del Prof. J .. C. Vignau,x. 
» 13. - F. TORANZo.S. Sob1'e las singulm'idades de las m¿1'vas de Jordan. 
» ,14. --,- M. BALANZAT. :Fó?'1mblas 7:ntegmles de la inte1'secció11, de eonj~tntos. 
» 15. - G. KNIE. El problema de varios elecM'ones en la meoánica· mbantist(L. 
» 16. - A. TERRACINI. SobTe la existencia de s~¿pé1'ficies cuyas líneas princ'i-

pales S011, dadas. ' 
» 17. - L. A. SANTALÓ. Valm' medio del número de partes en q~¿e ~¿na fig~¿ra'-" 

convexa es dividida' PO?' n1'eetas· arbitm?'ias. 
» 18.:- A. WINTNER. On the itemtion, of distrib~¿tion h¿nctions in the calculus 

01, probability (Sobre la itemción de funciones. de. dist?'ibució11, en el 
cálculo de probabilidades). .~ 

» 19. - E. FERRARI. Sob?'e la pameZoja eZeBertmnd. 
» 20. - J. BABINI. Sob?'e algunasp?'opiedades de las derivadas y ciertas pri-

mitivas ~le los poZin0111,ios de Legend?'e. 
» 21. - R. SAN JUAN. Un alg01'it1no de s~¿mación de s81'ies div81'gentes,. 
» 22. -.C.. A. TERRACINI. Sobre alg~tn08 l~tgares geométricos. 
» 23. - V. yA. FRAILE y C. CRESPO.. El luga1' geométrico y lugares de p~tntos 

áreas en el plano. \ 
» 24. - R. . FRucHT. Coronas de gntpos y. sus s~¿bgrupos~ con ~tnaaplicación 

a los detenninantes. e; , 
» 25. - E. R. RAIMONDI. Un problema de probabilidades geomét1'ieas SOb1'C 

los cdnj~tntos ele triáng~tlos. ' 

Vo.LUMEN VII (1940 -194~) 

Notas y memorias de J. BABINI, H. E. CALCAGNo., E. FERRÁRI,. V. Y A. 
FRAILE yD. CRESPO., G. KNIE, J. J. REBELLA, S. RIOS, R. SAN JUAN, .L, A. 
SANTALÓ, 'A, TERRAGINI. 

Soluciones de temas propuestos. Bibliografía, 'Cróúica, etc. 

En 1942 la U" M. Á .. ha iniciddo la publicación' de una nueva serie de "Me­
'morias y monografías" de las que han aparecido hasta ahora las siguiente!l.: 
NQ 1. - GUILLERMO. KNIE, Mecánica ond~tlatoria en el espacio mwvo (1 volu¡ 

lllen de 152 páginas). ' 

Además han 'apai'ecido tres cuadernos de Miscelanea 1natemáticá. 
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ÁIgÚ:nos valores medios yc1esigualclaci.es referentes a curvas situadas so-
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El profesorr~dl'o Pi Calleja, por E. C. 
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rio). - CARLOS ISELLA (Rosario). -PEDRO J. TRICERRI (Rosario). 


