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SOBRE UNA PROPIEDAD DE LAS SECCIONES
CONICAS VERDADERAS CON GENTRO

por W. MXCHLER, Valparaiso (Chile)

Teorema: Sea AgAy...A, [ AyA,r;...A, una linea poli-

gonal cuyos vértices A, (v=o0, 1, 2, ..., n) estén sobre una
elipse . s

., con el centro G y los ejes 20, 2b. Si se
{rama de hipérbola Y J

_ [
coordina al vector p,= A,—, A, el vector q,=CS, (v=1, 2, ...,
n) de modo que -

{

I) p» y q, sean conjugados respecto a la i-ehpse

hipérbola

IT) valga la relacién  p, A qy=— (Pt A Gpiq) (¥)
(v=1,2,...,n—1)

entonces las rectas S,Su (v=1,2,...,n—1) determinadas
por los vértices sucesivos de la linea poligonal S; S,...S,S, son
elipse
hipérbola
elipse o de la hipérbola conjugada a la hipérbola dada por una
homotecia con el centro C y la razén de homotecia absoluta
Ei AQy ]
2ab

tangentes de mna { que resulta respectivamente de la

Demostracidn:

A) Caso de la elipse.

Demos la elipse por la ecuacién vectorial
r(p)=acosp-|bseng [1]

con aX b=o0(*) y o=<¢<2n. Podemos tomar |a|=[b]|, inclu-
yendo de este modo también el caso especial de la circunfe-

—
rencia. Pongamos CA,=71 (9,) = r,. Los vectores

—

A1.}—1 Av == Py =Ty — Ty—y y 9y = Xy (rv-—i + 1',))

(*) A\ Producto veectorial; x producto escalar.
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satisfacen a la condicion I). La condicién II) la podemos es-
cribir en la forma

Py A= (—1)"2k(aAb) [2]
donde & es una constante. De [1] obtenemos
P, = 2 (c0s ¢, — €S Py—y) - b (sen @, — sen ¢, —y)

I
3, Jo =2 (€08 Py—y =005 @) - b (sen Pu—y +sen @)

y substituyendo en [2] resulta

I
sen (Py—y — Py)

Np=(—1)"k

luego X

__(___ \v Ty— +rv
L N —r L4]

suponiendo |,y — @y|7/= 7.

Con las abreviaturas

Oy == %" ((Pu—l -+ CPU)
(5]

Bv = —;_ (CPv—l - cva

obtenemos mediante [A], [2]

r (By) [6]

SEI Gy

Q=(—1)"k
que tiene sentido también para |@,—y — ¢,|=m.

La ecuacién vectorial de la recta de la cual q, ¥ Qypy
(v=1,2,...,n— 1) son radios vectores de dos de sus puntos es

Ir'=qy~+ 6 (Qurty —Q)> {7]

con ¢ como parametro.

.
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Demostramos a continuaciéon que existen sobre el soporte
del vector a dos puntos Fy, I, con los radios vectores s=pka
y — s de modo que el producto P de las distancias algebraicas.
de los puntos Fy, F, a la recta [7] sea independiente de vy
positivo, eligiendo p convenientemente. Por esto vemos pues que
las rectas [7] con v=1,2,...,n— 1 son tangentes de una
misma elipse con los focos F, F 9

Sean SV, y — S-FVy, los radios vectores de los piés
de las perpendiculares de Fy, FF, a la recta [7]. Tenemos

Vg = — (S - QU) + (S ?a)v’_: (Evkl; )2 qv) ((IW-H - qu)
s - (S +QU) X ((]vf-H —_ (Iv) o
Vyg =8 + v (‘LH*] . q,v)z ((}u\+1 qv)

y el producto P de las distancias algebraicas arriba mencionadas
puede escribirse en la forma siguiente

P= Vg X Vg ==
Go” Qoy® — (G X Goig)® — 8% (s — o) 4 (S X (Qpty — o))
(qvﬁ‘l - qv)2
8]
Con las abreviaturas
Q, = sen a;, oS B,y -} sen a1y cos B,
R, =sen o, sen By, - sen a, sen B, [3]
_lal_a
LT

y tomando en cuenta las relaciones
Bv i Bu*i‘l = Gy + G
Q.2+ R,>= sen® (B, — Bv—}—i) [10]

obtenemos con [6], [g], [10] por substitucion en [8],

P—ppp @ FEIIRE
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Eligiendo

a? b2

2 2
—_1 — 12 =
p I 1 a2

resulta con [11]
P=(kb)?

independiente de v. La elipse cuyos focos tienen los radios vec-
tores -uk a y cuyo eje menor es 2|k|b tiene las rectas [71]

con v=1,2,...,n— 1 como tangentes. Como u= fu}/az — b2,

el eje mayor es 2|k|a. Con esto queda demostrado el teorema
en el caso de la elipse. Para [a|=|b| tenemos el caso especial
de la circunferencia.

B) Gaso de la hipérbola.

Con las denominaciones arriba introducidas y la ecuacion
vectorial de una rama de la hipérbola

r (¢)=acosh ¢ +-bsenh¢
siendo aXbh =0, — ® < < », obtenemos

o= (— 1) ko

V=1,2,...,0n).
senh a, ( )
Poniendo en el caso presente
s=ukb
Q,— senh a, senh By -+ senh oty senh B,

R, = senh «, cosh Byty - senh ayq, cosh B,

71271

y observando’ que

By — Burky = 0y Auty
—R2 4 Q,2= senh? (By— Byty)
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resulta

P= . (kla)zsz_’_ (“‘2—_ I) sz
R+ 7502
n2

Para

p2— 1= iﬂ sea }xzjbf Va2 -+ be,
la expresion para P es independiente de v y tiene el valor
P=—(ka)2

CGomo P<o y P4 (ukb)?2=(kb)2>o0, las rectas [7] con
v=1,2,...,n— 1 son fangentes a una hipérbola cuyos focos
tienen los radios vectores |-pk b y cuyo eje transverso es
2|k|b. Su eje no transverso es pues 2|k|a. Luego esta hipérbola
es homotética a la hipérbola conjugada de la hipérbola dada res-
pecto a C como centro y la razéon de homotecia es k.

)

elipse
hipérbola
del vector ¢, tiende a oo y la posicién limite de su soporte es la recta
C4,. Esto tieneinterés si se quiereg aplicar el teorema a una linea poligonal
cerrada con un namero impar de lados, pudiendo conservar de esta manera,
la ‘‘condicién de alternaciém’’ IL.

29) Si los vértices 4, de la linea poligomal 4, ...4, ...4, estin sobre
una circunferencia se puede demostrar el teorema fAcilmente por una consi-
deracién geométrica directa, tomando respeeto a 4, como centro una trans-
formaecién por radios reeiprocos que transforma los puntos 4,1, Avf1 en
los puntos 4’y—1, 4’11 y girando después los vectores Ay 4’p—1, Avd’ s

Nota: 1°) 8i A,—1 tiende a 4, sobre la { el valor absoluto

en el mismo sentido en el &dngulo % alrededor de 4,.

17 de Agosto 1942.

W. Mdchler,
Valparaiso (Chile)
Universidad téenica



REPRESENTACION GRAFICA DE LAS RAICES.
IMAGINARIAS DE LA ECUACION DE
SEGUNDO GRADO

por JuaN Jost ReBrrna (Montevideo)

Sea la ecuacion ax?-}bx -+ c=o0. Para obtener una re-
presentacién grafica de sus raices consideremos la funcion

y=ar?+bxr-tc,~ . (1)

la cual representa, como se sabe, una parabola con el eje para-
lelo al eje y. Las coordenadas del vértice de esta pardbola son

b l;ac—b2 *

2a v T e

(2)

como se encuentra inmediatamente observando que en el vér-
tice la tangente es horizontal y por tanto la derivada de (r)
debe ser cero, o sea y'=2ax 4 b=o0, de donde se deduoe el
valor de x, y sustituyendo en (1) el de y,.

Las dos raices de la ecuacion de 2°. grado se pueden es-
cribir, por tanto,

a

Si y,<<o0 estas raices son reales y su representacién gra-
fica consiste simplemente en que son iguales a las distancias
del origen de coordenadas a los dos puntos en que la parabola
(1) corta al eje x.

Mas importante es el caso en que y,>o0, y por tanto las
dos raices (3) son imaginarias. Para obtener también en este
caso una representacion grafica de las raices construyamos la
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pardbola simétrica de la anterior respecto su vértice (fig. 1);
ella cortara al eje z en dos puntos cuyas distancias al origen O

Fig. 1.

st calculan inmediatamente observando que por simetria deben
ser iguales a las que se obtienen cortando la paribola primera
por la recta y=21y,. Es, pues,

b 1 o
T — — b“'-—— ac » =
e——2 4 ]/ fiac + Say

24
_;:thc-m —, j:V%- ] (&)

Es decir, en este caso de las raices imaginarias, si cons-
truimos la pardbola simétrica de la (I) respecto su vértice,
la parte real de las raices de la ecuacion ax®--bxr--c=o0 es
la abscisa del vértice de dicha pardbola y el coeficiente de i
es igual, con signo -+ o —, a la mitad de la cuerda que sobre
esta ultima pardbola determina el eje x.
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SOBRE LA RESOLUCION GRAFICA DE LA
JECUACION CUBICA

I. La sencilla representacion grafica de las raices imagi-
narias de la ecuacion cuadratica dada por el Sr. Rebella, su-
giere dar otra analoga para la de tercer grado, probablemente
conocida también. Todo se reduce a sustituir el punto impropio
del eje z por la interseccién real a de la curva, que se supone
dibujada. La abscisa p del punto de contacto de la tangente
trazada desde dicho punto a es la parte real de las raices
imaginarias; y trazada por a la recta de pendiente doble, las
proyecciones sobre el eje de los dos puntos de interseccion,
son simétricas respecto de p, y su distancia & de él es la
componente imaginaria. Se determinara x, mas exactamente
con esta secante que con la tangente, pues ésta deja un tanto
indeterminado el punto de contacto, mientras que dicha secante
da muy exactamente las dos componentes de las raices imagi-
narias.

La demostracién & inmediata; sea la ecuacién:

y=a(z— ) (% — 2pr—+q);

para toda recta y=»Fk(z—x,) las intersecciones vienen dadas
por la ecuacién

k=a(x?— 2px+4q) de donde,

yta L N VIS
, =P 5 —Vp g

luego las proyecciones tienen el mismo punto medio p, que
en particular es la abscisa del punto de contacto de la tangente;
la pendiente de ésta es k'=a(q— p®) y para k= 2k’ resulia
como semidiferencia de raices precisamente =1} g — p2, que
es la componente imaginaria de las raices p--51.

En su nota de Math. Monthly (1941), da Gehman(1) como

(*) H. M. GEEMAN, Complex roots of a polynomial equaiion, American
Mathematical Monthly, Vol. 48, 1941.
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interpretacion de la componente imaginaria la raiz de la pen-
diente de la tangente; pero aparte de exigir la construccion de
una media y una cuarta proporcional, tal regla es vélida sola-
mente cuando el coeficiente es a=1, y esto se ignora si se
da la curva sin su ecuacion. En cambio, con la regla que damos,

construida, la tangente, como puede hacerse con excelente apro-
ximacion, y dibujada la recta de pendiente doble, la proyec-
cién de sus intersecciones representa graficamente el par de
rajces imaginarias y da entrambas componentes: p y d, como
se ve en la figura.

J. R. P.

N .7 rpe 7

IT. Otra construccién grafica, por el método de las coor-
denadas, de las raices reales y complejas de la ecuacién cubica,
puede basarse sobre la siguiente propiedad: si para p>o y

hp ‘

q'Q—q‘?:;% , las raices de las ecuaciones z34-pxr-4-g=o0 y
x8 — px+-q'=o0 son, respectivamente, x; (real), z,, (imagi-
narias) y 'y (real), 2/, 5 (imaginarias) se verifica

—a i 37,
Zo,5 = L —

2,8 P

’ :__—x'iiti V§$1,
9

Lo

Basta considerar que las dos ecuaciones anteriores tienen
como radicales de Cardano, respectivamente u, v y u, —uv.
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De donde, si se representan graficamente las ecuaciones

y =% pzx (1)
z=yS—py (2)
2 __hp? 2
x —92*; (3)

las paralelas a los ejes por el punto (—¢’, —¢q) de la hipér-
bola (3) determinan sobre (1) y (2) los valores z; y #’y; vale
decir, la raiz real y ntimeros proporcionales a los componentes
de las raices complejas de ambas ecuaciones 3 px-q=o0;
3 — pxr—+ ¢ =o0.

Esta misma propiedad podria utilizarse para la determina-
cién nomografica de las raices complejas de la cubica
%3 -}- px -+ ¢ =0, superponiendo al cldsico nomograma para la
ecuacion (ver, por ejemplo, D’Ocaene, M., Cdlculo grifico y
nomografia, ed. espaiiola, pag. 319) sobre la escala de p una

de (%) y sobre la de g una ded 5 ¥ dibujando el soporte de

la escala «muda» de K para complzetar el nomograma de ecua-
cion

con lo que las alineaciones p,q y — p,q’ que se cortan sobre
el soporte de K permiten conocer ¢’ partiendo de g o viceversa.

J. B.

CUESTIONES ELEMENTALES

15. — En qué dirvecciéon debe ‘atravesarse una ecalle por la que avanza un
vehiculo de modo que el riesgo de ser alcanzado al cruzar delante del mismo
sea minimo?

16. — Dos cilindros circulares rectos, del mismo radio r = 1 y de alturas
ilimitadas en ambas direcciones, estin colocados de modo que sus ejes se cor-
tan bajo un 4dngulo ¢. Determinar, para O < ¢ =< 909 el volumen V(p) de
la ‘‘penetracién’’ o sea del conjunto de los puntos que pertenecen a los dos eci-
lindros a la vez.




EXTENSION DE LA FUNCION DE DIRICHLET AL
CAMPO COMPLEJO

(Tema N©° 15, Vol. VII, pag. 28)

La llamada funcién de Dirichlet que toma el valor 1 en
los puntos racionales y el valor o en los irracionales, admite,
como es sabido, la siguiente expresion algoritmica

D(z)=lim lim (cos m!nz)2"=1lim f,,(x)
m— 0 n—- o0 m—» Q0

y pertenece a la 22. clase de Baire, como limite de funciones
de primera clase y no pertenecer a ella por ser totalmente dis-
continua. Se trata de extender esta funcién al campo complejo,

es decir, considerar la funcion D(z)=Ilim f,,(z), donde z es
m—> 00

un punto cualquiera del plano complejo, estudiando el doble
paso al limite y la sucesion de funciones fp,(2).

A tal fin, hacemos m!n=1Fk y escribimos

w=cos kz = -;— (ekei |- ghzi )

%
o bien, con =k,

Resulta asi

fm(2) =lim wen, D(z) =lim limw?*.
n— 00 m—» 0 n—

En virtud de esta definicion de f,,(z) ella tomara el valor
o en los puntos z correspondientes a valores w tales que |w|<1,
mientras que serd o en aquellos en que |w|>1. Ademas, se-
rd 1 en los puntos de la circunferencia |w|=1 que tengan ar-
gumento racional respecto de w, no teniendo, en cambio, valor
determinado en los de argumento irracional respecto de m.
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El problema consiste, pues, en determinar a que puntos
del plano z corresponden estos puntos w. Para ello debemos
transformar en el plano ¢ el circulo |w|<1 del plano w y
luego pasar de esa region transformada a su correspondiente
en el plano z.

Practicamente procedemos asi: la funcién de Joukouwski
wz——i( Z—-«I—) , transforma circunferencias del haz AB en

2 [4

circunferencias del mismo haz. En particular, la circunferencia

del haz de centro i cuya ecuacion en coordenadas polares es

p?2—opsenp=1 se transforma en la circunferencia de centro
. . I I 1

en el origen y radio 1, pues los vectores —Q—C Yo T dan una

resultante constantemente igual a 1 como se comprueba facil-

mente.

g) C i(‘f"l’é) 5

S\ %
[(12-1)
A0/ %/ A0)
Ve
NN\
v
D - (1+12)

Fig. 1

Se comprende de inmediato que a la circunferencia del
haz de ceniro — i, le corresponde también la circunferencia
de centro en el origen y radio 1. Reciprocamente, a la circun-

ferencia |w|= 1 del plano w, la funcién inversa {=w + Vw2—1
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‘hace corresponder en el plano ¢ las circunferencias del haz AB
de ocentros i, —1i.

Ademas, como al centro w=o0 en el plano w, le corres-
ponden los centros i, —i en el plano T, el interior de la cir-
cunferencia w = 1, se transforma en el interior no comun de las
circunferencias centradas en i, — i (regién rayada).

Desde luego, se corresponden las regiones no rayadas y
cuando un punto recorre la circunferencia |w|=1 en el sen-
tido directo, sus dos correspondientes en el plano ¢ se mueven
sobre las circunferencias en el sentido indicado por las flechas,
transforméndose la semicircunferencia superior del plano w
en la circunferencia superior del plano .

Para pasar ahora de ¢ a z, introducimos previamente
el plano auxiliar log ¢, es decir, transformamos 7 en logZ.

A lo largo de la circunferencia p?—2pseng =1 es
p=|senq)j:]/s-en2cp—{— 1| y por eso, haciendo C=pe®? , log{=
=logp-i¢@ (con abstraccion de un multiplo
de 27) se representa en la forma indicada en
2mi, la figura, correspondiendo a la circunferencia
(§ ) 6 del plano € la sinusoide o del plano log%. Las
\ zonas rayadas se corresponden, pues el punto

kL
X =i, se transforma en el plano logT en el

.7
punto i—.

{ ) . Debemos pasar, por tltimo, del plano log?
-7 al plano z. Gon

f } __logl logl ¢ . 1

-2 Tl mlm mln min 08P
Tig. 2 resulta para m =23, por ejemplo, las represen-

tacion de la figura. Se corresponden, como es
evidente, los interiores, exteriores y contornos entre si. Teme-
mos asi que la funcién f,,(z) de primera clase toma tres valores
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' fm(z) =0 dentro de los limbos rayados

= o fuera de los limbos rayados

=1 en los nodos y en un conjunto denso sobre
el contorno (puntos correspondientes en el plano z a los pun-
tos de la circunferencia |w|=1 de argumento racional res-
pecto de 7).

Finalmente, cuando m — o, aumentan indefinidamente los
nodos, conservandose los ya existentes, con lo cual el conjunto
variable de limbos tiende a confundirse con el segmento (— 1,
1), quedando como conjunto interior a todos los recintos el de
los puntos irracionales del intervalo (— 1, 1). Considerando
las infinitas determinaciones de log €, resulta en conclusién que
la funcién D(z) vale 1 y o en los puntos del eje real e o
en el resto del plano. La funcién real de dos valores se con-
vierte, por tanto, en una de tres, resultado al que se puede lle-
gar mas brevemente sin necesidad del estudio que hemos hecho
de las funciones f,(z), creyendo interpretar asi el tema pro-
puesto.

Félix Eduardo Herrera

Otra solucidn.
Si descomponemos cosz en su parte real e imaginaria ten-
dremos, siendo z=x-1y,

cosz=cosxchy-|isenxzshy

y su médulo sera

|cos z|= ]/0039 x ch? y {-sen?xsh?y.
Teniendo en cuenta las formulas
sen?2x=1— cos?x, sh?y=ch?y—1

obtenemos

|cos z|= 1/01'12 y — 1+ cos?x.
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Aplicando esta féormula a m!nz tendremos
|(cos mlnz)?"|= (ch®mlny — 1 - cos? m!nx)n.

Como para todo y-=o0 existe un m, tal que ch2m!zy> 2,
para todo m>m, serd

lcosm!nz|>1
y por tanto, si m>m,
lim|(cos m!mz)2n|= | o,
n—- Q0
luego

llim  lim (cos m!nz)2"|= - o
m—» 00 n—> 00

o sea, que si y7/=0, es decir, si z no es real, obtenemos el punto
del infinito del plano complejo. Si y=o0, se obtiene la fun-
cién de Dirichlet en el campo real.

Manuel Balanzat

TEMAS PROPUESTOS

39. — Determinar los 6rdenes de multiplicidad de los di-
versos puntos de la curva de Peano.
ho. — Desarrollar en serie de potencias de x la funcién:
x.sen o
arctg ———
1-+x.cosa

y generalizar el método.

L1. — Resolver la ecuacién funcional:




SOBRE LA APLICACION DE LAS DIFERENCIAS
FINITAS EN LA DERIVACION SUCESIVA
DE LAS FUNCIONES GOMPUESTAS

(Tema N°¢ 28, Vol. VIIL, pag. 80)

El simbolo de las diferencias finitas puede aplicarse efi-
cazmente en la derivacion de las funciones compuestas y per-
mitir una expresion explicita de las mismas. En efecto, si
Ap=r1 se obtiene la identidad

n

An (I - ﬁ) - (li) (I -+ Zﬁ-) ! de donde

u u u
kr=urtP (u-k)"PA (ut-k)Pu—P.

Si se aplica esta expresion en el desarrollo de Taylor de
una funcién de dos variables (lo mismo si son mas de dos)

4 o’ — S'_I__ af af ’ (r o
flu- k,v«f?‘k) = (51_1 k —}—% k) se obtiene

(- B)P (o) f(ut-Fy v I) =

r=o':

donde, para las diferencias, los exponentes significan ordenes
de diferencias y éstas se aplican a la expresién

WP (u k)P (v )

con Aijp=~h~hqg=r1.

Si ahora se supone que u y v son funciones de z e indi-
camos con D el simbolo de derivacién respecto de esta Gltima
variable tendremos, aplicando nuevamente el desarrollo de Tay-
lor e igualando los términos de igual potencia del incremento
de la variable

S S S
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n
1, of of A
nyPye =urd X (g2l p L2l :
Drupve f(u, v) ubrz‘o”! (uBuAl ‘ UBvAz)

donde las diferencias se aplican ahora a uPv—¢ Dnypyy.
La expresién explicita serd pues

r s
Drypyd f(u’ 1)) = uhp? > vy f (r+3> A17‘A23 u—Pv—¢ DruPud
oér—{—sén I'I s! r,S

donde, por comodidad () __oriof

‘.S ourovs

La formula anterior es especialmente comoda cuando u y
v son funciones elementales, como lo muesiran los siguientes
ejemplos:

19.) Si u=2h y v=2ak con hp-+kqg=m
D”LIJ’”f(.’L’”‘, wlc) —_

hr-kes
x .
=z st (r-+s) ATAgsm™ con Aim=hy A,m=k.
ogr_]_sgnr. S r,s
Si h y k toman los valores 1 y — 1 respectivamente los
simbolos de las diferencias pueden eliminarse. Asi

Dnmm]t (.’17, _I’(_;_) —

— gpm—n Z xrhsr B (T‘—!—S) (__ I)S n(,-_[_s (TI’I, - S)(n__r_s

o<rds<n TS 1S

donde n( indica la factorial de base n, grado r y diferencia 1.

h
. xh—1
20.) Dnxmf(l. ) =lim Drag™f ( 5 ):
h—o
N ghr n f(l'/ dr mn
- . /g . — — ————
lim gm— 2 fromr—=gm—n 2 g
h—o r=o r=o0



— 162 —

que puede escribirse

Dramf(L. z) = o (f 4 m)(n

donde se sustituyen los exponentes de f por 6rdenes de deri-
vacion.

Esta formula, para m=o, estd en Cu. J. pE Lo VaLLER

Poussiy, Cours d’Analyse Infinitesimale (52. ed.), tomo I,
Pag. 91.

Para m=n y f(l.x)=1IL« se llega a este resultado cu-
rioso

D

Lanlox
nl!

—lLotitofgt.. .+

Compruebe el lector la igualdad de este resultado con el

que se obtiene aplicando al primer miembro la férmula de

Leibniz.

30.) Drarcsenx=D"1 (1 — x?) _

n—i|{—— ("<——I>" _r_,
— Z(_?_L ( T — xZ) 2 g2r—nt1 Arg(n—1
r=o

con Ao=2 de donde

V1 —a? 2 1D arcsen &=

n—1 I
- zn‘_l <—r?) (_ I> rg?in (I — -’15'2)"_ r—1 Ar o(n—1

| e gpe—

= 2

n—1
pues Aro™1=0 para r< .

fo.) Dr arctgw:D”*l (14 2®) 1=

n—1

=3 ) gor-Hi—n (I -}—:1.72)"‘1'—’" Ar ofn—1
r=o
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con Ao=2, de donde

—1
(I + wz)n Dn arc’cg = (_ﬁ I)’ g2ri—n (I xZ)n-—r—l Ar o(n—1,

2

50.) Con las exponenciales se obtienen resultados seme-
jantes a los obtenidos con las funciones de potencia. Si u=ehe
y v=ekz con hp-+kq=m.

elhr+ks)x

Drema f(eha, ghiz) — ema 3 f r(* rs+8) A7 Ags mn

!
o<r-ts<n r!s!

con AAm=h y Aym=EFk.

Si h+k=o
Ay A mr=(— 1)sA™ (m — hs)® con Am=h.

60.) Por lo tanto tendremos

Dnemzi o) (ehxi’ B»hmi) —

(rs) )
— in 2; q? r,lsl—' e[m—{—h(rfs)]wl (7 I)s Ar_{_s (m - hS)n
0<rfs<n T $

Si cp(eh"” B—hm)__ (sen hx) (P<r+s>__(_I)s(zi)—r—s]f(r+s)_

Sustituyendo, transformando e igualando, por ejemplo, las
partes reales

D" cos ma f(sen ha) =

2 i Z( )GOS [((m—+h(r— 2s))z+ —(n—r)]Ar(mwhs)"

or i
r— 27

Igualando las partes imaginarias se obtendra la expre-
sibn para senmxf(senhx) y en forma semejante para
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cos mz f(sen hxz) y senma f(coshx) y para las expresiones co-
rrelativas con funciones hiperbélicas.
70.) Por otra parte

. " (s) )
Dremzi (e 2hat) — jn X (5—‘ em+-2hs)zi A\s ;. con Am = oh

§=0
y si )
. I 21 .
P (ehel) =F (ﬁfgm{) =7 (m}‘“‘ i) = f(tg hx)
S
: (——~I)r Fcrs S(r(iﬂ(s‘r
CP(S) =2 rl (I+6211wi>s+r:

r=0

- s! $ f(r) (__._]) e—hxi(s-+r)

28 = vl \s—r/ircos s ha

kS

por lo tanto, sustituyendo, transformando e igualando, por
ejemplo, las partes reales

Dm cos mz f(tg hx) =
N
no g, v cos[(m-+hs)z4—(n—r)]
> fr [ = ( r) 2 Ar+smn
o2l — Vs 25 cos 2t hy

e igualmente se obtendra, igualando las partes imaginarias, la
expresion correspondiente a sen mx f(tg héc) asi como, en for-
ma andloga, las expresiones correlativas correspondientes a las
funciones hiperboélicas.

José Babini




UNA FORMULA INTEGRAL REFERENTE A
FIGURAS CONVEXAS

(Tema N° 31, Vol. VII, pag. 109)

El tema propuesto con el n°. 31 en el vol. VII, pag. 109,
de esta Revista, decia:

Se sabe que en la teorfa de probabilidades geométricas la
posicion de una recta G del plano se determina por su dis-
tancia p a un punto fijo O y el angulo ¢ que la normal a la
recta desde O forma con una direccion fija. Ademés, para
medir un conjunto de rectas se toma la integral doble de la
expresion dG=dpde que se llama densidad de rectas.

Sentado esto, consideremos una figura plana convexa K.
Llamemos o a la longitud de la cuerda que la recta G.deter-
mina en ella y oy,a, a los angulos (menores que 7) que G
forma con las tangentes a K en los extremos de dicha cuerda.
Suponiendo que el contorno de la figura K tiene en todo punto
tangente determinada y que carece de segmentos rectilineos,
demostrar que

c I
[_daz—Lz (1)
v ] sena; sen 2 :

siendo L la longitud de K y estando la integracién extendida
a todas las rectas G que cortan a K.

1. Solucién. Tomando sobre el contorno de la figura con-
vexa K un origen P de arcos, cada punto A del mismo- estara
determinado por la longitud s del arco PA. De esta manera
toda recta G que corte a K estard determinada por las abscisas
curvilineas s, s, de sus puntos de interseccién con el contorno.
En las hipotesis del enunciado, de que el contorno de K no
contiene segmentos de recta, la correspondencia entre las rectas
G que cortan a K y los pares de puntos s, s, es biunivoca.
Por consiguiente es posible expresar la densidad de rectas
en funcion de los nuevos pardmetros s;,s, en lugar de los
ordinarios p, ¢.
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Queremos, pues, expresar la forma diferencial dG=dpdo
en las nuevas variables s;,s,. Para ello procederemos en dos
etapas. Supongamos primero que solamente queremos cam-
biar la variable p por la s, conservando ¢. Tomando un sis-
tema de coordenadas rectangulares y llamando z,y; a las
coordenadas del punto correspondiente a sy, las féormulas de
transformacién son

p =, 008 ¢+ y; sen @
P=0. (2)

De la primera s¢ deduce

d

=

=1’y cos ¢ ¥’y sen @

[+3)

81

indicando los acentos derivados de las funciones x;=x(sy),
y1=1v1(sy) (que son las ecuaciones paramétricas del contorno
de K) respecto el arco s;. Llamando $; al dngulo que forma
la tangente a K en el punto s; con el eje x;, es @’y =cos 9,

0 .
yy=send; y por tanto Fs% =cos (¥; — @) y siendo ay, se-
gun el enunciado, el angulo de la recta G con la tangente es
¥ —op= g—al y por tanto—ggi:sen a;. Por consiguiente,
2 1

el cambio de variables definido por (2) da
dG=dpde =sen a;ds; do. (3)

Para introducir la abscisa curvilinea s, del segundo punto
de interseccién de G con el contorno de K, observemos que
siendo z,,y, las coordenadas de este segundo punto, las foér-
mulas de transformacién seran

tor T1 %
¢ =arctg
21 L
81281. (\Zl)
De aqui

o9 %"‘(yz—h)xlz—(%_902>.7"2.

0 S5 (Y1) 2+ (m1—1,)*
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Siendo o-la cuerda que G+ determina en K, el denominador
de esta expresion es o? y en cuanto al numerador es igual al
momento de la recta que pasa por el punto z,,y, y cuyos cose-
nos directores son z’y, ¥, (o sea, la tangente al contorno de K
en s;) respecto el punto x,,y,;. Por tanto, siendo @, el angulo
que forma la tangente a K en s, con la recta G, es

0 ¢  sena,

0 s, ]

Con esto, de (3) y de (4) se deduce la nueva expresion
buscada para la densidad de rectas del plano:

sen oy sen o N
dG =R 00 g s, (5)

Esta expresion se puede escribir

S 4G —ds,ds, (6)

sen ¢y Seim oy -

e integrando sobre todas las rectas que cortan a K y teniendo
en cuenta que al integrar s, y s, a toda la longitud L de K
cada recta habra venido contada dos veces, resulta la formula
(1) del enunciado.

2. Generalizacion. El resultado anterior no es valido cuan-
do el contorno de K contiene segmentos de recta. Ello es de-
bido a que en tal caso los pares de puntos de un mismo seg-
mento determinan la misma recta y por tanto la corresponden-
cia entre las rectas y los pares sy,s, no es biunivoca. Veamos
como se puede proceder en este caso.

Supongamos que el contorno de K contenga n segmentos
de recta de longitudes a; (i=1,2,3,...,n). La formula (6)
sera aplicable siempre y cuando s; y s, no correspondan a pun-
tos de un mismo segmento. Por tanto, para calcular la integral
del primer miembro, extendida a todas las rectas que cortan
a K, deberemos integrar el segundo miembro a todas las posi-
ciones de s; y s, que no pertenecen a un mismo segmento de
recta del contorno. Por tanto, fijado s;, si pertenece a un
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segmento de recta q;, s, podrd variar a todo el contorno menos
a este segmento, o sea la integral de ds, valdra L —a; Si s;
no pertenece a ningun segmento, sino a una parte curvilinea
del contorno de K, s, podrd variar a todo €l contorno y la
integral de ds, valdra L. Por tanto la integral del segundo
miembro de (6) extendida a todos los valores de s;,s, que no
pertenecen a un mismo segmento del contorno de K, vale

SL—a)a+ (L—Za) L=12—Za?,

donde la sumatoria indica que hay que sumar a todos los seg-
mentos «;.

De esta manera, lo mismo que antes, cada recta viene
contada dos veces, pues los punlos sy, s, pueden permutarse en-
tre si sin cambiar la recta, y por tanto queda, en definitiva,

[+ I
: fg*— dG = (L*—Zg?). * (7)

en oy Sen

Esta formula generaliza la del enunciado del tema pro-
puesto. La integracion del primer miembro estd extendida a
todas las rectas que cortan a K y la formula es vélida para
cualquier figura convexa, siendo L su longitud total y a; las
longitudes de los segmentos rectilineos de su contorno. Si el
contorno no contiene segmentos rectilineos queda la férmula
(1) del enunciado.

3. Generalizacidn wal espacio. En la teoria de Probabilida-
des Geométricas, una recta del espacio se determina por el
elemento de’area d() determinado sobre la esfera de radio uni-
dad por un radio paralelo a la recta, mas el elemento de area
dxdy correspondiente al punto de interseccion de la recta por
un plano normal (1). Es decir

dG = dz dy dO. (8)

Supongamos un cuerpo convexo K cuya superficie tenga
plano tangente determinado en cada punto y no contenga ca-
ras planas. Sean dfy,df, los elementos de area de la superficie
de K correspondientes a los puntos de su interseccion con G;
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representaremos también por f;,f, a estos puntos. Siendo dzdy
el elemento de &rea correspondiente a un plano normal a G
'y llamando «; al 4ngulo que forma G con la normal a la
superficie de K en f,, es dzdy=cosa;df; y por tanto (8)
se puede escribir en la forma conocida

dG =cos a, df, dQ. (9)

\

Considerando la superficie esférica de centro el punto fy
y radio la cuerda o que la recta (G determina en K, el elemento
de area de la misma serd o2d() y al proyectar sobre ella el ele-
mento df,, llamando «, al angulo que forma la recta G con
la normal a K en f, serd o2d(—=cosa,df,. Despejando de
aqui dQ) y sustituyendo en (g), queda

COS 0,y COS Gy

dG =228 % gy df, (x0)

Pasando el coeficiente del segundo miembro al primero e
integrando a todas las rectas que cortan a K, se tiene, como
formula analoga del espacio a la (1) del enunciado

G2 1
. ——dG =~ F2 (11)
COS &ty COS Oy 2 . d

siendo F el area de K.

Si la superficie de K tiene caras cuyas &reas sean a;.
procediendo exactamente igual que en el caso del plano, se ob-
tiene

2
f—iWMM=HW—zm,
C 2

0S 0y COS Gy .

extendida como siempre la integracion a todas las rectas G
que cortan al cuerpo convexo K y siendo o la longitud de la
cuerda que G determina en K y ay, a, los dngulos que forma G
con las normales a K en los puntos de interseccion.

Luis A. Santald

() Ver por ej. DELTHEIL Probabilités géométriques, Gauthier-Villars, Paris,
1926, pag. 90.



CUESTIONES DIDACTICAS Y METODOLOGICAS

SOBRE UN TEOREMA DE MAXIMO Y MiNIMO

Es conocida la dificultad con que suele tropezarse para demostrar riguro-
samente el Gtil teorema de que un producto de factores reales de suma cons-
tante es maximo cuando todos los factores son iguales, si se quiere presecindir
de los teoremas de existencia de méximos y minimos de la Teoria de funciones
reales de varias variables, ain no estudiadas en los cursos elementales.

Vamos aqui a recordar el elegante método seguido en esta cuestién por
BARTRINA y CAPELLA, antiguo profesor del Imstituto de 2* enseflanza de Bar-
celona y contenido en su exeelente ¢¢Aritmética universal’’, dando también
una interesante aplicacién del teorema para la introduccién del ntimero e.

El teorema mencionado es cierto para dos factores, pues basta considerar
el producto

(m—zx).(m+ ) =m*—a*

de suma constante 2m y que es maximo cuando # — 0.
Supuesto el teorema cierto para m — 1 factores, vamos a demostrarlo pa-
%
ra n factores abec... I de suma
at+bfet ... Fl=s3s
y cuya media aritmética es m — s/n.

Si no son todos los factores iguales a m, habrd algin ¢ < m y algln
otro b > m; entoneces, siendo p y ¢ ntmeros positivos pongamos & — m —p,
b = m 4 ¢q y sustituyamos el producto ab — (m—p).(m 4 gq), cuyos factores
suman 2m—gp 4+ ¢, por el de igual suma

m(m —p+q) = ab 4+ pg > ab,
es decir, serd abe...l < m (m—p 4+ q)...1
en que los n factores de ambos miembros tienen la misma suma s.
Por haber supuesto el teorema cierto para a« — [ factores, es
(m—p+gqgjec... 1 =mn-l
por lo que podemos escribir para el producto de los n factores desiguales dados:

abe ... 1 < mn

como queriamos demostrar.
La aplicacién de este teorema a demostrar la monotonia del par de suce-
siones convergentes por las que puede introducirse el ndmero e :

(14+3) <e<(t+)""
es inmediata y sencillisima.
La desigualdad que establece es creciente la sucesién (1 + %)n
puede eseribirse

L(145) < (14 o)

ey
en que tenemos n - 1 factores en cada miembro de suma » | 2, siendo igua-
les los del segundo.
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La sucesién decreciente establecida por la desigualdad
1 n 1 \n}1
(1 :=)"> (14 3)

puede escribirse, considerando los valores reciprocos :

n—1\ n n n-+1

1 (T) < (n—[—1)1

en que teriemos n - 1 factores en cada miembro de suma n, siendo también
iguales los del segundo.

Recordemos finalmente que ambas sucesiones son ‘‘contiguas’’ porque la
diferencia

(14 2P0 43y = (< (e s

puede hacerse tan pequefia como se quiera.

P. P. C.

QUE DEBE HACERSE PARA EL ADELANTO DE LA
MATEMATICA EN LA ARGENTINA (1)

Publicamos a continuacién, parcialmente, el Comentario de los infor-
mes y resumen general, redactado por el Doctor Juax T. LEWIS, a raiz de
las respuestas recibidas en la encuesta promovida por la Asociacién Axr-
gentina para el progreso de las ciencias.

Al final hemos agregado el informe del profesor Grorge D. BIRKHOPF
de la Universidad de Harward, matemdtico de renombre mundial que hace
poco nos visitara.

Preguntar a un hombre de ciencia cuil es la importancia de la ciencia
que &l cultiva, seria una ingenuidad tan grande como la de inquirir de un
enamorado la belleza de la amada. La matematica con ese ‘‘algo de semi-
juego y -de semirreligiosidad’’ al decir de Spranger, reeordado por Babini,
ejerce esta atraceién sobre sus cultores con singular poderio. De estos infor-
mes sobre ‘‘lo que debe hacerse para el adelanto de la matemética en la Ar-
gentina’’ se desprende la devocién que por ella tiemen los mateméiticos. Y
es bueno haberles hecho esta pregunta, pues nadie mejor que quienes estan
imbuidos de un espiritu tan fervoroso para hallar los medios de difundir
el amor a esta ciencia, de hacerla resplandecer con mayor brillo y de con-
vertirla en una fuente mis rica de nuevas verdades.

La mateméitica es en primer término un precioso instrumento, auxiliar
indispensable en el estudio de los fenémenos de la naturaleza y de uso tan

(*) Ver este mismo volumen, p. 143.
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corriente en la vida diaria que, parafraseando a C. Bernard, podria decirse
que se hace mateméitica como se respira. La atraccién que desde el Renaeci-
miento ejerce la mateméitica sobre las ciencias naturales, queda bien de ma-
" nifiesto en la célebre frase de Galileo sobre el objeto de la ciencia: Medirlo
todo, hacerlo todo mensurable. El fisico y el biélogo no quedan satisfechos,
si es que alguna vez quedan satisfechos de sus aproximaciones, hasta que
llegan a dar expresién matemética a las leyes que han descubierto. La
aplicacién de la mateméatica a la biologia, a la medicina, a la industria, a
toda la actividad moderna impregnada por la téenica es cada vez mayor. Su
utilidad por eso se aerecienta cada dia.

En un orden superior la matemética ¢‘cumple un papel organizador de
la inteligencia, los hechos brutos estin sin matemética, es ella quien les asig-
na un orden por el cual se nos presentan en su lugar’’ (B. Levi), seria en
nuestra mente el reflejo del ‘‘orden inmanente en la maturaleza’’, Su préec-
tica se convierte em un juego de gimnasia mental, que al igual que las deméas
ciencias adiestra en el razonamiento légico y em la astraceién, pero en un
grado superior al de las ciencias naturales, al permitir una mayor liberaeién
del mundo sensible.

Pero la misién suprema de la matemética al decir de Babini, ‘‘es la de
poner de manifiesto la existencia de un mundo de objetos determinados, de
metodologia propia y dotados de caracteres especificos... mostrdndo los obje-
tos mateméticos en su esencial idealidad, independientes del tiempo y des-
vinculados del mundo exterior, mostrando el quehacer matematico como wun
libre juego de la inteligencia y como un admirable ejemplo de convivencia
posible en la estricta mnecesidad de las leyes y la libertad ereadora, sin limita-
ciones impuestas por experimentos cruciales y sin los apremios de um afén
utilitario; sin forzadas ataduras a otras diseiplinas, pero si armoniosamente
entrelazadas con las restantes esferas de la realidad y las demis actividades
humanas; asi contribuye a la formaci6n de esa emanacién que llena y en-
vuelve al espiritu, que es la cultura pei'sonal”. (J. Babini, La matemdtica
en la ensefianza media.)

;3 Cémo se podri comseguir que en nuestro pais la matemética desempe-
fie este triple papel de instrumento, de medio de educacién intelectual y
cultural? ‘‘Las medidas que han de” adoptarse.. han de ser por una parte
aquellas medidas genéricas que propenden al desarrollo de la ciemcia cualquie-
ra sea el seector del saber a que pertenece; y por otra, ciertas medidas especi-
ficas que consideran la naturaleza propia de las mateméticas y las circunstan
cias especiales que favorecen su desarrollo en mnuestro pais’’ (Babini).
Conviene analizar en primer término las medidas eondicionadas por la natu-
raleza de la matemAtica. :

“‘La investigacién matemitica es integramente intelectual’’ (Santald),
por esto el factor hombre es de importancia tan fundamental que casi se
podria decir que es exclusiva. Para hacer matemética se necesitan pocos re-
cursos materiales: ‘‘La matemética se realiza al través de actos de pensa-
mientos. No importa para la misma, necesidad de montar institutos con cos-
tosos aparatos. Bibliotecas excelentes, material conveniente de vrevistas, y
tiempo, eon lapiz y papel y tiza, son los elementos indispensables’” (Dieulefait).
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La biblioteca es quizd el tnico instrumento, pero su importancia, si es posible,
es aun mayor que en otras ramas de la ciencia. En parte esto se debe a la
continuidad histérica de la matémética y al valor siempre actual de sus des-
cubrimientos, mientras que en las ciencias naturales que progresan por apro-
ximaeciones, lo pasado va perdiendo ese valor que podriamos llamar viviente,
para quedarse con sélo el valor de gesta. Los descubrimientos de los mate-
maticos de los siglos XVII y XVIII son tan ttiles hoy como lo fueron en sus
dias pristinos, mientras que los de los bidlogos o los quimicos de las mismas
épocas han sido superados. Puede hacerse fisiologia ignorando a Harvey, pe-
ro no puede hacerse mateméatica sin conocer los problemas planteados y resuel-
tos por Leibniz, Cauchy o Gauss, pues la historia de la mateméitica no se va
a un pasado cada vez méis remoto, queda siempre en el presente. Casi no hay
uno de estos informes en el cual no se hace notar el papel de la biblioteea,
de la necesidad de ponerlas ‘‘en condicién de proveerse, no sélo de las pu-
blicaciones recientes de todo el mundo culto, sino de integrarse por medio
de la adquisicién de ese fondo admirable que representa el pensamiento de los
siglos XVII, XVIIT y XIX’’ (B. LEVI).

Por suerte ‘‘los libros y revistas no son muy numerosos y son fdciles de
adquirir comparado con lo necesario para otras diseiplinas como la historia,
filologia, ete.’’ (Santalé). En cada centro donde se hacen estudios matema-
ticos deberia existir esa biblioteca matemitica, mo necesariamente reunida
en un sitio, lo cual sin embargo no dejaria de tener ventajas, pero por lo
menos accesible a todos los estudiosos, ecom catdlogos completos y mantenidos
al dia, que permitan loealizar ficilmente la existencia de una obra o de una
revista, en una ciudad y sitio determinado.

La preponderante importancia del factor hombre, debido a la naturaleza
puramente intelectual de la actividad matemdtica, hace que no cualquiera pue-
de ser matemético, s6lo quienes tengan ‘‘aptitud, deseo de saber y capacidad
de esfuerzo’’ (Terradas), podrin llegar a serlo. Las condiciones ‘vocaciona-
les’’ pasan asi al primer plano al considerarse el porvenir de la matemética.

El reclutamiento de los mateméticos debe iniciarse en la ensefianza media.
En nuestro pais ‘‘la observacién evidencia que tanto en el nifio como en el
hombre existe una marcada predisposicién hostil y un terror enorme hacia el
estudio de la matematica’’ (Cortés Pla). ‘‘La matematica suele ser, para los
estudiantes secundarios, obstaculo difieil de vencer; la materia acaba por
convertirse en pesadilla; el ciclo secundario se termina, por lo genmeral, con
una preparacién mateméitica deficiente’’ (Bula). Este grave mal se debe en
parte a una estructuracién defeetuosa de los programas y en parte a que no
giempre los profesores de los colegios secundarios estin capacitados para desem-
peifiar su tarea.

El ingeniero Babini ha hecho un estudio prolijo del papel de la matemé-
tice en la educacién media, con apreciaciones criticas sobre los programas;
el ingeniero Cortés Pla propone se inicie un estudio completo y profundo de
este tema; el ingeniero Dieulefait propone la organizacién de un *‘Consejo
Asesor de la Ensefianza de la matematica.. con dos miembros por cada Fa-
cultad en la cual existan centros de estudios mateméticos y que controlaria
los planes generales de la ensefianza’’. El doctor Gaspar propone a la Asocia-
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cién que constituya un ¢‘Comité de Asesoramiento, eoordinacién y orienta-
cion de los estudios mateméticos en la Argentina’’ que tendria entre otras
funciones la de ‘‘dar orientacién uniforme a la ensefianza de la matemébtica
en las escuelas medias... aconsejaria los planes de estudio més convenientes
para cada tipo de escuela y los textos adecuados’’. Es de primordial impor-
tancia tener una ensefianza adecuada de la mateméitica en el ciclo secundario,
pues ‘‘la bondad de la misma puede tener repercusiones favorables en capas
muy extensas de la poblacién que irdn a formar la clase dirigente de mafiana’’
(Terracini). En cambio sus defectos pueden causar vicios de formacién de muy
dificil, si no imposible, correceién ulterior. Obtener programas estables, he-
chos por ‘‘profesores que hayan cumplido estudios superiores en la materia y
tengan algunos ajios de experiencia en la docencia’’ (Bula), es el primer
paso necesario para evitar que el primer contacto serio con la mateméitica
produzea el rechazo casi gemeral que hoy despierta, y para dar un fundamento
inicial sélido y equilibrado a los conocimientos del futuro matemético. No debe
olvidarse sin embargo que ‘‘todos los programas son buenos, si apenas son
tolerables, -con tal que no sean demasiado rigidos, para dejar una cierta libertad
de interpretacién a los buenos profesores; a los malos, ninguna preseripeién
programética, '.podré, volverlos buenos’’ (Levi).

Bl segundo paso, més importtante afin que el primero,} debe ser la de-
signacién de matemAticos auténticos para desempefiar las catedras secunda-
rias, pues ‘‘para despertar voecacién por la matemitica hay que saber ense-
fiarla y para ello hay que entenderla. Para esto se necesita tener un conoci-
miento acabado y completo del campo que abarca, de las cuestiones de fun-
damento, de la evolucién del pensamiento mateméitico, de la orientacién de la
ciencia de acuerdo con los modernos avances, de los problemas que aun es-
peran solucién. Este conoecimiento sélo estdn en condiciones de poseerlo, quie-
nes habiendo cumplido un eciclo formativo de estudios especializados, se han
dedicado al cultivo de la ciencia, y es a estas personas a quienes se deberé
encomendar la importante y Dbéisica tarea de la ensefianza’’ (Bula).

‘‘Para que el profesor secundario pueda eumplir con su tarea, es preciso
que: a) tenga la mejor preparacién especifica posible; b) pueda perfeccio-
narse continuamente; ¢) mno esté distraido, ni alejado de su tarea docente
por otras ocupaciones o preocupaciones profesiomales’’ (Terracini). La dedi-
cacién completa a la docencia en el ciclo secundario es preconizada por todos
quienes se ocupan de este aspecto del problema (Cernusehi, Dieulefait, Dura-
‘fiona Vedia y Sagastume Berra, Levi, Terracini), Las ventajas para la ense-
flanza son obvias y algunas quedan puestas de manifiesto en los parrafos
anteriores. Pero es preciso que las tareas docentes no sean excesivas, pues de
otro modo -mo hay la posibilidad del perfeccionamiento continuo. ‘‘El ser
matemitico no es una cuestién ‘‘dada’’ para siempre, sino prevalentemente
una funeién, cuyo mantenimiento debe cuidarse y asegurarse’’ (Dieulefait).
Es difieil establecer un limite maximo de labor docente: Cernuschi propone
20 horas semanales, lo cual es probablemente excesivo, Dieulefait dos citedras
(12 horas). Durafiona Vedia y Sagastume Berra sugieren la conveniencia de
establecer un escalafén con disminucién progresiva de horas de ensefianza y
aumento de emolumentos. Lo importante es que al profesor de ensefianza se-
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cundaria le quede tiempo para el estudio y la investigacién cientifica, dnicos
medios de mantenerse activo y fresco y de mno caer en una rutina que mata
todo entusiasmo. No debe olvidarse que la adolescencia es la edad en que el
entusiasmo y la depresién alternan, y que es facil darle al joven el im-
pulso inieiar que ha de condueirle quizds a grandes destinos, o anular para
siempre, o cuando menos torcer o apoear, el desarrollo de una vocacién
incipiente.

Es preciso tener bien presente que en la actualidad el pais cuenta con
un némero muy redueido de matemAticos, y que es de primera necesidad el
formarlos por la ampliacién y perfeccionamiento de los cursos universitarios
de mateméitica; ‘‘no es mnecesario para ello pensar en crear nuevas Faculta-
des o escuelas especiales costosas’’ (Dieulefait). Pero es necesario organizar
cursos en los cuales la mateméatica sea la primera consideracién y el objeto
primario la formacién y de matematicos capaces de pensar en forma original.
Mientras no hayan en nuestras Universidades, Facultades de Ciencias dedica-
das a cultivar disciplinas sin aplicacién profesional inmediata y a preparar
hombres de eciencia, estos cursos podrin estar en otras Facultades, como las
de ingenieria o ciencias econdémicas, pero debe darseles jerarquia y vida pro-
pias. Esto no quiere decir que deben ser aislados de otras ciencias, por el
contrario conviene que vayan unidos a los de fisica, pues ‘‘no es posible
y no es conveniente separar las dos ramas cientificas que toda historia del
pensamiento nos muestra que siempre han caminado juntas’’ (Levi). La vin-
culacién con el estudio de ciencias coneretas tienen ventajas, pues no sélo da
conocimientos de mayor aplicacién sino también que es beneficioso para el
estudio de la mateméatica, pues si bien es cierto que ‘‘es muy raro que se
haya inventado una teoria mateméitica para resolver determinado problema
fisico o téemico planteado a priori’’ (Durafiona Vedia y Sagastume Berra),
¢¢la matematica ﬁ‘rogresarﬁ en forma méAs ripida y vigorosa cuando se trate
de fomentar per igual los estudios de mateméitica pura que los de matemé-
tica aplicada’’ (Cernuschi).

Los profesores universitarios ¢‘deben ser investigadores’’ (Terracini).
Dieulefait, Levi, Terracini y otros hacen notar las vemntajas reciprocas que hay
para el investigador y para el alummo en esta asociacién de la labor docente
y de investigacién original. En la docencia el mateméitico halla esa ‘‘rutina’’
que lo mantiene constantemente activo, como la recoleceién de hechos mantie-
ne active al .que cultiva las ciencias naturales; pues no debe olvidarse que
la produceién matemitica es eminentemente discontinua, dada su naturaleza
puramente inteleetual, como lo hacen mnotar Levi y Santals. Por su misma
naturaleza la mateméitica es absorbente y requiere una dedicacién completa
para poder florecer, De ahi que el acuerdo sea uninime en que el profesor de
mateméitica, tanto universitario como secundario, sea remunerado en forma
adecuada para no dedicarse a otra cosa que a su tarea cientifica y docente.
Esta remuncracién debe ser suficiente para permitirle vivir sin preocupa-
ciones de indole econdémica, pero no son necesarios sueldos principescos, pues
‘‘el hombre de ciencia sabe que el estudio y la cultura son en primer lugar una
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satisfaceién moral, a la cual se puede sacrificar alguna ventaja material’’
(Levi).

La cétedra universitaria debe ser un centro de investigacién cientifiea,
de otro modo mno puede desempeifiar bien su papel doecente de mayor trascen-
dencia, el de despertar vocacién y dar los medios intelectuales para qué se
prosiga la tarea de ensanchar los limites de la verdad y transmitir ésta a
las generaciones futuras. El profesor universitario necesita tiempo y tranqui-
lidad para dediear su pensamiento a la blsqueda original, no debe estar re-
cargado de tareas docentes. ‘‘En ninguna circunstancia deberd permitirse
que un profesor de una umniversidad lo sea al mismo tiempo de ofra’’, pues
ello no sélo redunda en perjuicio de su propia eficacia, sino que ‘‘impide
la formacién de otros profesores dedicados a la misma materia o materias
afines, y la beneficiosa emulacién que de ello resulta’’ (Guitarte). Es tam-
bién perniciosa la costumbre de acumular catedras aun dentro de una misma
universidad (Guitarte), pues, se multiplican las tareas docentes y tiende a
convertirse en rutinaria la labor del profesor.

Los profesores tienen la necesidad de renovarse intelectualmente para evi-
tar el decaimiento del entusiasmo. La investigacién original es el més eficaz
de los medios profilacticos contra la ‘‘fosilizacién precoz’’, pero hay otro,
muy ftil, puesto en prictica en otros paises: los viajes al extranjero. ‘‘Debe
darse a los profesores ayuda y facilidades para que puedan cada 5 o 6 afios
visitar universidades e institutos del extranjero, estableciendo un contacto,
que es indispensable, con otros maestros’’ (Guitarte).

La necesidad de que el profesor tenga tiempo para hacer investigaciones
es una primera razén para asociarle auxiliares en la ensefianza, dedieados
también por completo a cultivar su ciencia. Pero no es la Gnica razén: en esos
auxiliares estin los profesores, investigadores y expertos del futuro. La for-
maecién de un hombre de ciencia o de un especialista no ha coneluido con la
graduacién universitaria, puede decirse que con ella recién empieza la etapa
final y definitiva.

Para despertar la aficién a la matemAtica que ha de llevar a la especia-
lizacién, se ha propuesto la publicaciéon de revistas de divulgacién dirigidas
a los estudiantes secundarios y umiversitarios en las cuales ‘‘se expondran
teorias en forma elemental, se plantearan ecuestiones y problemas, propo-
niéndose temas sencillos de investigacién’’ (Gaspar), se afladirdn notas bio-
graficas y todo cuanto atraiga la atencién y el interés por 14 mateméatica.
Tal parece ser en gran parte el objeto de ¢‘Mathematicae notae’’, segin el
profesor Levi. Igual resultado se obtendrid por medio de concursos, con pre-
mios de libros de mateméaticas, becas o ayudantias en institutos de matemé-
ticas.

El medio méas eficaz serd la creacién de becas o de eargos rentados en
los institutos de matemitica para que, graduados que hayan demostrado tener
aptitudes y vocacién puedan proseguir sus estudios (Bula, Durafiona Vedia
y Sagastume Berra, Gaspar, Guitarre, Levi, Terracini, ete.). Las becas al
exterior, para que jévenes que ya han demostrado su capacidad puedan com-
pletar su formacién en centros de estudios del extranjero, tiemen en esta cien-
cia como en las demés uma importancia grande y numerosos informantes asi
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lo han propuesto. No debe olvidarse sin embargo, que las becas son tan sélo
para periodos breves y que a su-regreso estos jévenes deben tener un puesto
de trabajo adecuadamente remunerado para proseguir su actividad, de ahi la
importancia de expandir su utilizacién eomo auxiliares de las deméis ciencias,
de la economia, de la industria, ete. y de asegurarles a ellos las catedras de
matemética de la ensefianza secundaria.

Se puede estimular la produceién ecientifica por medio de premios pero
no conviene otorgarlos ‘‘antes de que haya tramscurrido un intervalo sufi-
ciente eomo para que el trabajo publicado haya podido ser conocido por mu-
chos y en otros paises’’ (Guitarte). De ese modo se podrd apreciar mejor
el verdadero valor del trabajo.

El informe del profesor Birxmowr, traducido, dice asi:

Queridos colegas:

Tengo el agrado de enviarles mi respuesta a su impeirtante pregunta:
“¢Qué debe hacerse para el adelanto de la Matematica en la Argentina’’, que
me formula en su amable carta del 30 de junio.

A mi juieio, lo mds vital en este momento, es dar una oportunidad razo-
nable a los jovenes que verdaderamente prometen, para que puedan continuar
su trabajo mateméitico. Tales j6ovenes deben comnseguir a los 25 afios de edad
una remuneracién que les permita subvenir a sus gastos, sin tenmer mis de 10
6 12 horas de enseflanza por semana, y habiéndola obtenido, no permitirles

que aumenten sus salarios realizando ninguna otra tarea. A la edad de 30 afios
deben tener asegurada una posicién estable en la comunidad, en una ocupacién
¢ full-time’’, i han demostrado habilidad para investigar y aleanzar resultados.

Creo que estd en el mayor interés de cualquiera unmiversidad o de cualquier
gobierno hacer todg lo posible para ayudar en esta forma a los jévenes mate-
méticos verdaderamente dotados. Estos jovenes se pueden encontrar sin difi-
cultad y es preciso que reciban todo el apoyo posible.

Sin duda, observaciones semejantes pueden aplicarse a otros campos de la
ciencia, pero actualmente me parecen especialmente adecuadas a la mateméitiea,
porque ella esti en una situacién particularmente promisoria em este pais.

Creo que el adelanto actual logrado en la Argentina demuestra que en este
pais ineumbe a las universidades mismas la responsabilidad de estimular y
desarrollar a los hombres j6évenes capaces para que realieen una carrera cienti-
fica, lo que se conseguiri dandoles mejores condiciones para el trabajo que
han elegido. Ademis, me parece que seria muy importante que se constituyera
una Comisién nacional, de la més alta calidad cientifica, autorizada para con-
ceder hecas y estipendios adicionales a los hombres sobresalientes que repre-
sentan promesas para apoyarlos durante sus afios méas dificiles, a fin de los
euales las universidades estarian capacitadas para reconmocer su trabajo por
medio de apropiadas posiciomes ‘‘full-time’’.

(Fdo.): GEorRGE D. BIRKHOFF.



CRONICA

CONFERENCIAS DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA

Durante el mes de octubre préximo pasado se realizaron tres conferencias
organizadas por la Unién Mateméitica Argentina.

La primera de ellas tuvo lugar el 23 de octubre a cargo del profesor
brasileio Mzno E. Souza, de la Universidad del Brasil, sobre el tema:
Funciones moduladas. Matemdiicos brasilefios. Fm esa conferencia, rea-
lizada en el Seminario Mateméitico de la Facultad de Ciemcias Exactas, Fi-
sicas y Naturales de Buenos Aires, el conferenciante expuso el comportamiento
de algunas curvas, al sustituir en sus respectivas ecuaciones cartesianas, las
variables, por sus médulos en primer grado; obtiene en todos los casos rectas,
cuya disposieién guarda un notable parecido con la curva de partida. Luego
pasa a estudiar la derivada del mdédulo de una funcién. Por fin refiere como
ha obtenido las ecuaciones de muchas letras del alfabeto, de algunos poliedros
¥y la ecuacién de la eruz. Durante la segunda parte de su conferencia expuso,
en amena charla, interesantes detalles sobre la vida de los mas notables ma-
tematicos: brasilefios, deteniéndose especialmente en los biografias de los pro-
fesores GOMES SoUzA y AMOROSO COSTA.

La segunda conferencia, organizada en colaboracién con la Asociacién
Argentina de Electrotéenicos, tuvo lugar el viernes 30 de éctubre en el salén
de actos de la Transradio Internacional y estuvo a cargo del doctor GUILLER-
Mo KNIE, quien diserté sobre el tema: El spin electrénico y el principio de
exclusion. Transeribimos a continuacién el resumen de esa conferencia. La du-
plicidad de los términos energéticos de los 4lealis ha inducido a los fisicos a
atribuir al electréon un momento meecdnico propio de rotaciém, llamado spin y
por consiguiente un momento magnético propio. Este es capaz de dos orien-
taciones en un campo magnético, paralela o antiparalela. El spin explica . tam-
bién el efecto anormal de ZEEMANN, es decir el desdoblamiento de las lineas
espectrales en un campo magnético débil y el agrupamiento de los electrones
atémicos en capas coneéntricas, siempre que se admita el principio de ex-
clusién. Este afirma que en un sistema no puede haber dos electrones en el
mismo estado, es decir, caracterizado por los mismos cuatro ndmeros cudnti-
cos. El principio de exclusién supone la existencia de una interaceién entre
los electrones de una naturaleza desconocida hasta ahora. El spin causa el des-
doblamiento de la funcién ondulatoria en dos spinores. Estos se transforman
seglin una representacién bidimensional del grupo de rotaciomes y represen-
tan las magnitudes fisicas con la ley de transformacién més sencilla. A ellas
se pueden reducir todos los veetores y temsores de rango méis alto.

La tercera conferencia estuvo a cargo del profesor BoGUMIL JASINOWS-
KY, de la Universidad de Wilno, y se realizé6 el sdbado 31 de octubre en el
Seminario Mateméatico de la Facultad de Ciéncias Exactas, Fisicas y Natu-
arles de Buenos Aires, versando sobre el tema: El sentido de la matemdtica
griega y su transito hacia la moderna. Damos a continuacién una sintesis de
esa conferencia. A pesar de los innumerables estudios dedicados a la historia
de la ciencia antigua, la cuestién de su esencia e indole verdadera en relacién
con la eciencia moderna, no fué todavia debidamente aclarada. Ahora bien,
los caracteres fundamentales de la ciencia antigua mno se pueden comprender
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’

sino en funcién de una actitud cognoscitiva que le es peculiar y en la que se
diferencia de la ciencia moderna. De la comparacién con ésta se desprenden
algunos rasgos fundamentales de la mateméitica griega del periodo eldsico, co-
mo la preponderancia del punto de vista geométrico sobre el aritmético, el
desarrollo de la estatica y ausencia de una ciencia del movimiento con su eon-
secuencia, que culminé en la inaplicabilidad de la mateméatica a la investi-
gacién de la maturaleza. Todavia, aquellos rasgos que son otras tantas limi-
taciones de la matemitica griega de la época clisica, tienen su econtrapeso
en la tan admirable geometria, esa primera realizacién del ideal de una cien-
cia sistematico-demostrativa en la historia del pemsamiento humano. Una in-
vestigacién profundizada de la mateméitica clisica conduce a un vesultado de
importancia transcendental, presentdndose los rasgos mencionados como la rea-
lizacién de cierta estructura raeiomnal, la cual no deja de reflejarse también en
las particulariedades de los sistemas filoséficos eclasicos. Cabe subrayar, en
la estructura y formaeién de la especulacién de indole mateméitica, la in-
fluencia de dos corrientes distintas, que dan origen a sendos elementos cons-
tructivos de la matemditica, elemento pitagérico, el uno, y sisteméatico-demos-
trativo (o apodeiético), el otro, expresindose en este fltimo la actitud cog-
noscitiva, de la escuela filoséfica de Elea. El aspecto estdtico del Universo
—aquel objeto privilegiado de la ciencia griega— junto con el desarrollo del
aspeeto sintético-progresivo del pensamiento en forma de una concatemacién
sistematica de las proposiciones mateméiticas, estd indicado sobre todo en la
actitud cognoscitiva eleitica, generadora también de los principios 16gicos
de identidad y de contradiecién, portadores de aquella concatenacién en el sen-
tido formal. Por esta razén las llamadas paradojas de ZenoN DE ELEA, lejos
de tener una influencia decisiva sobre la evolucién ulterior de la matemética
antigua y causar la deficiencia de investigaciones del orden infinitesimal, no
es sino la realizacién intima de la indole mateméitica del periodo clasico. Asi,
lo general, presentindose al mismo tiempo como lo racional y lo estable, se
hizo el objeto adécuado de la matemitica y fisica eclasica, debieron pasar a
ocupar el segundo lugar. Asi también se hace comprensible la deficiencia prin-
cipal de la mateméatica clasica, es decir su imposibilidad de abarear el proceso
y manejar matematicamente la variacién, especialmente la variabilidad con-
tinua. Pero la trama intima del pensamiento matemético se habia trocado du-
rante el periodo helenistico, y los elementos pitagéricos, todavia transforma-
dos y asociados al heracliteismo, volvieron a ocupar el primer lugar: a ellos
se debe la fundacién del Algebra y las primeras anticipaciones de las teorias del
continuo y del infinito, como también de la ley de inercia en la fisica teériea.
Ahora bien, todos estos cambios en la actitud cognoscitiva quedan ligados con
una subestruetura del orden axiolégico, distinta en el periodo clisico y hele-
nistico. Es asi que nuestra ciencia sobre la eciencia griega, es deecir la ciencia
cuyo objeto es la eiencia griega, deja de ser una repeticién o una asimilacion
reproductiva de su contenido (lo que no seria mas que un género de iteraciém),
pero se constituye en una ciencia de orden superior, donde al lado del aspecto
de deducibilidad axiomitica surge el aspecto nuevo de reducibilidad al orden
axiolégico, el cual aspecto, integrdndose al primero, al mismo tiempo lo supera
y se le sobrepone.
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14. Psicologia del descubrimiento

Es bien conocido que la mayoria de los descubrimientos, asi ecomo las SO]I;-
ciones de muchos problemas intrincados, aparecen en la mente de manera
instantdnea y en circunstancias especiales e imprevistas.

La historia de la Ciencia abunda en ejemplos, muchos de ellos sin duda
fantisticos, que ilustran la espontaneidad de la inspiracién: Arquimedes descu-
briendo su priﬁcipio famoso mientras estaba en el bafio, Newton descubriendo
el principio de la gravitacion viendo caer una manzana, Watt descubriendo
el principio de la méquina de vapor mientras vigilaba el agua que calentaba
para el té, Poincaré deseubriendo las funciones fuchsianas en el momento de
subir a un 6émnibus, Gauss descubriendo la ley de induccién a las 7 de la
mafiana, antes de levantarse. El descubrimiento de los cuaterniomes por Hamil-
ton es descrito por el mismo con las siguientes palabras: ‘‘Tllos aparecieron
a la luz de un golpe y de manera completa el 16 de octubre de 1843, mientras
paseaba con Lady Hamilton camino de Dublin. Es decir, yo senti entonces
como se cerraba el eireuito galvénico del pensamiento y las,chispas que salta-
ron de él fueron las ecuaciones fundamentales entre I,J, K, exactamente igual
como las he usado desde entomeces. En el mismo momento saqué un cuaderno
de notas, que todavia existe, e hice una anotacién cuyo valor desde aquel ins-
tante comprendi que seria suficiente como para absorber mi trabajo de 10 o
tal vez de 15 afios sucesivos. Pero es justo decir que ello fué debido a que yo
senti en aquel momento la solueién de un problema, la satisfacecién de una
necesidad intelectual, que me habia estado obsesionando por lo menos desde
haeia 15 afios’’.

Helmholtz también nos ha dado una clara descripeién de sus propios méto-
dos de descubrimiento: ‘‘Muy a menudo la inspiracién estd escondida quieta-
mente en nuestra mente y de primera impresién no se aprecia su importancia;
algunas veces ocurre que circunstancias fortuitas nos ayudan a comnocer cuando
y bajo qué condiciones se presenta, pero otras muchas veces aparece repenti-
namente, sin esfuerzo, como un reldmpago del pensamiento. En lo que perso-
nalmente he podido experimentar, ella nunea aparece en un cerebro fatigado
ni en la mesa de trabajo. Yo debo primero haber dado vueltas a mi problema
una y otra vez en todas direcciones hasta poder ver sus vueltas y recodos por
los ojos de la mente y pasear por ellos libremente antes de escribir nada. Sin
embargo nunca es posible llegar a este punto sin un largo periodo de trabajo
preliminar: dnicamente entonces, cuando la consiguiente fatiga ha sido miti-
gada y tras unas horas de paeifica tranquilidad, es cuando la inspiracién nos
recompensa. A menudo ella aparece por la mafiana en el momento de’ desper-
tarse... Ella venia més prontamente, como experimenté en Heidelberg, cuando
iba a trepar por las arboladas colinas en dias soleados. La mis pequeiia traza
de aleohol, sin embargo, bastaba para hacerla desaparecer’’.

De ““An introduction to the Philosophy of Science’’
de A. Cornelius Benjamin, New York, 1937; pag. 176.
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