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TANGENTES A LA CURVA DE CONTACTO DE UNA 
SUPERFICIE DADA Y DE UNA SUPERFICIE 

REGLADA CON DOS DIRECTRICES 
RECTILINEAS 

por ALEJANDRO TERRACINI 

En ,el Vol. VII (1940), p. 27 de la Revista de la Unión 
lila temática Argentina~ d Prof. P. RoseH Soler propuso el 81-
gui,ente t'81na: Construir la tangente en cdda uno de sus puntos 
a la curva Ide contacto de una esfera con el conoide circuns.:.. 
cripta definido por U1W dir,eclriz r.ectilínea exterior y la recta 
im.propia del plano perpendicular a ésta. Genler.ctlización. El 
sleñor Eduard0' Gaspar dedicó a la cuestión un artículo: Curva 
(J,e contacto :de un conoide con la superficie directriz~ ,en la n~is­
lna Revista, Vol. VIII (1 9~2 ), p. 126, en ,el cual estudió el 
caso propuesto por el Prof. Rosell 80'l,er y su g,eneralización a 
una ,superfide de r,evolución de eje paralel0' a la dirlectriz propia 
del conoide. Al nliSlno ten~a se refi'81'e una inber,esante Nota 
d,el Prof. R,ey Pastor: Conoid,e esférico con 'dos dire'ctrices 
rectilíneas, publicada a continuación de la anterior, que encara 
el probl'81na bajo un aspectoe8encialn~'ente algebraico-g1eOlné­
trico, fundándose '811 la consideración de la cuártica alaheada 
de prünera espec~e que constituye la línea de contacto. 

Quizás tengan algún interés las consideraciones siguientes, 
en las cuales adopt0' una posición distinta', en cuanto considero 
en lugar de una esf.era una superficie cualquiera, y coher1elüe­
lnente con tal planteo del problema lo encaro desde el punto 
de vista de la geOlnetría difer'encial. El probl,mna viene esque­
ll1atizado así: supongalnos que sobre una superfióe (J) s'e conoz­
ca un punto P que perteneoe a su línea ele contacto L con una 
superficie r,eglada dotada de dos dir,ectrioes rectilíneas r~ s, es 
decir, se con0'zca un punto P tal que una recta p tangente a 
la (J) ,~n el lnismo se apoya a las rectas r, s: se trata de indicar 
una construcción de, la r,eeta l tangente a la línea L en el 
pun~o P. Es plausibl,e, a pri0'ri, y resultará confirIllado por las 
consideracioi¡.es que siguen, que lo que inter,esa de la superficie 
(1) les tan sólo su elmnent0' de segundoorc1en E2 en ,el punto p .. 
de manera pues que el plant1eo del problema puede esqumllati- , 
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zars'e ulteriormente, imaginando dadas las rectas alaheadas (1), 
r, s y un 'elenlento superficial de segundo orden E 2 mlediante 
el punto P, 'el correspondient,e plano tang'ente '1!, y conv'enientes 
elatos ulteriorles que permitan relnontar a dicho elemento. Si 
queremos colocarnos en las condiciones más g,enerales, pode­
lnos suponer conocidas las dos tang,entes de curvatura en P y 
los correspondientes dos centros de curvatura de las dos sec­
ciones normal'es principales. Sinelnbargo, en los casos más 
elmnentales los aludidos datos ulteriores r,esultarán de manera 
particularm.lent'e sencilla de la r,epresentación de la superficie 
en ,el método de geometría descriptiva que se adopte para lieali­
za::.~ gráficam'ente la construcción :p. e .. , si la superficie es es­
férica, ,g'erá suficiente conocer ¡el oentro; si es un cono Gual­
quiera· individualizado - COlno se hace de .ordinario. -por el 
vértice y una directriz plana, el conocinüentodel radio de cur-. 
vatura en un punto de ésta permite reconstruir los elementos de 
segundo orden en todos los puntos de la g'eneratriz que ,pasa 
por aquél; para una superficie de revolución, será suficiente 
ser~irseconvenienteInl0lüe del radio del paral1elo y del radio de 
curvatura del n1eridiano, ¡etc. 

La recta l tangente alE2 , definida de acuerdo con lo 
dicho por la r,ecta p tangente al n1islno E 2 y las r,ectas alabea­
das r, s incidelües a la p, se llamará a continuación tang,ente 
su.bor:din.ctda a la terna de rectas p, r, s. . 

Independienoolnente de las consideraciones de alcance cons­
tructivo, me pareció que valía la pena clebenerse brlevlem,ente' so­
bre algunas cuestiones de carácter más bien t,eórico que se vin­
culan con· aquellas. Cito entre ellas la noción de las congruen­
cias . lineales ¡especiales asociadas a un par ordenado de tangen­
tes en un punto de una superficie (o de un E 2), y la del 
invariante proy,ectivo al que da lugar un el'eInento superficial de 
segundo orden junto con un par de rectas que cortan el plano 
tang,ent,e len dos puntos alineados con ¡el punto de contacto. 
Por tales nociones queda n1'eJor ilun1inada la naturaleza de los 
instrulnentos g,eOlnétricos puestos en juego en las construccio~ 
nes. Admnás d planteo de la cuestion del n. A del pres'ent'8 
trabajo, la que precisamente consiste en poner y analizar la 

,(1) Esta condición se sobreentenderá siempre a continuación. 
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noción d.e las congruencias lineales asociadas o, lo que da lo 
mismo, de la 7ied de c07nplejo8 lin,eales conjugada a un par 
de tangentes, pareoe tener cierto interés por la razón siguiente. 
Si las dos rectas r, s vienen a ser incidenl'es en un punto (neoe-· 
sarimnent'e situado sobre la recta p) la recta l tangente ,en P a 
la línea L se reduoe a la tangente conjugada de la p (re n el 
sentido de Dupin), y por lo tanto depenae únicamente de la 
p y de la superficie <J) • Si en cambio· pasalnos al caso general 
en el cual las rectas r, s son alabeadas, la r,ecta l subordinada 
a la terna p, r, s ya no r,esulta definible por compl,eto única­
lnent,e m¡ediant,e la superfide ([> y la tangente p; . sino que p~ra 
det,erminar su posición intervienen en cierto grado las rectas 
r, s: pues bien ¿cuál 'es ,efectivaInente ese grado? Es decir .. 
¿ a través de cuál,es figuras dependi,ent'es de r, s estas rectas in­
fluy1en lef,ectivalnente :sob~e la posición de l? 

l. Llanlaré R, S a los puntos en los cuales las dos rectas 
r, s cortan la r,ecta p tangente al E2 considerado; n a la recta 
norlnal al E2 '811 P; cr y ~ a los ángulos (pn, pr) Y' (pn, ps) 'res­
pectivamente, es decir los ángulos 'entr;e el plano normal por p 
y los planos que unen la propia p a la recta r y a la s. Las 
r,ectas p y n pueden orientarse de 11laneras arbitrarias. 

Adopto por ahora coordenadas cart,esianas .ortogonales (2), 
xyz, colocando el origen 'en el punto P eentro del E 2 considerado .. 
y los léj1es z, x, coincidentes I:,espectivaInente con la n y con la 
recta p tang,ente .el1 P apoyada a las Dectas r, s. La orientación 
d~l ej{~ y r,esulta individualizada por las de p y n. 

SupOlüendo por ahora propias las r,ectas r y s, sean 

x=ez+nl, y=lz (1) 

las ¡ecuaciones de la prünera, y 

x=gZ-1- k, y=hz 

las ele la segunda. Sea 

(2) Sin embargo, la hipótesis de la ortogonalidad es inesencial en la de­
ducción de las fórmulas ( 4) , (5) , de manera que ellas y sus consecuencias 
rigen, aún en el caso de ejes no oi·togonales, suponiendo tan sólo que el origen 
está en P, el eje x coincide con p, y el plano xy con '1t; esto encontrará aplica­
ción en el n. 4. 
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z=ep(x, y) (3) 

la lecuación local de la superficie <I> sobre la cual se considera 
el E 2• Las dos derivadas parciales prin1:eras de ep son nulas 
'en P; pondré 

Un punto (x, y, z) de la superficie <D está situado sobre la 
línea L si los dos planos que desde el luismo proyectan las dos 
r'ectas fijas r, s, les decir, los dos planos de ecuaciones (en coor­
denadas cordClües X, Y, Z): 

(y-fz) (X- ,eZ-ln)-(x- 1ez-m) (Y -fZ)=o, 

(y-hz) (X-gZ-l~) - (x-gz-k) (Y-hZ)=o 

pertleneoen a un h~z junto con el plano tangente a la superficie 
<I> 'en el punto considerado. La condición es por lo tanto: 

y- fep -(x-eep-ln) -ey+f(x-ln) 

y_o h ep -(x-gep-k) -gy+h(x-k) 
=0. 

oep oep 
-1 

UX oy 

Esta ecuación, en la cual figuran tan sólo x, y, representa 
un cilindro de g<Cl1:eratrioes paralelas al eje z, cuya intersección 
con la <I> constituye precisanlente la línea L. Fonuando las 
derivadas parciales primeras del prüner miembro para x=y=o .. 
r,esulta que la recta l tanglente subordinada a la terna; de rectas 
p, r, s considerada, está r'epr,esentada :e11 el plano xy por la 
ecuación 

2 m k (f - h) (a x -1- by) + (m - k) Y = o. (4) 

AnteS de seguir, obs'erv·enlos que la posibilidad de represlen­
tar las rectas r, s con los sisbemas (1), (2) está supeditada a la 
condición que ellas no se apoyen a la recta' impropia' del plano n .. 
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es decir, no corten la p ,en su punto ünpropio. Pues bien, si 
r, s son las dos propias, la ,eventualidad mencionada no puede 
pl'ies'entarse para un punto genérico de la línea L, de lnarilera que .. 
para que las consideraciones. que estmnos desarrollando sean 
aplicables a los puntos gmléricos de la línea L, queda por con­
siderar únicalnente el caso en que una de las rectas r, s, p. e. 
la s, 'es impropia. Si seguimos r·epresentando la r con las (1), 
mientras que s 'es la recta impropia del plano y = hz, ünitan­
do lel prooeaüniento de arriba, o bien pasando al límite en 'la 
(4) por /1: tendiente a 00, 'se encuentra co:tno ecuación,'de la 
lrecta l la 

27n(f- h) (ax+by)-y=o. (5) 

Para ini,erpretar geonlétricall1ente las (l~), (5), observemos 
que a = 1/(2 . pe), llanlando e al centro ele curvatura en P ele 
la sección norlnal tang.ente a p, y que ax + by = o es la ecua­
ción (,en el plano xy) de la tangente p' conjugada de la p en 
el sentido de Dupin, de Inodo pues que 

b 
1 , 

=- 2PC cotg pp. 

Luego de las ,,;(Lí.) , (5) se saca respectivamente: 

. ., pe . HS cos cp cos ~ 
cotgpl=cotgpp+ PH.PSsen(tb-cp)' (6), 

. " pe cos cp cos tb 
coto:pl=cotgp!n -r:-'PR (tb)" (7) v iJ.'"" Slell _cp , . 

Pues b1en, si, para fijar las ideas, nos r,eferimos al caso 
más generaI,es decir, a la fórnlula (6), la representación grá-' 
fica elel E 2 considerado ,en uno cualqu:i:era de los métodos ,en 
uso 'en la g,eo:tnetría descriptiva: p. ·e.eri el ele Mong,e, perInit1e 
deducir las r,epresentaciones de la recta p' y del punto e (3) : 

(3) Si p. e, como se supuso más arriba, el E 2 está individualizado, además 
que por ,el punto P y el plano tangente 'j¡:, por las dos tangentes de cm'vatUl'a 
en P y los dos correspondientes centros de curvatura de las secciones norma-
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po,r otra parte las distancias PC, RS, PR, PS se deduoen in­
rnediatamlenbe del dibujo" luientras que lo,s ángulos cp y tP re-

1\ 1\ 
sultan gráficalnente como ángulos nr', ns' contenidos en el pla-
no, v nevado por P norn1almente a la p, comprltmdidos entl'le 
la normal n y las trazas r' y s' so,bre el propio v . de 10,s dos 
planos pr y ps. Po,r lo, tanto el s'egundo miembro de la (6), y 
luego, el primero, se co,nstru.y,e demlentalmlenbe sin dificultad 
mlediante abatimientos, p. e. transformando, gráficamente lo,s 
dos sumando,s len las razo,nes de dos segmentos a un teroero. 

En las construcciones hay que tener pres'ente, por lo que 
se r,efiere a los signos de los ángulo,s cp y tP, que el triedro, 
trirrlectángulo, pyn-:::::::.. xyz tiene sus aristas y caras orientadas 
como los triedros cartesianos ortogonales de referencia, de ma­
nera que en el plano, v lo,s ángulo,s tienen que m'edirse po,sitiva­
lnente 'Cl1 el sentido determinado po,r la orientación de p (4). 

En el caso. en que la superficie dada les \:ma esfera, el 
primler sumando, del segundo miembro, - ya sea en la _ (6) 
co,mo len la ( 7) - se reduoe a cero" y el punto C oo,incide 
co,n ,el oentro de la -estera, de manera que todo sle Deduoe a 
construir gráficamente el s-egundo, sumando" lnediante segm'en­
tos y ángulo,s co,nocidos, como acabamos de indicarlo, para el 
caso, de una superficie cualquiera. 

Volviendo al caso general, el segundo sumando, del segun­
do luiembro p. e. de la (6) puede construirse, además ,que de 
la luanera ya indicada, acudiendo a la idea siguient,e. aécuerdo 
que, si en un plano, yt tenemo,s tries punto,s P;R, S de una recta 

les principales, pueden dibujarse en posición y magnitud en el plano tangente 
abatido, los dos ejes de una indicatriz de Dupin, que, para fijar las ideas, 
suponemos sea p. e. una elipse, al acudir a un segmento e arbitrario y adoptar 

como semiejes ~ y Ve P2' siendo Pi y P2 los dos radios principales de cur~ 
vatura .. Entonces, si 2 P es la longitud del diámetro cortado por la elipse 
sobre la recta p, se tiene IPCI = p2 / e, mientras que p' es el diámetro con­
jugado al diámetro p; P y p' se determinan mediante muy sencillas y clási­
cas construcciones de geometría proyectiva. Como aplicación ill111ediata, indi­
camos p. e. el caso en que <p es una superficie de revolución, individualizada 
por el eje y una línea meridiana; particularmente elemental es el caso del toro. 

(4) Es claro que la orientación elegida sobre p" (junto con la que de ella 
se deduce para el plano v) no tiene influ~ncia sobre ~inguno de los términos; 
la de la n (junto con aquella a la que lleva para el plano r.) influye sobre el 
signo de cada uno de los términos. 
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p y dos rectas ulteriores 1', s po:r P, ,existe una fórmula de 
S,taudt (5) la que lexpresa mediante dichos elementos la curva­
tura en P de las 00 1 cónicas cuya polaridad subordina entre la 
puntuélll p y lel haz P la proyectividad co individualizada por las 
ternas de el,ementos corr1espondientes PRS, prs. Más pr,ecisa­
miente, si lel plano 1'1 y la r,ecta p :están orientados arbitrariam'en-: 
te, y ,se adopta como positivo sobre la normal fln P el sentido 
deducido del sflntido positivo de p mediante una rotación de 
+ n/2, la distancia lentre P y 'el oentro de curvatura C* de las 
cónicas mlencionadas está dada,. aúnen signo:, por 

PC*= P~. PSsenrs _. 
RS sen pI' s'en ps (8) 

Luego, ,en el problema de arriba, si adoptamos como· plano 
1'1 el planÜl v :!normal len P a la p (el cual ya· está orientado como 
plano yz, así como ya está orientada la recta y), y al aplicar 
la (8) r,eemplazamos las rflctas p, r, s por y, r', s', y los puntos 
R, S por los puntosR *, Si' logrados nevando sobre y los 8'eg­
mentos PR* = PR, PSi' = PS, la (6) tOIna la forma 

'q 

pe 
cotg pl = cotg pp' + PC*. (9), 

Por 10 tanto, la construcción gráfica de la recta l puede 
'efectuarse' mediante la (9), después de construir el punto C*. 
Una manera conveniente para construir leste punto consiste en 
observar que obviamente la (8) puede aplicarse empleando .en 
lugar de R, S, 'r, s dos puntos cualesquiera de la puntual y sus 
rectas corr,espondientes len la pr0Y'ectividad co. Si p.' e. acu­
dimos al punto impropio Aro de la y y a la correspondiente 
r,ecta límite a del haz, poniendo tg ya = a" y construimos luego 
la recta b del haz tal que tgyb=a,/(a,+I), la propia (8) en­
seña que PC* PB, aún en signo, siendo B el punto corres­
pondiente de b en la proyectividad co. La construcción está 
efectuada en la figura 1, la que se refiere al plano v abatido 

(5) Beitréige znr Geomet1·ie' der Lage, 2. Heft, p. 280; véase el artículo nI 
e 1 de F. DINGELDEY en la Ene. der math. Wissensehaften, Band In, zweiter 
Teil, p. 74. 
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sobre el prÍlner cuadro: ,en la misma, para construir la proyec­
tividad 00, se cortó el haz con una paralela y' a la r,ecta y .• 
construyendo a como lej,e de colineación entre las puntuales 

I 
I 

I 

p R* 5* 

c* 
Fig. 1 

. / 
I 

I 

I 

II B' 
I 

I . 

y 

y 'e y', y deduciendo el punto B' de la b al llevar conveniente­
:~lnente sobre y' un segm:ento igual a la distancia entre la recta 

y y la y' (es inútil trazar la b). 
Lo dicho se aplica, en particular, al caso en que p. e. la 

rlecta s les impropia; la construcción' resulta ,entonces simplifi­
cada. debido a que la recta a ya coincide con la recta s'. 

. 2. El caso m.ás sencillo es el .eIlque la r,ecta s es impropia .. 
y la r tiene dirección perpendicular a la nlisma. Puede supo~, 
nerse sin restricción que la r sea vertical. 

Si seguÍlllos fij ando las ideas en el caso en que 'las cons­
trucciones se ef,ectúan 'en un sisteIlla de Monge, podmnos r,elem­
plazar la (7) por otra fÓrInula apropiada para .dar a conooer 
dir,ectamente la. prÍlllera pr0Y'ecci{>n II de la r,ecta l (6) (sin 

(6) Análogamente, indicamos con Pl' P \, etc. las primeras proyeccione~ ,de 
p, p', etc. 
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que haga falta acudir a construcciones efectuadas en el plano v 
mlediante abatiIniento del n1isn10 80br'e el prim'er cuadro).' De la 
(7). aplicada al caso actual, dividida por cos q>, y aplicando 
el t'eor,en1a de Meusni,er para !evaluar el radio de curvatura ,¡en 
P de la sección producida 'en la superfide (J.) por el plano hori­
zontal pasante por P, se deduoe (aún en signo): ' 

l 
. , peo cotg Pi 1 = cotg P1P 1 - P R ' 

donde llaman10s Co al oentro de curvalura en P de dicha sec­
ción,plana horizontal, siendo la rectaPCo orientada de n1odo 
que 'el ángulo (p, PCo) sea de + n/2. 

La (10) pern1ite una construcción muy sencilla de "la recta 
l: en ,eIla el E 2 int,erviene, admnás que con la tangente P' con­
jugada de p, con el radio de curvatura de la ,slección plana 
horizontal. Si R1 es el punto al que se r,eduoe la prünera pro­
yección' de r, trazando Yl perpendicular a Pl- P1Rl (Iesto es. 
uni,enc1o mlec1iante Yl ,el punto P 1 con la prinlera proy:ección COl 

u H 

Fig. 2 

de Co) y vínculanc10 su orientación con aquella (arbitraria) de 
1\ , , 

Pi nlec1iantle P1Yl= + n/2, se construye sobre la miSlna el 
punto U tal que Pi U = Pi R1, Y sobr,e la paralela nevada por U 
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a Pv la que corta p'l,en un punto Q, se neva QH = - P 1C01• La 
J'lecta P 1H es la prin1:era proyección II buscada. 

Para indicar un lej,emplo concreto, en la fig. 3 s'e efectuó 
la construcción para el caso len que <.P es una superficie cilín­
drica individualizada por su. traza "( sobre el prim'er cuadro, que 
suponemos sea un círculo ·de oentro O, Y la dir,ección de' las. 
g,eneratrioes, que 8'e suponen r,ectas de frente. En un plano 11: 

tang,ent'e· al cilindro, individualizado por su primera traza s 1t 

(tang,ente al círculo 'en un punto Sp" el punto P de contacto 
con una tangente p perpendicular a la J tiene. su primera pro­
ylección P 1 ,en la intersección de la paralda P1 a la s 1t 'nevada 
por R1 con la priInera proylección de la g,eneratriz del cilindro 

Fig. 3 

cont'enida len el plano 11:; llamamos obviamente p' a tal "genera-, 
triz len cuanto con ,ella coincide la tang,ente conjugada de p. Sin 
construir materialmente ,el punto Co, es suficiente observar que 
,el segmento objetivo PCo 'es igual" paral'elo y del mismo sen-
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tido del segm'ento Sp' O. En la figura se orientó la Pl desde P 1 

hacia R1, y la Yl en conformidad. Sobre la Yl se ha llevado 
el segmento P 1 U = P 1 Rv Y por l! la paralela a Pv la que corta 
p' 1 len un punto Q, a partir del cual sobre la misma r,ecta s'e ha 
marcado ,el punto H tal que QH = - Sp' O. La recta P 1H es 
la primera proyección II de la tangent,e buscada. 

El caso de s impropia perpendicular a la dir,ección de r .. 
considerado en el presente n., Hene particular interés no sólo 
por su simplicidad, sino también porque el caso general puede 
siempre r·educirse al mismo, como r,esultará de las considera­
ciones del n. 3. 

3. Dados como arriba un E2 y las rectas p, r, s,queda indi­
vidualizada la tangente l subordináda a la terna p, r, s. Huel­
ga decir que, aunque las fórmulas ,encontradas üenen aspecto 
y naturaleza métrica, la vinculación entre aquellos datos y la l 
tiene caráct'er proy,ectivo. 

Fijados el E2 y la r·ecta p, cabe pr,eguntars,e ele cuál lTIa­
nera pueden variar las rectas r y s, si se pide que la recta l 
quede invariada. 

Llamaré lo el coeficiente angular de la r,ecta len el .pla .. 
no xy, ,el que se deduoe inmediatamente de la (4). 

Introduzoo, coordenadas radiales homogéneas de r,ecta Pik 
(i, k = 1,2, 3,1f4), llamando respectivam;ent,e P'ik y P"ilc las coor­
denadas de las r,ectas r, s, de modo pues que p. e. 
P' 12 : P' 13 : P' 14 : P' 34 : p' 42 : P'13"':-' - t m : - m : e : 1 : - t : o. 

Por lo tanto la relación entre lo, a, b, t, h, m, k brindada por 
la (4) viene a escribirse 

2( +bl)( '" '" )+l('" ,," )-0 a 'o P 13 P 12 - P 12 P 13 o P 13 P 34 - P 34 P 13 - • 

'( 11) 

La (11) es una ecuación bilineal alternada entre las P'ik y 
las P"ik; la misma, al considerar provisionalmente las P"ik .como 
coordenadas corrientes, r,epres'enta un complejo lineal, ,el que 
contiene evidentemente ientI'Ie sus r'ectas la r y también la p 

. (cuyas coordenadas son todas nulas con excepción de la P14): 
además en la polaridad nula definida por ,el compl,ejo el punto 
P tiene TI como plano polar. Por lo tanto, dados. el E 2, la recta 
P y la r, se logra siempre la miSlTIa r,ecta 1 cuando la r,ecta s 
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varía dentro de este cOluplejo lineal~ es decir, como la recta s 
se apoya a la p que pertenece al cOlupl,ejo, cuando la recta s 
varía dentro de la congruencia lineal especial F de directriz p 
intersección del complejo lineal lnencionado con el compLejo 
lineal especial de directriz p (esto es, de ecuación P23 = o). 

GeOluétrical11'ente, la congruencia lineal especial F está 
cOlupletam'ente definida por su directriz p y las condicione,s 
de contener la rectar, la s, y las rectas del haz Pn. Por la mis­
ma razón; al variar r dentro de la misnla congruencia lineal 
eepecial r! la recta 'l queda invariada. L1eganlos así a la 
conclusión sigu~ente: 

La recta 1 tangente a un E 2 subordiJwda a una terna de 
redas p, r, s qrLeida invariada cuando, fijados el E2 y la 
recta p, las rectas r y s varLan Identro 'de la congruencia lineal 
especial de :direclriz p, la q[he junto con las rectas r y s ·con.,. 
tiene las rectas del haz Pn (congruencia que talu19ién puede de­
finirse por la proyectividad .Q entre la puntual p y el haz de 
planos hOluónimo individualizada por la t'erna de puntos 'P, 
pI', ps y la terna de planos correspondim1tes n, pI', ps). 

Lo dicho se presta a una aplicación constructiva casi in­
nlediata. La proJectividad Q puede construirse p. e. remupla­
zando la puntual p por su proyección ortogonal sobre el prüner 
cuadro (donde hay que considerar los tr'es puntos P v Rv Si) Y 
el haz de planos de eje p por el haz de r,ectas que constituyie 
su sección con el prüner cuadro, el cual tiene su oentro en la 
prünera traza Sp de la p (a los tr,es puntos mencionados de P1 
corresponden la primera traza S7i: del plano n y las rectas que 
unen Sp a las prim'eras trazas, Sr y Ss respectivalnente, de las 
1', s). Al punto impropio Deo de p corr,esponde un plano(), y al 
,plano 8 que une p con el punto üupropio J eo en dirección per­
pendicular a () corr,esponde un punto E de la puntual p. En-

tonoes las rectas r; s pueden reemplazarse por la -;. _ EJ eo y la 

r1ecta üupropia Seo de! plano (), las cuales vienen a encontrarse 
en las condiciones .del n. 2, prescindiendo de la posición par­
ticular que ml dicho n. tenía la recta r con respecto al prüuer 
cuadro. Pueden sin embargo aplicarse las construcciones del 
n. 2, acudiendo a un plano paralelo al plano () que deselupeñ:e 
el papel que en esa oportunidad des'empeñaba el primer cuadro. 

La construcción se presenta de la manera más sencilla cuan-
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do una ele las d0's rectas r;s, p. e. la s, es impropia, y luego 
puede suponerse c0'incidente con la r,ecta ünpropia del priIner 
cuadro, mientras que la recta r es una recta genérica, general­
m,ente no v'ertical. La reducción al caso de r v'ertical se ,efectúa 
entonces de la manera siguiente. En el caso actual, el pla~o () 
c0'incide con el plan0' horizontal llevado p0'r p, y el plan0' 8 

con el plano v'erticalque pasa por esta lnisma recta. Actuando 
COlno arriba, hay que c0'nsiderar en el primer cuadro la pro:'" 
yectiviclacl entre la puntual Pl. y 'el haz impropi0' de las paralelas 
a Pv mi la cual se c0'rresponden P 1 Y Src' Rl Y la prünera 
traza spr _ Sp Sr delplan0' pr, y l0's 'elementos impropios, y 

Fig. 4 

buscar s0'bre la puntual 'el punto El hOlnólogo de la r,ecta 
s e == Pl del haz imprqpio. La construcción de la proyectiviclacl 
puede hacerse p. le. c0':rtando el haz c0'n la transversal rv sobre 
la cual las cuatr0' rectas c0'nsideradas del haz cortan respectiva.:.. 
mente l0's puntos H - r l Src' SI" 'el punto hnpropio y lel punto Rl · 
El eje de c0'lineación (el que une lel punt0' Sr COn la int,ers'ección 
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K de S')t con la paralela llevada porP 1 a la r 1) corta la Pl 'en ,el 

punto El' al cual se reduoe la primera proyección R1 ele la recta 

vertical -;: que se substituy,e de tal manera a la r. 
. En la fig. 4 se ha ,efectuado por completo la· construcción 

en el caso en que la superficie <Des una 'esfera de oentro e: 
para luayor claridad, se trazo la recta sPI" aunque no neoesaria 
para la construcción. En este caso, después de logrado el pun-

to R1,1:s'e obtiene II como tangent'e en P 1 a la circunferencia de 

diámetro el R1. 

OBSERVACIÓN. Lo dicho 'en el pr,eS'ente n. 'puecle vincu­
larse (con pr'escindencia de algunas. particularidades gráficas), 
con el procedin1iento indicado ,en la últüua parte del n. 1 

para aplicar constructivalnente la fórmula ele Staudt. En subs­
tancia la construcción aludida estriba en la consideración de una 
proYlectividad ro '8111re la puntual y y el haz Pv. "Ahora bien, la 
prünera se logra de la puntual P lnediante rotación de Tt/2 en el 
plano Tt, y el segundo por sección del haz de planos c1eeje P, 
el que está r,elacionado con la puntual P lnecliante la proyecti­
vidad D.. En los dos casos se acude al el,muento del haz corres­
pondiente al punto in1prop'io de la puntual, etc. 

4. Prescindiendo de las aplicaciones de ·carácter construc­
tivo desarrolladas en el n. anterior, cabe proponerse adquirir 
una visión geOluétrica luás satisfactoria ele la vinculación entre 
el E 2, las tangentes P Ji l tal 111isn10, y la congruencia lineal es­
pecial r,. ,La cuestión puede plantearS'e de la n1anera sigu tcnt,e : 
dados un E2, una recta p tangente al luisn1o, y dos rectas ala­
beadas r, s incidentes a la P, la tangenbe l del E 2 subordinada 
a la tierna p, f, S no varía al variar r, s dentro de la congruencia r 
considerada en el n. 3: si se conooen las rectas r, s, la con­
gruencia r resulta conocida de acuerdo con los r,esultados ante­
riores: si en calubio suponmuos conooer las dos rectas [J, l 
tangentes al E 2 ¿ cuáles son las congruencias lineales especiales 
r, tales que, al el,egir r, s dentro de una de ,eIlas, la t'erna p, r, s 
t'enga con10 subordinada la l? Llanla:rmuos a esas congruencias 
las congrlJJencias lirveales .especiales asocia'das al pctr (ord,enado), 
d.e tangentes p, l. (se sobreentiende, con respecto al E 2). 

Dichas congruencias lineales especial'es r integran un con­
junto tal que ca~la recta genérica r incidente a la p pertenece 
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a una y una sola. de ,ellas, como se deduoe de la (11) en la 
cual se consicler·en las a, b, lo Y p'ac COlno conocidas, de manera 
pues que se trata de un conjunto 00 1 tal que ~ubre simplemlente 
el compllejo lineal especial .de directriz p. Lo que queremos 
es una descripción cOlnpleta en términos geométricos proyecti­
vos de dicho conjunto 00 1 c;le congruencias, y una individuali­
zación ,en términos análogos de la congruencia del conjunto que 
contilene una recta r pr,efijada genéricamente entre las apoya­
das a la p. 

Para simplificar ml algunos puntos la expresión, acudi­
nlOS a la cuádrica M42 de Klein del ,espacio de 5 dünensiones 
S5' cuyos puntos repr'esentan las r'ectas elel espacio ordinario (al 
que llmnaremos .s 3)' Usaremos para ,el punto de S~ repres'en­
tativo de una recta del ,espacio ..:E 3 coordenadás coincidentes 
con las coordenadas radiales Pik ya mnpl,eadas ll1ás arriba, e 
indicarmnos con Gik los vértioes de la pirálnide de ref.erencia 
del S5' 

Sobre la M4.2, conlO es sabido, una superficie <.I> del espa­
cio 'Ordinario .s 3 .se representa en una congruencia (g) de 
rectas g, cada una de las cuales 'es la ünág,en de un haz PTt de 
r,ectas tanglentes a la q) : cada una de éstas tiene COll1ü ünagen un 
'punto ele la g, y en particular las dos tangmües asintóticas de la 
([> len P, u y v, se representan en dos puntos (realles o no, lo 
lllisnlo «01110 ,~sas tang,entes asintóticas) de la g, que indico con 
F u y F v' Estos puntos Fu y Fu son los dos focos de la recta 
9 con r,especto a la congruencia (g); al variar 9 cada uno de 
ellos describe g,enerahnente una superficie focal, r,espectiva­
ll1ente (Fu) y (F v) - eventuahnente reducida a una línea fo­
cal - cuyo plano tang,ente, en el lnisnlO punto indicaré con 
&iu), B'iV), lentendiéndose que si p. e. (Fu) se r,eduoe a una línea. 
& 2(U,: indique el plano que une su r,ecta tangente en Fu con la 
corre~'pond.i:ente recta g. Los dos planos &lll!, &iv) pasan obvia­
nlel1te por la recta g, y ,están contenidos dentro del espacio de 
tr'es dünensiones g' 3 polar de 9 con respecto a la\ M42 ; además 
son mutualnente polares con respecto a esta cuádr,ica. 

Si en el espacio ordirl!ario .s 3 nos liJnita7nos a considerar 
un elerrwnto de segundo orden E 2, sobre la Mi puede tomarse 
contO irnágen 'del rniS7no la figura de conjunto integrada por 
la rec~a g que repiesenta el haz de rectas PTt, ;Hos puntos Fu y 
F v ;de g (únágenes de Zas tangentes asintóticas) y un ~lano . por 
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g' fderdro ':,ide g' 3 como plano &./u) (si se qui,ere una· figura suhs­
tancialm,ente equivalm1te pero más simétrica, puede tOluarse 
un par de planos &lU),&lv) pasantes por g y situados dentro de 
g'3 mutuamente polares con respecto a la M42). Lo dicho s'e ave­
rigua p. e. luediante la consideración siguiente, cuyo r,esultado 
nos servirá aún luás adelante. TOluemos en ~ 3 el E 2 defi­
nido por 

z = a x2 + 2 b x y, 

donde elegimos no sólo el orig,en en el punto Pdel E 2 y el 
plano xy coincidente con el plano tangente n, sino también e1 
eje y en una de las dos tangentes asintóticas en P (que llan1a­
n10S u). Es claro que de esta luanera, al pedir que acleluás el 
eje x coincida con una tangente pr,efijada g,enéricaIuente en el 
punto P 'como se hará más adelante, hay que r,e~1unciar a la 
ortogonalidad del sisten1a de refer,enCia; pero esto I no tiene in­
conv'eniente, COlUO se observó en el n. l. 

Al haz de rectas Pn corresponde sobre la M42 de Klein la 
r,ecta G14 G42, sobr,e la cual Fu = G42 , n1ientras que F v es el 
punto para el cual P14 : P42 = 2 b : a. Para una superficie que 
contenga .el E2 (I 2) un cálculo sin dificultades ens,eña que el 
plano &lU) ,está dado por las ecuaciones 

P13 = P23 = 0, 2 b P12 + P34 = o. 

Luego lefectivaIuente un E2 del espacÍó . ordinario indivi­
dualiza len S5 una figura del tipo considerado gFuFv&iu); Y 
vioev,ersa, ,debido a que, si partiIu03 de dicha f~sura, la recta g 
,da a conooer un haz de rectas Pn de ~ 3' los puntos Fu y F t' 
llevan a dos tang1entes asintóticas, ,es decir a una r,epr,e8'entación 
( I 2) ,en la cual a y b están deterluinados a menos de un factor 
con1ún, y por fín, cOmo lo enseña la (I 3), & iu) lleva al valor 
~e b, ,es decir, al conocimiento de ese factor común. ' 

Esto si,endo previan1ente dicho, volvamos al problen1a plan- . 
teado. En S5 consider,emos una figura g Fu Fv &iu) imagen de 
un E2 de ~ 3' que poden10s suponer representado por la;( I 2 ) " 

Y - junto con ella - dos puntos genéricos de la r,ecta g, imá­
glenes de las tang,entes p y l del E 2, los que pueden -indicarse 

. <;:on las mismas notaciones.. Podemos suponer sin restricciones 
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que ,en ..23 la recta p siga coincidiendo. con el eje x, COl no en 
los n. os ant'erio.res. Al variar ,en ..23 la recta r de coordenadas 
radiales p' il. (con p' 23 = o) , la (1 1) ,enseñ a que las 00 1 ; co.n­
gruencias lineales lespeciales r asociadas al par de tangentes p, l 
tienen C0111o. ünágenes ,en 85 las 00 1 cuádricas bidünensionales 
secciones de la M42 con los 001 83 según los cuales ,el 8'1 fijo 
P23 = o (hiperplano P'4 tang,ante a la lVI42 en el punto· p - G14) 

está cortado por ,el haz de hiperpla110s individualizado _por los 
dos: . 

P13=O, 2 (a+blo) P12+l0P34=O. 

En la (14) no apareoe la co.ordenada P14' de 1110do que el 
haz üüegrado po.r aquellos 00 1 S3 dentro del Si P23 = o tiene co-
1110 eje un plano pasante por G14, al que, por clep'8l1der de P, l .. 
lla111arml10s 6lplJ. 1\1ás precisaInente ,el plano 6lpl) resulta tan­
gmüe a la M42 a lo largo de la recta G14 G42 g. Ve1110s así 
e11tr,e tanto que las 00 1 congruencias lineales especiales r aso­
cicidas al par ide tangentes p,I son lás que, en 'el 85 reprlesentati­
va, tienlen como irnágeáes las 00 1 cuádricas cortadas sobre la V 3

2 

cónica r,epresentativa ¡de las l~ectas ~de ..23 apoyadas ,a p: por los 
8 3 ;de un haz, cuyo eje es cierto plano 6lpl) pasan..te por la recta 
g representativa del haz Prr de ..23 Y contenido ,en el espacio 
g'3 tangente a J,a 11142 a lo largo ;de g .. 

Toda la figura de las 00 1 congruencias lineales 'especial,es r 
asociadas al par de tangentes P~ l r,esulta po.r lo. tanto substan­
ciah}1ienh~r,educida al plano 6lpl) de 85, que lla111aré conjugado 
a dicho par. Y llmnaré, 1811 ..23, red conjuga'da al InisIllO par 
la r,ed de c0111p1ejo.s lineal,es que 'está repr,esentada en 85 (por 
es-e plano .. Es claro. que todos los c0111plejos lineal,es de la red 
conjugada contienen las rectas elel haz Prr, y que pertml'80e a la 
red d haz de cOlnpl,ej os lineales especialles cuyas directrioes 'Son 
las rectas del InisIno haz. 

Lo que queda po.r ver ,es CÓIno. la red conjugada al par ele 
tangmües P~ l, o - lo que da lo 111ismo - :el plano 6lpl) de 85., 

pueda definirse de 111anera autónOlna. Con este objeto, fijeInos 
la P, y de jeInos variar la l; ele las (1 [,.) - las 'que ,en cuanto. 
se les agr,egue la P23 = o son justmllente las ecuacio.nes del pla­
no co.nsiderado - se desprende que ,el 111ÍsIno descrihe un· haz 
pr0Y'ectivo al haz de rectas descripto por la l, y que: 
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10: (haciendo lo = O) el plano (jip p) ti'ene ecuaciones P23 = 

P13 = P12 -: o, y por lo tanto 'es !el plano de la cuádrica M42 

que repr,esenta las r,ectas de 23 las que pertenec.en a la radiación 
deoentro P; testo es, es uno de los dos (planos (plano del prim:er. 
sistema) de la M42 que pasan por la recta g; 

2 0 : (haciendo lo = - ajb) ,el plano (jipp') t:i!ene ecuaciones 
P23 = P13 = P34 = o, y luego les él plano del segundo sistema 
de laM42 pasante por la recta g (plano representativo 'de las 
r¡ecfals de .:E 3 que 'están ,en el plano n) ; 

30 : (haciendo lo = (0) el plano (jlpu) t:i!ene COlno ecuacio.­
nes las mismas (13) Y luego coincide con ,el plano &lU). 

Concluimos así que el plano (jlpl) es el plano pasante por 
g y sitrw!do en g' 3' que~ dentro del haz así ·:definido, considerado 
como cuarto plano Idespués de los dos planos respectivamente 
del primero y ,del s,egundo sistema de la cuádriea de Klein 
paslantes por g y Idel plano &lu), ,da lugar la !U1~a doble razón 
igual a la (p p' u 1) (7). , 

De esta manera resulta completamente resuelto el pro-­
blema planteado. 

Sin detenernos ,en enunciar el resultado en términos de la 
g,eomletría de la r,ecta de :I 3' observemos más b1en que la 
construcción así obtenida de la red conjugada al par de tangen­
t'es p, l permite lograr inmediatamlente la congruencia lineal es­
pecial r"a la cual perteneoe una recta r pr,efijada genérica':" 
m,ente entre las apoyadas a la Decta p, como intersección rde un 
complejo lineal de la :ved nevado genéricam'ente pdr la recta r 
con lel complejo lineal ,especial de directriz p. . 

Se desprende asimismo de lo dicho que, si se mantiene fija 
:la p y \Sle ¡deja variar la 1, el plano "(jlpl) describ.e un 'haz proyec­
tivo al haz idescripto por la reCta 1: la proyectividad :está detini':-~' 
da por los tres pares de elementos correspondientes integrados 
por 1 == P y ,el plano ¡del primer sistema de M 4 2 ~-pasan-t,e por 
g, 1- p' Y el plano del segun1do sistema, 1- u y el plano &iu). 

Es claro que, por analogía, cuando l ooincide con la segunda 
tangente ,asintótica v, el plano corr,espondiente es &lv) (conjugado 
armónico de &lU) con r,especto a los dos planos de M42 que pa-
san por la- g). ' 

(7) ~a recta p', como en las páginas anteriores, sigue siendo la tangente 
al E 2 conjugada de la p. 
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A lo dicho puede darse un alcance más amplio si se deja 
variar no sólo la recta l~ sino tanlbién la p. A cada par p~ l 'Co.­
rresponde un plano conjugado 0ipI) perteneciente al haz de ej:e 
9 en el espacio g' 3' de manera pues que se originan 00 2 ternas 
ploipI). Para dominar la cuestión, es co.nv,eniente adoptar 'en .:E 3 

un sistema cartesiano de r,ef,erlencia en condicionés un po.co 
más g,enerales de las anterio.res~ manteniendo el origen en P 
y lel plano xy en rr, pero sin vincular ulteriormente 'las po.si­
ciones de los ejes x~ y. Eftectuando un cambio. qe co.o.rdenadas 
para haoer aplicables a las nuevas hipótesis los resultados ya 
adquirido.s, s'e encuentra fácilm,ente que, si 

son J'lespectivamente, dentro del plano xy, las ecuacio.nes de las 
Dectas p y l~ mi,entras que el E2 está representado. po.r 

el plano 02(Pl) tiene las ,ecuaciones 

'P13=0, P23 = 0, 

do.nde 

Por lo tanto: 
Los 'dos haoes de rectas superpuestos 'descriptos por las 

tangentes p y 1 del E2 considerado y el haz de planos~ 'de eje g., 
(J,escripto fdentro del espacio g'3 por el plano conjugaJdo 0lpl), se 
corresponden en moa correspol1)dencia trilineal A. 

So.n el,ementos singulares para esta co.rr,espo.ndencia trili­
neal (el'em,entos de una de las tres figuras de prim!era categoría 
vinculadas entr,e sÍ, para lo.s cual,es la proy.ectividad po.r ello.s 
subordinada entre las dos .figuras restantes ,está deg,enerada) 
la3 tang'entes asintóticas, ya sea como posicio.nes de la p o de 
la l~ y los dos planos &iu), &iv). Si se quiere una individualiza­
ción g,eométricacompl,eta de la correspondencia trilineal A, 
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puede decirse que ,ella está definida por las corbdiciones si­
guientes: 

a) al plano !del primer sl:slen/)a de la M42 pasante por g, 
CO,rno posición particular de alpl), queda subor'dinada entre las 
d'os otras figunas de prinvera categoría la identiddd; 

. b) al plano ¡del segw1Jdo sistenva ql.l.eda subordinada la m,­

volución de las tangentes conjugadas; 
c) ¡(d plano ~'lU) queda subordinada una pro.rectividacl de­

gel1Jerdda que tie71Je 1 == u corno 'elern,ento singular. 
En lefecto, de 10' dicho ant,eriorn1rente, ya resulta que la 

corr'esp0'ndencia A í cun1ple con las tres condiciones a), b), c). 
Vioever.sa, Isi se ünponen la a) y la b) la ,ecuación de la corres­
pondencia A queda detenninada a lnellOS· de un parálnetro arbi­
trario, el que a .su vez se debennina al ünponer que 'exista una 
terna de la correspondencia integrada por una posición gené­
rica de p junt0' con l == u y ir/u). 

Para las congruencias lineales especiales as0'ciadas al par 
de tangentes p, l indico t0'davÍa la caracterización sigu1ente, de 
c~rácber lnétrico. Llmnaré torsión (8) 1 /T p de una congruencia 

1\ 
r nn' . 

lineal ¡especial ml un punto P ele su directriz p ,el lUl1 PP' ' 81en­
P'-+p 

do PI un punt0' de p que tiende'a p', y n, n' los planos de los 
haoes de rectas de la congruencia que tienen sus oentrosen 

. P, P'. Pues b~en, si toi11anl0S dos rectas cualesquiera de la con­
gruencia COlno rectas r, s, y aplicmnos la (6) dejando tender R 
a P, resulta 

1 _ cotg pl - cotg 'pp' 
'1'- pe 

p 

(15) 

Él segundo nüen1br0' de la (15) depende del E 2 conside­
rado y de sus tangentes p, l: la torsión en P de cada congruen­
cia lineal asociada al par p, l tiene que tener el valor brindado 
por la (15). Vioev,ersa, las cOl~gruencias lineales especiales de 

(8) Este t.érmino está usac10 en una acepción análoga (y se trata substan­
dalmente c1e la misma cosa) cuanc10 se habla c1e la torsiÓ1~ ele 'l¿na genemt1'iz 
rectilínea c1e una superficie reglac1a en un punto c1e .la misma; véase p. e. L. 
BIANOHI, Lezioni eli geometria eliffe1'enziale, 3~ ec1., vol. J, p. 206. 
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directriz p, las que contienen 'el haz de rectas 'Pn y ti,enen 'en 
P la torsión (15) constituyen un conjunto 00 1 tal que una recta 
genérica l' :apoyadJa a p lestá en una y una sola congruencia del 
conjunto, la cual por lo tanto necesarimnenbe coincide con la 
congruencia lineal asociada que contiene r. ConcluÍlnos así ' 
que las congruencias lineales asocioJd;as a un par de rectas :p,l 
tangentes a un E 2 son, tO'das y solas, las congruencias [ineale,s 
especiales 'de directriz p, las que contienen las rectas del haz 
Pn y cuya torsión, en P está expresoJda por la (15). 

Por lo den1ás, cabe observar, ele acuerdo con la Observa­
ción final elel n. 3, que la torsión ,en P 'de las congruenlcias 
consideradas no difiere de la curvatura en P de las 00 1 cónicas 
a las 'que se acudió en la últiina parte del n.' 1; lo que neva 
substancialm!ente una a otra las fórmulas ,(9) Y (15). 

5. Para terlninar, agregamos las observaciones sigui,ent'es. 
La figura int,egrada por un elmllento superficial de' segundo 
orden E 2, una recta p tang,ente al ¡nismo, y dos r,ectas 1', s 
inciclent,es a la p depende de 8 + 1 + 3 + 3 = 15parálnetrOs .. 
lo nlÍsmo C01no una homografía general del espacio; de nlodo 
que a priori cabría conjeturarse que no tenga invariantes pro­
yectivos. Sin enlbargo tal conjetura resultaría equivocada, de­
bido a que los datos individualizan la tangente [' subordinacla a 
la terna p, r, s, y la doble razón de las tangm1tes 'asintóticas 
u, v del E 2, '" la p y la l esevidm1telnente un invariante pro­
yectivo de la figura considerada (el cual contendrá una irra­
cionalidad procedente de la posibilidad ele considerar las dos 
tang'ent,es asintóticas ,en uno u Ootro orelen, pero podrá remn­
plazarse por una función del mismo en la que desaparezca dicha 
irracionalidad). Cabe por lo tanto pr,eguntarse si existen más 
invariantes proyectivos independientes. La contestación es ne-
gativa. . 

Considero con tal objeto otra figura análoga integrada por 
un E' 2 jUllto con las rectas p', r ' , s'. Introduzco dos sistemas 
ele coordenadas proyectivas homogéneas, respectivam'ente Xi y 
X' i ( i = 1, 2, -3, ú), colocando los vértices elel primer tetraedro 
fundamental de la manera siguiente: A4 en P, Al en el punto 
pr, As g'enéricanlente sobre r, y A2 genéricamente sobre re; y 
análog.am'ente para el segundo tetraledro. Sean entonces 
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las Bcuaciones de s, mientras qU1e el E 2 está representado: por 

Análogamente (poniendo acentos a los coeficientes) para 
s' y el E' 2' Por de pr'Ónto, una homografía que ,neve una a otra 
las dos configuraciones consideradas se repres1entará con una 
substitución lineal homogénea del tipo 

X'l: X'2: X'3: X'4=gl1 X1+g12 X2+g13 X3: 

g22 X2 : g33 X3 : g42 x 2 + g44 X4' (16) 

Admnás les necesario y suficiente que las siete constantes 
hOlnogéneas gik que ~iguran en (16) cumplan con las seis 
condiciones: 

a g33 g44 = ¡a' g211, 

b 933 g44 = a' gl1 g12 + b' gl1 g22' 

e g33 g44 = a' g212 + 2 b' g12 g22 + e' 9222' 

h g22 = h' g33' 

g22 (gl1 9 - g33 g' +g13) + g33 h' (g12 - 942 k') = 0, 

911 k = g44 k', 

Las :9ii tiBnen que ser distintas de cero para que no se anule 
el determinante de la substitución, de modo que podemos su­
poner 922 = 1, Entonces ,el sistema parcial integrad? por las dos 
prim,eras, la cuarta y la sexta ( 17) puede lescribirse en 'la 
~~ I 

Substituyendo estos valores en la' tercera (que no contiene 
otras gik) se logra 

(b 2 - a e) h2 h;2 = (b'2 - a' e') h'2 k'2, (18) 

Queda únicamente por tener en cuenta la quinta ecuación 
(17), de la cual, reemplazando las gik ya conocidas, puede des-
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pejarse 913 en función de g42'que queda arbitrária. Por' lo tan~ 
to la (18) 'es una ecuación de oondición~ y antes' bien la única 
para la 'equival,encia proy,ectiv:a de las dos configuraciones con­
sideradas: si se cumple (18), existe no sólo una, sino todo 
un sistema 00 1 de proy!ectividades que nevan dichas configura- \ 
ciones una a otra. 

Por otra parte, llamando ~ a la doble razón (u v p l)" Y 
poniendo (para evitar la m'encionada irra~ionalidad): 

(19} 

J = 4. (b2 - a c) h2 k2, 

de forma que la (18) se ,escribe 

J=J' .( 18'1 

Luego la configuración integrada por un E 2 junto con la 
recta p tangente al mis/no . y 'dos rectas r, 'S incidentes ,a la p 
tie,ne,esencialmente un único invariante proyectivo, y como tal 
puelde ,ado ptarse J. . 

En particular, de lo dicho se desprende que la figura inte­
grada por un E2 junto con las rectas p, r, s situadas como en el 
último ,enunciado admite un grupo 00 1 de homografías ,en sí 
misma. Si esa figura sigue representándose analíticamente como 
arriba, las homügrafías están dadas por 

siendo "( una constante arbitraria. El grupo es el de las ho~o­
grafías biaxiales parabólicas de ej,e p cuya congruencia lineal 
especial de rectas unidas es aquella que cont~ene el haz Pn y 
las rectas r, s. . . 

Al invariante J puede darse la expresión métrica sigui,ente: 

PR2. PS2 
J = - K RS2 (tg tP - tg Cf' )2, 
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donde R, S, cp, tP tienen el significado ya aclarado en el n. I, Y 
K les la curvatura total elel E2 considerado. 

Conlo cons'ecuencia de la (2 I) observanlos las siguientes .. 
,en las cuales hay que tener presente el significado de J como 
función de la doble razón ~ ele acuerdo con, la (I 9) . 

I) La curvatu,ra total K ele una superficie <Den un punto 
P tiene ,el siguient,e significado g,eOluétrico: sean r, s dos rectas 
cuale,squiera que cortan el plano tangente en P en dos puntos 
R, S simétricos con respecto a P y están contenidas en dos pla­
nos por la recta RS que forman respectivamente ángulos de 
+ rrj4 y - rrj4 con !el plano nonnal pasante por la 7nisrna 
recta: entonces 

K=-J: PR2. 

2) Si W, <Di son dos superficies tángentes le,,~ un punto p., 
y se consi!deran dos rectas cualesqui,era r, s que cortan el plano 
tan'yrJ.nlie a las dos, en :dos puntos alineados sobr,e P, se tiene 

sie,nJdo K, [{1 las curvaturas totales dé <I> , <1>1 en P, y J,J1 los 
ill,1?ariantes ,proyectivos a los cuales dan lugar los ele7nentos de 
segw7Jdo OlHen de <I> , <1>1 en P junto con las rectas r, s. 

Esta observación quizás tenga algún interés porque brinda 
un significado geoluét~ico proy:ectivo del invariante de Meluuke 
(razón ele .las curvaturas totales) de dos superficies tangentes 
en un punto. A di:terencia de lo que ocurre para el invariante 
análogo de dos curvas, üüerpretaciones proy:ectivas de dicho 
invariant'e (pr,escincHendo de casos particulares) son bastante re­
dentes: ,dos de ellas, distintas de la actual, han sido dadas por 
mí y P. Buzano (9). 

Tuculuán, diciembre de I942. 

A. Terracini \" 

(9) A. TERRACINI, Densitil di u.na C01Tispondenza di tipo d1Wlistico ed esten­
sione dell' inval'iante (ti Mehm7ce-Segl'e, Atti della R. Acc. delle Scienze di 
Torino, vol. 71, 1935-36; P. BuzANO, l1itel'pretazione pl'oiettiva dell' invariante 
di Mehm7ce, Boll. dell' Unione matematica italiana, 1936. 



n 

SOBRE LA SUMA ~ rxz- 1 [(n + I)z - rz]Y-l 
r=l' 

(Tema NQ 22, Vol. VII, p. 29) 

Se proponía en ,el tema nO. 22 (Vbl. VII, pág. '29) calcular 
paran -+ 00 el IÍlnite de la suma lm nm + 2 m ('n - I):m + ... + 
nm 1 m para los div,ersos valores del parám,etro real 7n. Genera­
lización. 

Consiclerelllos la ,expr,esión generalizada 

n 

~ rxz- 1 [(n+I)z -rzJY-l 
r=l 

con x, y reales y. z> o, que para x = y = 1 +7n y z= 1 se con­
vierte ml la sunla propuesta, y calcul'emos su límite, para n ---.;.. 00, 

en los puntos del plano x, y. 
Como la sumatoria, por s,er de términos positivos,es 

mayor que cualquiera de ellos, tendrlemos que para y> 1 esa 
sumatoria les mayor que su primer término que tiende a 'infi­
nito. Para y= 1, en cambio, la sumatoria se convierte ·en 'una' 
serie armo nI ca y será por lo tanto, divergente para x >0 y 
convlergmüe p~ra x < o y de valor r: (1 - X z) siendo r:( s)~ 
la función d~e Riemann. 

Para calcular el límite ,en la zona o < y < 1 escribmnos la 
.sumatoria ,en la forma 

(n + 1 )Z(X+Y-l).i (_r_) xz-l l 1 __ (_r_) Z ]Y-l 1 

r=l' n+I n+I n+I 

donde la suma que figura como segundo factor tiene por límite 
la int,egral 

1 1 J uxz- 1 (1 - uz)1-1 'du = : J vx- 1 (1 - v)1-1 dv 

o o 

finita para x e y positivos; por lo tanto en la zona o < y < 1 si 
x + y> 1 la sumatoria propuesta tenderá a infinito; si x+ y = 1 

t'enderá a un límite finito igual a . 
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l· 1 z- B (x, y) =Z-7t (x} 7t (1 - x} zsen re x 

mientras que ,en el triángulo I j 

ese límite será' o. 
Si, siempre para o < y =< 1, ,es x <o bastará considerar un 

punto (x', y). tal que x <o < x' < 1 Y como en el punto (x', y) 
la' sumatoria tiene por límite o y les rxz- 1 < rX 'z-l, también en el 
punto (x, y) ese límite será o. . 

Para calcular el límite de la sumatoria en el semiplano 
y <o, escribamos, aplicando el teorlema del' valor medio, cada 
término de la sumatoria 'en la forma 

n+I r')' zY-l (n + 1 - r).Y-l rz(x+Y-l)-Y (1 + & r - (z-l) (Y-1) 

y si z (x + y - 1)' > y la' sumatoria, por ser mayor que su úl­
timo término (r = n) qu~ tiende a infinito, también tenderá 
a infinito. . 

Paraz (x + y - 1)' = y la sumatoria será, 'en ca:~nbio, ~a-
yor, igual 'O menor que zY-1 ~(I - y) segúns1ea z L I. 

7 
Y, por último, si z (x + y - 1) < y podremos pasar siem-

pre del punto (x,y). a un punto (x', y') situado sobr,e. la para­
lela a z (x + y - 1) = y y en la zona o < y' < 1; x' + y' < l. 
Será entonces z x - 1 L zx' - 1 según sea z L 1, de donde 

7 7 

(z - 1) (y.,- 1) ~ (z - 1) (y' - 1) Y para todos los valores 

de z (n-I- r)Y-l«n+I-r)YI-l y 

(1 + &n+;-r) (Z-':l) (Y-1) < (1 + & n+;-r) (z-l) (Y'-l) 

. '1 

por 10 tanto la sumatoria en el punto (x, y) será menor que en 
el punto (x', y') y como en este último su límite es o, también 
lo será en el (x, y). 

En definitiva el límite de la sumatoria depende de la posi­
ción del punto (x, y) r,especto de la poligonal y = 1, (x < o) ; 
x + y = 1, (o < x < 1)'; Z (x + y - 1)' = y, (y < o). En la re-
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gión del plano determinada por lesa· poligonal y que conHene el 
origen, ese límite les o, 'en la otra región, así como en los vér­
tices de la poligonal, ,el límite es infinito, mientr'as que en la 
poligonal, excepto los vértices, ,ese límite s'erá: L: (1 ~ X z) para 

're +. '1 y= 1 Y para x y= 1, mIentras que para y<o so o 
z~nrex -

podremos. acotar la -sumatoria que será mayor, igual o m'enor 

que zl-Y L: (1 - y) según s,ea z L 1. 
7 

Para z = 1 esa poligonal será simétrica r·especto de la bi-
sectriz del primer cuadrante y sobre los lados paral,elos a los 
ej'es ,el límite de la sumato.ria será r,espectivamenteL: (1 - x) Y 
~ (1 - y). Si, además, x = y = 1 + 'm (caso particular pro .... 
puesto en ,el tema) tendremos que ~el límite será o para m < 1/2, 
la suma tenderá a infinito para m> - 1/2 Y tendrá el valor re 
para m=- 1/2. 

Una g,eneralización más simétrica es la del límite de 
n 

.:E [ (n + I)z - (n + 1 - r )z]X-:l [( n + I)z - rz]Y-l que tanlbién 
r=l 

para z = 1 Y x = y se co.nvier~e en, la suma propuesta, pero en 
este caso .sólo logramos demostrar, por el método de la integral; 
que su límite l,es, para x>o, y>o~ 

X+Y>2-I/Z; l=oo 
\ 1 

x+ y= 2 - I/Z; l = J [1 - (1 - u)z]x-1( 1 - uz)Y-1Idu 
o 

X+Y<2-I/Z; '1=0. 

Es posible que para z> 1/2, lo. mismo que en el caso an­
terior z = 1, la zona de separación de la convergencia y div'er­
g,encia sea la poligonal z( X+y-2 )=X-I, (x<o); z( X+Y-2) 
=- 1, (x>o, y>o); z(x+y - 2) =y- 1, (y<o) que 
se reduce a la semirrecta x = y <o para Z = 1/2, mientras que 
para Z < 1/2 la suma sería divergente para todo par de valor,es 
x,y. 

José Babini . 

NOTA. - Propusimos ,el tema 22 con ,el objeto principal de 
incitar a la resoluclón de este problema todavía penaiente en la 
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teoría ele se6es: obtener condiciones suficientes (a 8er posibLe 
neoesarias y suficientes) para que !el cuadrado de una serie s'ea 
conv'erg'ent,e. 

El cuadrado de la serie arlllónica al ternacla ~ (- 1 ) n cOllver-
nS 

g,ente si s> 0, 'es una serie alternada cuyo térnlino general es 
la suma propuesta en ,el tmna ,nO. 22 para In = - s. ,,-Esta 
serie, ,en virtud de la discusión anterior (o más breve y directa­
mente limitándose al caso propuesto en el tmna) converge para 
1/2 < S <1 a pesar de que la convergencia de la serie dada es 
condicional; y por un clásico teorema de Abel es legítima la 
Inultiplicación ,efectuada. 

La g,eneralización realizada por lel Sr. Babini, aun limi­
tándola al caso z = 1, 'confiere Inayor interés a la cuestión, pues 
sun1inistra ejmnplos sencillos de s'eries condicionalmente con­
vergentes: 

O<X<1 
_O<y<1 

cuyo producto conv,erge si el punto (x, y) es interior al triángu­
lo así lünitado 'en el polígono obtenido C01no campo de o.on­
v,ergencia de la SUIna ,estudiada; quedando así resuelta una 
cuestión propuesta en la conocida obra de Knopp (3 a • ed., 
pág. 336) con mayor mnplitud de la pedida. 

El teormna de Mertens puede completars!e muy sencilla­
m'ente m,ediant'e el teorema fundamental de los algoritmos de 
convergencia (véase nuestra obra (*), pág. !.J-8) dmnostrando 
que la convergencia absoluta es n~cesaria para la validez de la 
multiplicación por toaa s'erie converg,ente; pero esto no implica 
contradicción con los ,ejemplos anteriores y queda ,en pie el 
problema de ohtener algún criterio de 111ás fácil aplicación que 
los propuestos en la citada obra de Knopp, para asegurar la con­
v!ergencia de la suma producto de dos condicionalmente conver­
gent'es, aunque sólo sea en el caso lnás sencillo del cuadrado de 
una s~rie alternada. 

J. R. P. 

(1) Te01'ía de los alg01'itmos de conve1'gencia y de s~¿rhación. Buenos Ai­
res 1931 



LEMA DE PINCHERLE y LEMA DE BOREL 

por JULIO REY P .ASTOR 

l. Sabida es la discrepancia de crüerio, entre los auto,res 
al elenOlllinar la sencilla propiedad dada po,r Bo,r,el en 1894 en 
el caso n1ás sÍl11ple, .Y cOlllpletada en 1903 po,r el l11isn1o" que· 
permite sustituir po,r una fanúlia finita lo,s infin.ito,s ento,rno,s 
arbitrarialnente dado,s ele lo,s punto,s de un co,njunto, COlllplpto 'O 

oerrado en ,el espacio En. . 
Meno,s cono,cido, es el teo,ren1a ele tipo, análo,go dado, po,r 

PincherI.e 111ucho antes, pues data ele 1881 (*), reproducido, en 
su o,bra sobre funcio,nes analíticas (p. 23), que suele co,nsicle­
ra1's'e equivalente al de Borel (**), y que dice así: 

Dado un donlinio, D supo,ngan1o,s que cada punto, x esté 
cubierto por un círculo e tal que to,do,s lo,s punto,sde éste 
tengan una cierta pro,piedad Qx relativa a x. Evidentmnel1te, 
existe un n1áxüllo círcúlü ex de ocntro, x e interio,r a e, cuyo,s 
punto,s tienen la propiedad Qx. Co,nsider,en1o,s, pues, cada pun­
to, x ele D con su co,rr1espo,nclienbe ento,rno, circular ex de centro, 
x y sean r x sus radio,s. El lel11a de Pincl~ede dioe: el extrenw 
inferior de los nún~eros rx no .es nulo. Po,r tanto, so,n to,do,s 
ello,s superiores a un número positivo r. (Funzo anal. pág. 23). 

2 .. Antes de seguir aclelanLe salta a la vista que sin algunas 
aclaracio,nes y restricciones s,erÍa inexacto enunciado, tan an1plio,. 
Basta supo,ner, por ejeniplo" ,esbe caso, sencillo,: Tener un punto 
z -la pro,piedad Qx respecto del punto, x significa cU111plir la 
condición: 

Iz-xl<lxl si es x~/=o; o bien, si x=o, significa: Izl< 1. 

ex.) Sopm alC1¿ni svil1¿ppi in serie - Mem. Accad. Bologna IV. 3 (1881) 
nota de pág. 154 (colección inasequible). 

eH) Así por ej. dice TONELLI el1 su Galeolo delle va?'iaiioni 1, pág. 11I. 
"Este teoerma -el de BOREL- fué dado bajo otra forma por .S. PIN­

CHERLE". 

SEVERI en sus Lezioni di Analisi 1 dice: "El teorema fué encontrado subs­
tancialmente bajo forma bien distinta por PINGHERLE (1881)' '. 
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Todos los puntos z que tienen tal propiedad forman, pues, 
el círculo de oentro x cuyo radio es r x = Ixl si es x -=/= o y el 
círculo de radio 1 si es x = 0, luego el 'extremo int.erior de r x , 

en ,contra de 10 afirmado 'en el l,ema, es o. 
Si ei dominio D es, por lej,emplo, lel círculo de centro O, 

y radio 1/2, les claro que basta el solo entorno Co de O para 
cubrir D, pero esto no autoriza a sustituir con Co a los demás 
entornos, pues los puntos de leste círculo Co tienen la propiedad 
Qo, pero no la Qx en cuanto se tomen exterior,es a Cx' 

Aquí reside el malentendido de la demostración dada en 
«Funzioni ,analitiche», pág. 23, que se r,eduoe a esto: si hu­
biese radios infinitamient'e pequeños, los oentros tendrían un pun­
tó de acumulación el cual 'estaría cubierto por un cierto ¡entorno 
Co (por perteneoer. al conjunto) y dentro de lese entorno queda­
rían los círculos desde uno 'en adelante, ,en contradioción con la . 
supuesta ampliación de los mismos. 

Salta a la vista que tal aUlpliación del entorno de cada 
punto x no habría sido l,egítüna, con puntos del círculo Co, 
pues éstos tienen la propiedad. Qo, pero no tendrán en g,enBral 
la Qx; y la demostración queda invalidada. 

( I 
3. La idea del eminflnte analista italiano fué la de g,enera­

lizar el razonamiento usado por Heine para dem,ostrar la con­
tinuidad uniforme de una función continua en todo intervalo 
completo; len este caso la propiedad Qx del punto z (según 
la terminología de Pincherle) sería ésta I f( z) - f( x) 1< 8 Y si 
el círculo Cx ,está contenido en el círculo Co, se v'erificará 

!fez) -f(xo)I<8, If(x) -f(xo)I<8, luego If(z) -f(x)I<28, 

siendo inoperante !este coeficienbe 2, puesto que 8 pued!e tomarse 
arbitrariament:e pequeño. Es, por tanto, legítimo decir en este 
caso que la propiedad Qo l1eva consigo la propiedad Qx' aunque 
con un coeficiente 2, no esencial, como sahemos. Esta obser­
'vación tiene carácter general: y rlesulta: el lema de Pincherle 
cons'erva su validez si la, propiedad eXJ!r,esada por el símbolo 
z = Q( x) vlerifica esta condición triangular: 

: 1 

Si z=Q(xo) y x=Q(xo) es z=Q(x). 
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Es fácil ver que esta- propiedad triangular neva consigo la 
continuidad de r x(*); pues si el punto x· se mueve un segm1ento 
d hasta el x', se t~ene: 

de donde 

y por el teorema de Bolzano Weierst'rass, tiene un mínimo 
positivo. En algunos casos puede ser útil ,este criterio. Tal sl1-
oede, por ejemplo, al aplicar su llema como haoe en pág. 71 
de la obra citada a la convergencia uniforme de una suoesión 
de funciones len un dominio simplem,ente conexo; aplicación 
que se podría justificar demostrando, como les fácil, la con­
tinuidad de r x' propiedad que haoe legítima la aplicación del 
lema, como acabamos de probar; pero será más sencillo· adop­
tar el lema modificado, como luego veremos. 

4. Ejemplo instructivo donde se ven las condiciones de apli­
cación del lema de Pinchede es la demostración en que modifica 
la dada por Goursat del teorema de Cauchy sobre 1as integrales 
compllejas sin exigir la continuidad de ¡fez). En leste caso, la 
propiedad Q x del punto z les éstá: 

. i 1): 

que define un derto círculo de oentro x y radio r x dentro del 
cual se verifica. Aunque est,e círculo sea interior a otro mayor 
Co de oentro xo, no puede ampliarls,e; pues aunque los nuevos 
puntos z interiorlesal círculo Co tienen la propiedad Qxo, no hay 
razón para que también tengan la Qx. Cahe, pues, a priori, que 
dentro del círculo Co haya círculos Cx de radios indefinidamente 
pequeños. Esta posibilidad queda excluída si se supone la con­
tinuidad de ¡fez), que lleva consigo la continuidad de r x ; pero 

(*) Es precisamente este método el seguido por LÜRIOTR (1873), y otros 
para la demostración del teorema de HEINE. Se demuestra fácilmente que el 
máximo círculo tal que 1I (z) - I (x) 1 < E , tiene radio que es función continu~ 
de x; por tanto, tiene Ull mínimo positivo por el teorema de BorrrzANO-WE[EiR.­

STRASS y el teorema queda demostrado. 
Fué probablemente éste el punto de partida de PINOHEiRLE para su gene­

mlización. 
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precisanlente el 0'bj,et0' del te0'rema de G0'ursat les d81110'strar 
esa c0'ntinuidad. En c0'nsecuencia, la denl0'stración dada en 
«Funzi0'ni analitiche», pág. 95, n0' es rigur0'sa, pues 'en este 
cas0' n0' es aplicable el l,ema. 

Si a pesar de t0'd0' se sustituye cada lent0'rn0' p0'r 0'tr0' c0'n­
céntric0' 111ay0'r, c0'ntenido ,en 0'tr0' ent0'rn0' de oentr0' xo, resul­
tará ciertm11lente un extrenl0' inferi0'r r = inf. r x> o; per0' los 
punt0's z quedarán r,elaci0'nadQs p0'r (I) c0'n X o y n0' c0'n x, 
C0'nl0' afirma le 1 lenla. 

Si se r,eticula el plan0' len cuadrad0's de lado r = inf. r x' 

C0'nl0' se ha'oe en ,el pasaj'e citado, n0' r,esulta, pues, C0'nl0' dice 
allí: «clentro de ca'da cuadrado qk existe un purdo x para el 
cu;al se verifica (I) cualquiera que séa el punto z 'del cuadrddo 
y en particular del cont~rno .de qlc» sin0' que r,esulta 'est0' 0'tro: 
« lo,s punt0's z de cada cuadrad0' satisfaoen a (1) respect0' de un 
ciert0' punt0'x que puede perteneoer a otro cuadrad0'»; y p0'r 
tant0', n0' pudiendo ac0'tar superionuente las distancias! I z - xl 
queda invalidada la d81110'stración. 

5. V,eanlos ah0'ra el diverso alcanoe del l!ema de Pincherle, 
c0'nven1ente111l81Üe depurad0', y lel de Bor,el, aunque en ll1uchos 
casos prestan análog0" servici0'. Expresand0' g,eOl11étricanlente 
la idea esencial del priIner0', renunciando al carácter funci0'nal 
que l,e, dió su aut0'r y en fornla algo 111ás gleneral, se reduciría 
a 'est0' la parte ach11isib1e del misnlo: 

LEMA M0'DIFICADO DE PINCHERLE. 

Si cada punto ¡de un conjunto completo ti<;JW al 1nenos un 
entorno ~cle forn~a cu;alquiera y es rx el radio del máxÍ1no círcu­
lo (esfera en En) :de centro x contenido .en alguno 9,e los entornos 
( o' sea la 71vayor de las distancias de x a los' contornos de 'los 
¡entornos qu;e lo contienen) es inf. rx >0. 

N0' d'8111Uestra, pues, C01110 ,el 18111a de B0'r,el, la existencia 
de una fm11ilia finita de ent0'rn0's, ni tamp0'c0' de ésta se deduoe 
in111lediatall11ente el 1'8111a de Pincherlre; per0' un0' y 0'tr0' carac­
terizan los c0'njunt0's cOl11plet0's y en caela cas0' será preferible 
el uno al 0'tro. A.sí, p0'r ej., el te0'renla de Hleine en el espaci0' 
En (n> I) que c0'n lel 18111a de B0'rlel exige algunas c0'nsidera­
ciones topológicas, es trivial aplicación del lema de Pincherle 
m0'dificado com0' arriba hem0's pr0'puest0', pues cada punt0' x 
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es oentrO' de una -esfera máxima tal que If(z) - f(x) 1< E para 
cada puntO' z interiO'r a ella; y en virtud del lema todO's sus 
radios sO'n superiO'res a un núm-ero r> 0, lueg.o ;en todO' par de 
puntos que .disten menos de r '81 increm·entO' 'es m'en.or que E, 

pues~ada unO' está dentrO' ch~ la esfera de radiO' r con centro 
en lel otrO'. 

Nótese que esta deInostración val,e para cualquier 'espaciO' 
abstractO' métrico, mi-entras que ,el lema de Borlel es ineficaz. 

Hay otrO' tipo de problmnas en que también ofrece v-en­
taja el len1a de Pincherle, n10dificaclo com.o hemos dicho, 
s.obr,e el de Borelque les preferido por todos los autor·es. Si 
cada punto x de un cO'njunto completo tiene un entorno don una 
prO'piedad independiente del puntO' y se sustituyen todos est.os 
entO'rnos p.or las esferas ele radio r = inf. r x' resulta un I'Iecinto 
decO'ntO'rno paralelo al de C, que 'en muchos probllemas puede 
ofrleoer vlentaj as sobre el recinto de forma -indetern1inada y nO' 
susoeptible de construcción, que existe, -en virtud del lema de 
Borel. 

En cmnbi9, para demostrar, COIno es preciso en la teoría 
ele la Inedida, que la suma de longitudes de infinitos segmentO's 
que cubren [a, b] es mayorqueb - a, conviene el lema de Borlel 
y no el de Pinchede. " 

'I¡ 

6. EstablecidO' el diversO' alcance de las dos pr.oposlcIones, 
no pO'dmnos adoptar la denominación de «teorema de Pincherle­
Bor,el», pr.opuesta por Tonelli. P.or otra parte, la omisión la­
mlentable de la fecunda idea de Pincherle, en el magníficO' ar­
tículO' sO'bre la teoría de conjuntos de la inciclopedia Teubner 
(lIC9a), es un reflejO' del olvidO' len que ha caído esta pro­
pO'sición, que lespermnos habrá de ser muy útil, si se restringe 
su alcance COlnO' hemos hech.o. 

La asociación del nombre de H~ine al de "Bor,el para desig­
narel lerria de la selección de entornO's fué debida a Schoen­
fHes, que después se rectificó; pero nO' ohstante ha sido inerte­
miente seguida por muchos autor'8S. Más bien habría que aso­
ciar el nOlnbre de Heine con el de Pincherle en" el Lema que 
ést,e enunció, inspirándose en la dmnostración de aquél, publi­
cad!l en 1872. Son igualment'e" obj,etables algunas denominaciO'­
nes del ya citadO' teO'rerp.a de la continuidad uniforme, que algunos 
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atril)uy,en a Cantor( *), 'Colega de Heine en HaHe; en todo 
caso, ya en I854 explicaba lese t,eorenla Lej,eune-Dirichlet en 
sus lecciones' de Berlín, de las cuales no tuvo quizás conocünien­
to Heine; en su lneJ.?1üria se propone solamente, según dioe, 
exponer los trabajos de Wei'erstrai'sy Cantor; pero es probable 
que '(jsa propiedad, a la cual llegó después de algunos titúbeos, 
sea propia. Sea COlno quiera, él fué el· prünero '~n publicarla 
en I870 Y demostrarla e~l I 872; Y sin datos seguros en contra 
no es justo regateárs,ela, COl.{lO no sea para asignársela a Di­
richlet. 

Tmnpoco debe disminuirse ,el lnérito de Borlel por haber 
descubierto una verdad fecunda, aunque r,estringida a conjuntos 
nmuerables de entornos; observar, como hicieron Young (I g02 ) 
Y Lebesgue (I g04) que val'e para familias no numerables (**) 
y 'extenderla a conjuntos cOlnpletosen ,espacios cada v,ez más 
amplios, como hicieron él citado Young (Ig02), Bor,el (Ig03) .. 
Riesz (I g05), e,tc., era ya tarea sencilla. La denominación ele 
«Í'eor,mna de Borel-Lehesgll'e», adoptada por Montel y seguida 
por otros, no par,ece, pues, justificada en los cursos de Aná­
lisis. Solmnente en la teoría general de espacios abstractos s,e 
hnpone la distinción entr·e la propiedad (B) y la (B - L), aun­
que esta segunda denOlninación implica una de las frecuentes 
injusticias a que estamos acostumbrados. , 

Vo'¡vi'endo al tema ele esta modesta nota, su título revela 
clarmnente nuestro criterio sobre .la denominación más adecua­
da de ambos lemas, basada ·en el 'estudio directo de los textos 
ori,ginal,es. 

Buenos Aires, diciembre I g42. 

Nota., - Debemos a la gentileza de nuestro buen amigo el Dr. Sparn, se­
cretario de la Academia de Ciencias de Córdoba, la copia del enunciado primi­
tivo dado por Pincherle en su memoria ya citada, existente en aquella valiosa 
biblioteca, y llega a tiempo pal'SL agregarla a las pruebas' paginadas. 

--c*) Así p. ej. DINI, V ALLÉE-POUSSIN, etc. Algunas afirmaciones hechas en 
la edición alemana de DINI-LüROTH, pág. 63 ,no son exactas. 

(**) 'Debe tenerse en cuenta que la restricción de la numerabilidad, im­
puesta por BOREL~ es probablemente debida a su posición filosófica bien cono­
cida y al deseo de dar una demostración constructiva (como lo es, hasta cier­
to punto, la dada en su tesis de 1894) más bien que a inadvertencia sobre el 
alcance del teorema, que YOUNG y LEBESGUE pudieron señalar más libremente 
por no estar atados a la misma ammallada posición principista. 
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, 'Se ad ogni punto x di un campo connesso e o del contoI'no corrispon­
de un valoI'e ed uno solo della quantitá X, e ad ogni x cOl'l'ispondeun tale 
intorno che i valori di IXI conispondenti ai punti dell 'intorno abbiano un 
limite infeI'iol:e diverso da zero, si potrá assegnare un numero positivo M e 

diverso da zero, tale che per tutto il campo e sia IXI > M." 
El lector observará inmediatamente que este enunciado restringido es co­

I'recto y se deduce inmediatamente del lema de Borel en cualquier espacio mé­
trico, lo que no acontece COI1. el lema modificado que hemos propuesto. Quede 
a cargo del lector comprobar la ventaja que ofrece éste al aplicaI'lo a las di­
versas cuestiones en que suele hacerse uso del lema de Boi'el. 

20 marzo 1943. 

CUESTIONES ELEl\1ENTALES 

17. Calcular el determinante de Vandermonde su,stituyendo las potencias 
poI' factoriales de diferencia a, con igual base y grado que los de las potencias. 

18. - Dados dos planos y un punto P no situado en ellos, se consideran 
todas las superficies esféricas que pasan por este punto P y son tangentes 
a los dos planos. Se pide· el lugar geométrico de los puntos de contacto y el 
estudio del cono de vértice P que f.orman los radios de dichas esferas. 

(Este prohlema fué propuesto en 1877 en el último curso de bachillerato 
francés y el alumno Enrique Bergson, que entonces contaba 17 años, dió una 
solución elegante\). 

19. - Resolver las ecuaciones siguientes: 

x ! + 1 = ·Cx + 1)2 

20. Calcular las integrales siguientes: 

siendo a, b; e númeI'os 

00 

faen 
o 

00 

fsen 
o 

00 

fsen 
o 
reales 

ax 
ax. sen bx. sen ex-­

x 

ax 
ax. sen bx. cos ex. x 

ax. cos bx. cos ex. 
ax 
x 

cualesquiera. . Discusión. 
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En 1813 un pequeño grupo de matemáticos de Cambridge fundaba la 
"Analytical Society", cuyo objeto era promover al progreso del análisis supe­
rior en Inglaterra, donde esa rama realizaba escasos progresos frente a los 
brillantes éxitos continéntales. Sólo con la adopción de la notación leibniziana, 
en lugar de la newtoniana, se logró un gran paso adelante, no tanto por la 
mayor ventaja en la notación, sino por abrir, con ella, a los matemáticos 
ingleses el amplio campo de las investigaciones que en esa época se realizaban 
en el continente. 

Entre los miembros de ese grupo figuró¡ GlliORGE PEACOCK" (Denton, 1791 
-Ely, 1858) quizá el más matemático. del grupo, que si no contribuyó a la 
ciencia con una gran obra original, fué "one of the prime movers in all mathe-

. matical reforms in England during the first half of the 19th century ... " 
(SMITH). Sin duda la más importante publicación de PEACOCK es su Algebra 
(primera edición en un volumen, 1830) Y de cuya segunda edición, en dos 
volúmenes (1842-1845), Scripta Mathematica ha editado una reimpresión facsi­
milar, sin' prólogo ni. notas. 

Los méritos científicos de esta obra SOn múltiples: en ella, por primera 
vez, aparecen estudiados seriamente los fundamentos del álgebra, destacando 
sus caracteres simbólico y formal y construyendo esta rama de la matemática 
more euclideo; en ella PEACOCK enuncia su "PrincipIe of the permanence of 
equivalents forms" que preludia, aunque imperfectamente, el célebre principio 
de permanencia de las leyes formales (HANKEL, 1867), director de todo el 
análisis algebraico; y, finalmente, apai'ecen, considerados en un tratádo ele­
mental, todos los progresos realizados hasta enton.ces en el campo del álgebra, 
especialmente en la teoría de las ecuaciones, por EULER, GAUSS, LAGRANGE 
Y ABEL. 

En verdad esta segunda edición del Algebra de 1830 era una obra com­
pletamente nueva y a ella, según el autor, debían seguirle otros volúmenes 
destinados a "embracing all the more important departments of analysis, with 
the view of presenting their principIes in such a form, as may make them 
components parts of one uniform and connected system." 

Refiriéndose a su Algebra de 1830, PEACOCK expresa que ya en ella había 
expuesto las razones que lo habían llevado a distinguir en. el álgebra dos cam­
pos distintos: "ai'ithmetical algebra" y "symbolical algebra", pero que la 
gran importancia de esta distinción le había obligado en la nueva edición, a 
separar esas ramas dedicando a cada una de ellas un volumen. & Cuál es esta 
distinción, hoy fuera de uso ~ Según PEAC'OCK, el "arithmetical algebra" no 
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es más que la aritmética ordinaria, en la que se han sustituído los números 
por letras; vale decir que en esta rama algebraica los símbolos literales tienen 
un contenido restrictivo: sólo simbolizan los' números ordinarios (medidas de 
las magnitudes escalares) vinculados por las operaciones elementales (suma, 
resta, multiplicación, división, potenciación entera y radicación) cuyos resul­
tados SOn admisibles. Los fundamentos de esas operaciones son los intuitivos 
provenientes de las concepciones, también intuitivas, de las cantidades; y las 
generalizaciones que comportan las fórmulas algebraicas no son más que gene­
l'alizaciones de raciocinio, no de forma. Por último las reglas de las operaciones 
son consecuencia de las definiciones de las mismas. Así, por ejemplo,' las l'eglas 
para operar Con potencias de igual base sólo son válidas para exponentes natu­
rales pues únicamente para esa clase ~e exponentes están definidas las poten­
cias. Si en algunos casos, como observa juiciosamente PEAOOCK, parece que 
las reglas no están de acuerdo con las definiciones, es en realidad porque se 
trata de una manera de decir, consecuencia quizá de una innata tendencia 
humana a' la generalización, de conceptos basados en las definiciones; así la 
regla para multiplicar fracciones no es más que la regla, intuitiva, de fracción 
de fracción. 

En el "symbolical algebra", en cambio, aun adoptando las mismas l'eglas 
que las del "arithmetical algebra", se suprime toda restricción al significado 
y contenido de las letras, de manera que los símbolos ya no representan los 
números ordinarios vinculados Con las operaciones aritméticas, sino son gene­
rales en su representación, ilimitados en sus valores y universales en sus apli­
caciones. El principio director de transición entre las dos álgebras es el "prin­
cipIe of the permanence", de manera que las reglas del "symbolical algebra" 
son las reglas del "arithmetical algebra" más ese principio, cuyo enunciado, 
tal como apareció en la primera edición de 1830, es "Whatever algebraical 
forms are equivalen~, when the symbols are general in form but specific in 
value, will be equivalent likewise when the symbols are general in value as 
well as in form' '. De esta manera se introducen en forma lógica los números 
negativos y complejos, las potencias de exponente no natural, etc. para los 
cuales las definiciones son ahora consecuencia. de las reglas y no inversamente 
como ocurre en el "arithmetical algebra' '. A este respecto hace notar PEACOCK 
el error de muchos autores al considerar estas generalizaciones de forma y de 
contenido como teoremas, cuando no Son más que definiciones. 

Esta distinción en el álgebra, estáblecida por PEACOCK hace un siglo, no 
tiene hoy ya razón de ser pues el carácter simbólico ha invadido a todo el 
álgebra y hoy no existen conclusiones "symbolical only" como por ejemplo 

se expresa PEAOOCK al referirse a la célebre fórmula 11: = 2 logH (él no 
H 

utiliza el símbolo i); ni ya tiene sentido decir que los resultados del "arith-
metical algebra" existen por necesidad, mientras los del "symbolical algebra" 
por convención. Con todo es innegable que con este tratado PEACOQrK mues­
tra su garra de matemático y se nos presenta como un genial precursor de la 
claridad formalista y rigor modernos, así como revela sus grandes condiciones 
de algorítmico, que pone de manifiesto en especial al tratar la teoría de las 
ecuaciones, donde trae a colación todos los resultados de su época. Respecto 
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del problema, candente en su tiempo, de la resolución algebraica de las ecua­
ciones, cualquiera sea su grado, PEACOCK expresa su opinión en el sentido de 
ser poco probable la existencia de una fórmula general que exprese todas las 
raíces de la ecuación en función de sus coeficientes, y aunque conoce la demos­
tración de ABEL sobre la imposibilidad de tal resolución para las ecuaciones 
de grado superior al cuarto, muestra (en el' Apéndice) cierto escepticismo 
respecto de las conclusiones de la misma. 

Santa Fe, Univ'e1'siclacl Nacional clel, Litoml. 

JOSÉ BABINI 

TEMAS PROPUESTOS 

42. Encontrar la integral intenuediaria, con una cons-
tant'e, de la ecuación' dif,er,encial de segundo orden: 

[ 
1 + Y]' I 1 ,1 

ln-- =-+---­y' x y x+ y 

¿ Qué problema de Dinámica tiene la integral de la miSlna 
forma? 

S. Sispanov 

43. - Encontrar la expresión algebraica irracional para él 
lado del polígono regular de once lados inscripto en 'la 'circun­
:Berencia de radio l. 

S. Sispanov 

CRONIeA 

HOMENAJE AL PROFESOR J. REY PASTOR 

Como lo anunciáramos en n úmel'o anterior ( Vol. VIII, N9 2), acaba de 
cumplirse ,el 25 aniversaTio de la llegada a nuestro país del profesor Rey Pas­
tor y ele la- iniciación, en el mismo, ele sus actividades docentes y científicas 
de tan pi'ofícuos l'esultados, para el, entonces incipiente, desarrollo de la cien­
cia matemática en In. Argentina. 

La Facultad de Ciencias Matemáticas de Rosario, no ha dejado pasar 
'en silencio esa fecha que ha resuelto conmemorar Con acto del más alto y 
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puro sentido universitario,' siguiendo clásica y laudable norma imperante, 
en casos análogos, en las más antiguas y afamadas universidades y centros 
científicos europeos. 

El Consejo Directivo de la citada Facultad de la Universidad Nacional 
del Litoral, por iniciativa de su Decano, profesor COl'tés Plá, ha aprobado, 
pOI' unanimidad, el proyecto presentado por el mismo, disponiendo la publi­
cación, en honor del profesor Rey Pastor, de un volumen de las Publicaciones 
del Instituto de Matemática de dicha Facultad, encargando la ejecución de] 
proyecto, al Director de ese Instituto, el eminente matemático profesor Beppo 
Levi. 

El profesor Levi encaró la realización del proyecto apl'obado, con el dina­
mismo y la energía que . caracterizan su vigorosa personalidad. 

Las invitaciones distTibuidas han encontrado calurosa acogida en los me­
dios científicos acreditados. 

Se han adherido al homenaje, enviando tmbajos para el mismo, las si­
guientes personas: 

Ing. JüsÉ BABINI, (Santa Fe), Sob1'e el métoelo eLe G1'affe. 
Dr. MANUEL BALANZAT, (San Luis), Conj1tntos compactos y separables en 

los 'espacios D 
. 0. 

Dr. ERNESTO COROMINAS (Mendoza), P1'opieelaeles elifm'enciales ele las f1mciones 
contín1taS q1¿e carecen ele pnntos ang1llosos. 

MISORA COTLAR, (Buenos Aires) y PEDRO CAPELLI (La Plata), (En colabora­
ción), Una posible extensión elel p1'incipio ele conservación ele elominios 
y sns consec1lenc'ias. 

Dr. JüRN DE CIeGO, (U. S. A.), Geomet1'ic p1'operties of generaliz,ed dynamical 
tmject01·ies. 

Lic. Y ANNY FRENKEL, (Buenos Aires), De1nostmción ele 1m teorema de Le-
besgne. 

Dr. ROBERTO FRUCRT, (Valparaíso-Chile), Sob1'e cie1·tos inmanantes ele g1'npos 
finitos. 

Dr. GUIDO FUBINI, (U. S. A.), Un p1"oblmna snlle piast1'e S1t C1ti agisce un ca-
1'icoconcentmto e S1te genemlizazzioni analitiche. 

Ing. GoD'OFREDO GARCíA, (Lima-Perú), Sobre la 1"eg1¿larización del p1'oblema 
plano de los tres C1¿erpos. 

Dr. EDUARDO GARCíA DE ZÚÑIGA (Montevideo-Uruguay), Galileo y la matemá­
tica pura. 

Dr. MARIO O. GONZÁLEZ, (La Habana-Cuba), Sob1'e 'series divergentes y pro­
longación analítica. 

Dr. JACQUES HÁ])AMARD, (U. S. A.), Rema1'q1¿es s1¿rle das pamboliqne des 
eqnations a1¿X elerivées pa?'tielles. 

Dr. EDWARD KASNER, (U. S. A,), Geomet1'ic p1"Ope1"ties of isothm'mal families. 
Dr. ARTHUR RORN, (U. S~ A.), 011, vibmtional v01"tices. 
Dr. CRISTÓBAL DE LOSADA Y PUGA (Lima, Perú), Reflexiones sobre la te01"ía 

ele la relativielael. 
Ing. JosÉ L. MASSERA (Montevideo, Uruguay), Sob1'e la fÓ1'?nnla ele G1-een. 
Dr. AtDO MIELI, (Santa Fe), Rivol1¿zione nelle mpP1'esentazioni elel maC1'ocosmo· 

nell' anno fatielico 1543. 
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Dr. PEDRO PI CALLEJA, (San Juan), So·Me la integra~ de Stieltjes. 
Dr. G. PÓLYA (Stanford University, U. S. A.), Ap1'oximations to the area 

nf . the ellipsoid. 
Dr. ALFREDO ROSE'NBLATT, (Lima-Perú), Sob1'e el problema del arco elástico 

s01netido a p1'esiones constantes en el extradós y 81~ el intradós. 
Dr. A. ROSENTHAL, (U. S. A.), On inte1'val-functionsana associated set fun­

ctions. 
Lic. MANUEL SADOSKY, (La Plata), El cálmúlo numérico de la integral de 

Poisson. 
Ing. FERNANDO SÁNCHEZ SARMIENTO (Córdoba), Una demostración de que 

la media m'itm,ética es mayor que la media geométrica. 
Dr. SERGIO SISPÁNOV, (Asunción, Paraguay), Ecuaciones clife1'enciales análo­

gas a las de Clairaut. 
Dr. J. V. USPENSKY (Stanford University, U. S. A.), Sur la méthode de La­

place dans la théo1'ie de l' attraction des ellipsoides homogenes. 
Prof. ANTONIO VALEIRAS (Buenos Aires), Alg~mas fórm~úlas elementales rela­

tivas a la teoría de mbrvas ~mic~(,1"sales. 

rng. JosÉ WÜRSCHMIDT, (Tucumán), Los principios de acción va1'iacla y esta­
cionm·ia. 
Se han adherido, también, al homenaje, prometiendo el "'envío de trabajos 

para el mismo, entre otros, las siguientes: 
Dr.· JosÉ BARRAL SOUTO (Buenos Aires), Dra. CLOTILDE A. BULA (Rosa­

rio), Lic. ESTELA BUSCONI (Buenos Aires), Lic. ESTHER FERRARI (Buenos Ai­
res), Dra. MARíA A. FERRARI (Buenos Aires), Dr. FERNANDO L. GAS PAR (Ro­
sario ), Dr. ALBERTO' GONZÁLEZ DOMÍNGUEZ (Buenos Aires), Dr. JosÉ GONZÁLEZ 
GALÉ (Buenos Aires), Lic. ANGEL GUARNERI (San Juan), Dr. BEPPO LEVI (Ro­
sario) rng. CORTÉS PLA (Rosario), Dra. ELBA RAIMONDI (Buenos Aires), Dra. 
CELINA REPETTO (Buenos Aires), Ing. PEDRO ROSSELL SOLER (Buenos Aires), 
Dr. L. A. SANTALÓ (Rosario), Ing. MANUEL SANDOVAL. VALLARTA (México), 
Ing. I. SCARPIELLO (Buenos Aires), Dr. ALEJANDRO TERRAOINI (Tucumán), Dr. 
FAUSTO TORANZOS (La Plata), Dr. MÁXIMO VALENTINUZZI (Buenos Aires). 

Asimismo se han adherido, al homenaje, academias, urtiversidades y desta­
cadas personalidades científicas del país y del extranjero. 

Se esperan aún valiosas adhesiones y trabajos de eminentes científicos eu­
ropeos, especialmente de España e Italia, cuya correspondencia sufre explicable 
demora por las circunstancias extraordinarias que traban las comunicaciones 
con dichos países. 

La resolución de la Facultad de Ciencias Matemáticas de Rosario, la mues­
tra, una vez más, en Ull puesto de vanguardia en cuanto tiende a elevar el nivel 
cultural y científico del país, a crear en la universidad un auténtico clima 
universitario, a' inculcar a la juventud respeto y amor por los ideales que en­
noblecen la vida humana, por las actividades desinteresadas de la ciencia pura 
y por quienes la cultivan; sentimientos valiosos, hoy más que nunca, en este 
nuestro caótico tiempo de confusionismo, oportunistas, sensualismo y caída o 
trastrueque de los valores. 

F. L. G. 
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