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UN PROBLEMA DE ANALISIS INDETERMINA'DO 
por SERGIO SrSp.ÁNOV 

Sea la ecuación indetenuinada 

x3 + y3 + z3 - 3 x y z = k t3 _ 

con cuatro incógnitas, siendo k un número. entero arbitrario. 
Dejando a un lado la solución trivial 

x=y=z=O, t=O~ 

nos ocuparmuos de las soluciones en que una de las incógnitas .. 
por' lejm11plÜ', z ,es distinta de O. Dividi,endo. por z3 la 'ecuación 
propuesta y haciendo 

x y t 
-=~, -=-11, -=-=lV, z . zz (1 >: 

negamos a la relaClón 

F = ~3 + 1(3 + 1-3 ~ 1( - k w3 = O. (2) 

Las fórn1ulas (1) nos indican que a los valores enteros .d'e 
las incógnitas 'X, y, z, t l'es corrt3sponden valores racionales de 
las incógnitas ~, 1(, w, y vioev,ersa. 

En efecto, oÜ'noc1endo ciertos valores racionales de ~,'1, w 
podrían10s r,educirlos al n1isluo elenOluinador e igualar z a 
dicho denon1inador multiplicado' por un número ent'ero arbi
~rario h. Los valor,es de x, y, t serán igua1es a los nUlnerador.es 
respectivos lnultiplicados por ,el mis1110 nÚlTIlerO h. 

De ta.! modo el probl,ema 'queda reducido a la deterIllina
ción de todas las soluciones racionales de la ecuación (2) que .. 
r'epriesentada geon1étricmnente, corresponde a una supe~fide ele 
Ber. ord~en cÜ'n 'el punto 111últipl,e 01 (~= 1, '1 = 1, w . O). 

Para cOluprobar 'esto basta considerar las derivadas 

F'w=-3kw2 

que para las cóordenadas del punto 01 arriba indicadas se anulan 
sÍlnultánean1elüe con la función F. 
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Si se traslada el sistelua coordenado, tomando d punto 0 1 

por orig,en y cambiando en 1800 la dirección de los éjes de 
las abscisas y de las ordenadas, las fórmulas de paso s'erán 

~=l-u, 11=l-v (3), 

y la :ecuacióJi (2) en el nuevo sistema 01 U V W 1 toma la forma 

u3 + v3 + l~ w 3 = 3 (u2 - U V v2). (4) 

Traoen10s ahora el rayo 01 M 

u= a,w, (5) 

que sale del orige,n 01 y corta él la superficie (4) ,en·un.punto M. 
Sustituy1endo en la ecuación (4) u Y. v por sus lexpr'esiones 

(5) y simpiificando por w2, 'encontramos la aplicada 

w 

del punto M. 

3 ( a,2 - a,~ + ~2) 

a,3 + ~3+k 
(6) 

Las demás coordenadas del mismo punto se hallarán .por 
l~~ fórmulas (5) reemplazando en ,eIlas w por su expresión re~ 

-cién obtenida y tendrá'n la forma 

3 a, ( a,2 - a,~ + ~2) 
u= a,3+ ~3+k 

. _ 3 ~ ( a,2 - a,~ + ~2) 
V - a,3 + ~3 + k . (7) 

Por las r,elaciones (5) V,elUOS que a los valor,es racionales 
de las coordenadas' u, v, w les corresponden valores racionales de 
los ooeficientes .angulaDes a, y ~. Por el contrario, las fórmulas 
(6) y (7) nos indican que a los valores racionales de a, y ~ 
lles corresponden valol'ies racionales de u, v, w. 

De manera que todos los puntos racionales fU de la super
ficie (4) se encontrarán atribuyendo a los coefic~entes a, y f3 
diferent,es valor~es racionales.' 

Para hallar las coordenadas antiguas de los puntos ]v! s-er
virán las rlelaciones 

_ (a,3 + ~3 + k) ~ 3 a, ( a,2 - a,~ + ~2) 
~ - i' a,3 + ~3 + k 

( a,3 + ~3 + k) - 3 ~ ( a,2 - a,~ + ~2) 
11 • ' a,3 + ~3 + k . 

(~ - a,) 3 - a,3 + k 
a,3 + 133 +k 

(a,_~)3_~3+k 

a,3+ ~3+ k 
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que se deduoen de las fórnlulas (3) 'sustituyendo :.u y v por 
sus igual'es (7) . 

Si las expr,esiones recién halladas para ~,11, Y la exprle
sión (6) para w se introduoenen las relaciones (1), sle llega ~' 
las 'sigui!ent!es igualdades 

x (f3 - a) 3 - a3 + k 
z a'3+f33+k 

1 (a-f3)3_f33+k 
z a3+ f33 +k 

t '3 (a2 - af3 + (32) 
Z a3 + (33 +k 

Supongamos ahora que los números racionales a y 13, des
pués de ser reducidos a mismo denominador, tienen la forma 

a 
a=-, 

e 
b 

(3=-, 
e 

siendo a, b, e núm!eros ,enteros sin divisor común (tomándolos 
de dos en dos pueden no ser primos entre sí). 

Re!emplazando a y f3 por sus iguales en las fórmulas ante
riores y multiplicando por' e3 los ~umerador,es y los de~omina
dorles ,en los segundos lniembros, enoontramos 

en donde 

x 
z 

x 
Z' 

x ,(b-a}3- a3+ke3 

y = (a- b}3 -b3 + ke3 

Z = a3 + b3 + k e3 

T =3 e (a2 -la b +b2) 

{8y 

Las r'elaciones .obtenidas pueden r1epresentars.e nlás cómo
'damlent,e en forma de una serie de raZOD.ieS iguales del' sig,uiente. 
~~ -
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siendo ~ una fracción a que son~guales las cuatro razones y 

cuyos términos h y d son prilnos entre sí. 
De la serie de raz0'nes iguales se deduoe que 

" X 
x=7.· d , h 

Y 
y= '(1' 

Z 
z=h.([ , (9) 

I 
- I 

Com0' las incógnitas x, y, z, t deben ser 'enteras y h es 
primo con d, -entonoes -este últilnO' nÚluero les un divisor de 
los números X, Y, Z, T. 

'Es evidente que igualando el al Ináxiln0' conlún ~1ivisor 
,(Le X, Y, Z, T y atribuyendo a h difermJt.es valoves enteros, halla
rmnos todos los válores ,enteros de x, y, z, t, c6rrespondientes 
:a los nÚlnerO's a, b, c. La s0'lución en que todas las ,incógnitas 
son iguaHes a O nO'ofrece exoepción y s'e O'btiene haciendo 
h = O. PoniendO' h = 1 se ll~ga a una solución en que las in
cógnitas x, y, z, t no üenen divisO'r cO'nlún. 

Para 0'trO's- valO'r-es de los paránletrO's a, b, c las fónnulas 
(8) sunlÍnistran O'tr0's val0'res para X, Y, Z, T y las igualdades 
(9) conduoen a otros sistellla'S do sO'luciones. 

Ocupénlonos ahO'ra nlás debenidanlenbe" del nláxilnO' co
l11ún divisor el de l0's 'ntuneros X, Y, Z, T. 

CO'nforlue al teO'renla de Fennat lel cubO' de un enterO' es 
congruente a la prinlera potencia del nlÍsnlo númerO' por 111Ó-

dulo 3. TeniendO' en cuenta ,este resultado deducilnO's de las 
~daciO'nes (8) las siguientes cO'ngruencias: 

X_(b-a)-a+kc-a+b+kc 1 
y = (a - b) - b + k c - a + b + 11:. c J 
Z=a+b+kc 

T=O 

(InO'd. 3) 

Velll0S que l0's ntunerO's X, Y, Z sO'n todO's divisibles o nO' 
divisibl,es pO'r 3, según que 10' sea o nO' la Sluna a + b + k c. ' 

Valiéndonos de las nlÍslnas igualdades (8) encO'ntranlOS 
tanlbién que 
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I Z = (a + b) (a2 - ab + b2 ) + kc3 

Z - x = 3 a (a2 - ab.+ b2) 

1 
Z - y ~ 3 b (a2 - ab + b2) 

T = 3 e (a2 - ab + b2). 

(10) 

Supüngan1üs, en prilner lugar, que a + 'b + k~ nO' es divi
sible pür 3 y delnÜ'str·emÜ's que en tal ücasión el máximO' cü
mún divisür d de lÜ's númerüs X, Y, Z, T es igual al máximo 
cümún divisÜ'r _ de la forma a2 - ab + b2 Y del productO' kc3 • 

Sea (11 unO' de lÜ's divisüres COlnunes de lüs númm'üs 
X, Y, Z, T. El divisür di nO' ,puede ser divisible pür 3, pürque 
en ,el casO' cÜ'nsideradü X, Y,"Z nO' sün divisibles pür 3. 

Lüs prilnerÜ's miembrüs de las fórmulas (10) son divisi
bl,es pür di y cO'n1O' a, b, e están elegidüs de tal lnanera que no 
tlengan factür cOlnún: entünces la fürma a2 - ab + b2 que figura 
'en lüs segundO's lniembrüs de las tres últilnas fórlnulas debe 
ser divisible pür di' La - prin1.era de las fónnulas (10) nüs 
indica aden1ás que el térnlÍnü kc3 es divisibl,e pÜ'r di' 

Pür el cOl~trariÜ', un divisür d 2 de a2 - ab + b2 Y de J1~C3 es 
también divisür de Z yde T, en virtud de la prim1éra y la úl
tima· fórlnulas. La segunda y la tercera de las fórmulas (10) 
delnuestran que X e Y iguahnelüe sün divisibles por d2• 

V'en1üs, pues, que cada divisor de X, Y, Z, T es tan1bién 
divisür de a2'-ab + b2 y de kc3 , y vicev,ersa. Pür cünsiB'uiente 
el lnáximO' cÜ'mún divisür de X, Y, Z, T' cüincide cün ,el n1á
ximO' cO'mún divisür de a2 - ab + b2 Y de kc3• 

Paslemüs- al estudiO' del casO' en que a + b + kc sea divisible 
pür 3, supÜ'niendO', primero, que kc3 nO' es divisible pür 3. 

En lesta hipótesis lüs niuuerüs X". Y, Z, T sün divisibles 
pür 3 y las relaciÜ'nes (10) pueden representars'e bajO' la fürma 

r Z . 
3 . "3 = (a + b) (a2 - ab + b) + kc3 

Z X 3 - 3- = a.(ICt2 - ,ab + b2) 

Z y 
9'" - -0- = b (a2 - ab + b2) 

(,) u 

(11) 

T 
-.-- = e (a2 -ab + b2) 3 . 
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x y Z T 
en donde - - - ~3 sO'n 'enteros. 3' 3' 3' , 

Las tres últimas de las r,elaciones ,(11) nos indican que 

1 . 'd" 'd' d X Y Z T b" d" el cua qUl!er IVlsor' l' e 3' 3' -1]' :3 ,es tam len IVIsor 'H 

a2 -. ab + b2, ya que Cl, b, enO' tienen factOl"es cO'nlunes. La 
primera de las relaciones (11) deInuestra la divisibilidad de '<¿e3 

por lel mismo númerO' a1 0 

ComO' lel producto ke3 por hipótesis no ,es divisibLe por 3" 
nO' lO' ,es tmnhi€n el divisO'r dj • 

'Por el cO'ntrariO', un üivi;or d2 de a 2 - ab + b2 Y de lee3 

que, cO'mo recién hemos visto, no 'es divisible por 3, divide el 

núm'ero : ' 'en virtud de la primera de las -relaciO'nes (11). 
ú 

La segunda y la teroera de las relaciO'nes (11) demuest.ran la 

d · . °bolod d d X d Y d 1'1 o "1 lO o iboJi" IVISI 1 1 a re 3 y e 3 por 2 y a u tuna, a e lVIS' l' ~ 

T 
dad de --.). por el lnismo nÚlueroo 

ü 

De lo expuesto se despreIlde que el 111aXllnO corilún di-
° d 1 -', X Y Z T °d" 1 ' o VIsor ,e oos nUill'eros 3' 3' 3' 3 ,es 1 entIco a maxuno 

común divisO'r de la fOrIna a2 - ab + b2 y del productO' ke3 • 

Consideremos, por últüno, 'el caso 'en que la suma a+b+l-w 
y :el productO' ke3 80:n divisibles por 3 simultáneam,e¡üeo 

Es fácil ver que en esta ocasión ke y a + b son tmnbién 
divisibles por 3 y"la prünera de las i,gualdades (11) ,puede re
repr,es'entarse bajo' la fO'rIna 

Z _ a + b " ke3 ~ 
~=-- (a2 -ab+b2)+-3 3' 3 ' 

(12) 

Z a+b ke3 
siendo ~ -- nÚlnerOos enteros ° 

3' !3' 3 
La igualdad (12) y las tres últünas de las igualdades (11) 

permiten comprobar, como antes, que cada diviso; de ~, ~, ~, 
~, que en 'el pres'ente casO' puede ser divisible por 3, es tam-

ke3 
o 

bién divisor de a2 - ab + b2 y de 3' y VlOeversao 
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P 1 1 , . , d·· d X Y Z T 
Oi.' o tanto e lnaXlmo comun IVlsor e"3'"3'"3' 3 

será igual al lnáximo común divisor de a2 -ab + b2 Y ele k;3. 

Ahora se puede resunlir los resultados obtenidos en la 
sigu1ente formá: 

Todas las soluciones enteras de la ecuación indeterminada 

{13} 

se expresan por las fórmulas 

h . 
x= {[ [(b -a)3 -a3 + ke3] 

h 
y = -:¡¡ [(a - b)3 - b3 + ke3] 

h . 
Z = d (a3 + b3 + ke3) 

h 
t = 3 . a . c (a2 - ab + b2) 

en las cuales a + b + ke no ,es divisibl,e por 3, y por las fór
mulas 

h 
x= 3d [(b -a)3 - a3 + ke3] 

h' 
.Y = 3d [(,(Y- b)3 - b3 + 11:e3] 

h 
z= -d (a3 + b3 + ke3) 3 

. h 
t={[. e (a2 -ab + b2) 

en donde a + b + ke ,es divisible por 3. 

En alnbos grupos de fónnulas; a, bl~. e son nún1eros enteros 
arbitrarios sin divisor común. 

Por la letra Id está designado 'el lnáximo común divisor 
de la forma a2 - ab +. b2 Y del producto lee 3, exoeptuando el 
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caso en que la suma a + b Y ,el producto kc son divisibles por 
. 3 simultáneamente. En leste último caso d significa el máximo 

común divisor de a2 - ¡ab + b2 Y de k~3. . 

La letra h es igual a un número enbero arbitrario. Si se 
desea obtener soluciones sin divisor común, basta hacer h = lo 

En conclusión h~gamos constar que 'el prim,er nliembro 
de la ¡ecuación (13) puede ser r,epr,esmltado en forma de un 
circulant,e 

x, y, z 

z, x, y 

y, z, x 

o de una norma 

(x+y+z) (x+coy.+co2z) (x+co2y+coz) , 

= (x + y +- z) (X2 + y2 + z2 - yz - zx - xy), 

lSimldo 

co=~(-l + q/S) 
2 

raÍoes primitivas de la unidad de Ser. grado. 
Ambas formas conducen a otros ~étoc1os de resolución de 

la naturalleza netmnente aritmética. La dmllostración g,eonlé
trica que henlos .expuesto nos parece más clara y senéilla. 

Asunción, Paraguay. 
9 de Marzo de' 1943. 

~ergio Sispánov 



CONOIDE CON NUCLEO ESFERICO 

TRAZADO DE TANGENTES A LA CURVA DE CONTACTO 

En el No. 4, 1942, de :est;aRevista, se publican soluciones 
al probllema del título, que apareció COlno tema propuesto (No. 
13) len otro número anterior. 

En la una, del señor E. Gaspar, se trata únicamente del 
caso 8'encillo del conoide riecto ;·~n la otra, del Dr. J. Rey 
Pastor, se resuelve lel problema en su aspecto más gm:teral, pero 
con lnétodo un tanto laborioso. Esta circunstancia fué la que , 
ngs i~dujo, cuando conocimos 'esa solución, que el estinladü 
ma1estro tuvo a bien enviarnos, a continuar la inv,est~gación de 
otro. lnétodo más simple, y conforme a los prücedimientos de 
la GeOlnetría Descriptiva. 

d" 

F." 

Fjg. J. 
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El problema: se refiere a un conoide, oblícuo como caso 
@el1'eral, determinado por un núcleo ¡esférico y dos directrioes 
r,ectilíl1'eas, una de ellas impropia, .y se trata de trazar ta~gentes 
a la curva de contacto con el núcleo. 

En los puntos de esa curva, el plano tangente a ¡la superficie 
r,eglada coincide con lel plano tangente a la ¡esfera; se necesita 
otro plano que dé, por intersección con aquél, la tangente hus-
cada. . 

J/ A .¡, ""-. 
_ .. ~ .• _ .. _ .. _I •. _~ .• _\ 

-----\\ ....... . 

'\ , ..... / \ \ 
I \ t./ \ E, \ 

Fig. 2. 

Nuestro prooedimiento consiste en: Encontrar otlla super
ficie que contenga a la curva, que resultará así como !ae inter
sección, con la espera; trazarle el plano tangente en el; punto ele-. 
gildo y deter7ni~ar su intersección con el plano tang,ente a la 
esfera. 

Répres,entemos el conoide en proyección diédrica (Monge) 
(Fig. 1) Y sea la directriz iInpropia la recta en el infinito del 

" , 
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plano. hO'rizüntal. Generatrices de la s~perfici:e se lo.btienen 
lnediante planüs hO'rizüntales, que cortan a la directriz prüpia 
en puntüs Ao, Bo, eo, y trazandO' luego, desde éstos, las tan
gentes a las respectivas secciones circulares de la ,estera. 

Resulta un cünO'ide de 4°. orden .Y la curva de cüntactü una 
cuártica, de prilnera especie. 

Fig. 3. 

La construcción indicada lnuestra que cada planO' auxiliar 
da düs puntO's de la curva de cüntactü, lüs que ¡'están sobrre 
círculos que tO'can al eje de la estera y a 'la directriz propia; 
sus oentros restán alineados en una rrecta 'equidistante de esas 
düs. Todüs ,esüs círculüs sün pues, secciones horizlÜntal:es de 
un hiperboloide reglaJdo del que rel ej,e e de la ,esfre'ra y la di
nectriz d propia son generatrices y \ que cürta a la esfera (y al 
conoide 2. según la curva de contacto.. 
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El trazado de la tangente ,es ahora fácil. Sea ,el punto B 
(Fig. 2). El plano s tang,ente a la ,esf,era se traza inlnediata
nllente como plano perpendicular al radio O B. El plano tapgente 
al hiperbolo~de se obtiene con la tangmTte r a la s'ecci6n cir
cular horizontal y la g,enerattiz l po; B, cuya posición se de
duoe de las consideraciones siguientes: Si e es una generatriz 
del hiperboloide, habrá otra, z, (del otro' sisteIna) que le es 

'" 
;~.., 

Fig. 4. 

" 

I 
I 

I 

I 

I 
I 

paral'ela y a la qt;? tocarán todas 'las g. En el caso de la figura} 
como e 'es v'ertical, z también lo será,' y su icnografía un punto 
z' por el que pasará la icnografía l' de la g buscada; la traza de 
ésta 'L' se encuentra sobr,e 'el cÍrc.ulo de diálnetro O' F' o' traza 
deJ hiperboloide. La traza Al del plano tangente a éste, corta a 
la Sl del plano tangente a la ,esfera ,en el ~punto H', que deter
mina la tangente pedida a la curva de contacto. De la proyec
ción H" se deduce t". 
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Otro prooe.dimiento. - En vez ele un hiperboloide puede 
emplearse como superficie auxiliar un paraboloide regúido (Fig,. 
3) del cual son dir,ectrioes las rectas que unen los :pares de 
puntos corr'esporidientes a cada plano horizontal. Estas rectas 
son perpendicular,es a la bis'ectriz de las g,eneratrioes del co
noide, que, para los puntos lnás alto y más bajo son coinci
dentes y sus perpendiculares son ya tangentes a la curva. 

__ ~~ ________________ ~ ________ ~A~ 

~~~~------------------~~ 
\ 

\ 

d" 

~~--~----------------~~ 

I 
I 

/ 

------- ......... 
"", , , . , 

\ I 
\ I 
\ I 
\ I 
'1 
\1 

r-----~--~-----------~----~-d' 
J 

... / ...... ___ - - ---_>1* 
Fig. 5. 

,,''', 

" 

/ .-

I 
I 

/ 

/ 
I 

I 
I 

Para un punto B por ej'-, se buscan la 9 y la d del 
paraboloide; la d es la recta B B i ; la 9 hay que determinarla 
por lel nlétodo corriente, partiendo' de tr'es directrioes conoci-: 
das, G, e; f, por ej. y planos que pasan por -ellas eL, y, ().: en 
nuestro caso se sünplifica la construcción, pues .siendo el plano 
ortográfIco perpendicular al plano director del paraboloide, la 
proyección v'ertical ele éste será un sistema de rectas coneu-o 
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rrmItes. La 9 por 'el punto Bes, pues, en ortografía, la B" P"; 
su traza horizontal G' (sobr,e j') da la del" plano tal1gente f-t. 
paralelo a b', cuya ültersección con 'el plano tanglente B a la 
I8sf'era ,es 'el punto H, por el que pasa la tang'ente buscada. 

GasOs particu'lares. - Si la directriz propia del conoide es 
coplanar con el ej'e de la lesfera perpendicular al plano dir'ector, 
las superfides de sustitución es un cono (Fig. 4) o un 'cilindro 
(Fig. 5); pero siempre será el caso de 'la inters'ección de dos 
cuádricas con un plano principal común; y si el plano de 
proyección ,es paral'elo a éste, la proyección de la curva será una 
c6nica, hipérbola en 'el caso del cono, parábola en el caso del 
cilindro. En ¡este caso, admuás, la proyección horizontal es un 
arco de círculo. 

Buenos Air,es, Enero 1943. 

Piedra Ross'ell Soler 

CRONICA 

HOMENAJE AL PROF. J. REY PASTOR 

En el número anterior (Vol. IX, n9 1) dimos cuenta del acuerdo del C. D. 
de la Facultad de C~encias Matemáticas de la Universidad Nacional del Litoral 
por el cual se dedicaba un volumen e1e las Publicaciones del Instituto de Ma
temáticas de dicha Pacultad en homenaje al Prof. J. RE'Y PASTOR. A la lista 
de adhesiones y trabajos recibidos para dicho volumen que dimos en aquella 
oportunidad, debemos agregar que con ulterioridad hall prometido también el 
envío de trabajos los siguientes: -Dr. AGU~T1N DURAÑONA y VEDrA / (La Plata) 
"Alg~¿nas clases especiales de operadores lineales del espacio de Hilbert", 
Dr. ELíAS A. DID CESARE (La Plata) "Los elementos imaginarios en Geometría. 
Pl'oyectiva según el métocbo de C. SegJ'e ". 

También debemos advertir que en el número anterior el título del trabajo 
enviado por el Dr. ALDO MIELI apareció incompleto, debiendo decir "Rivolu

- zione nelle rapp1'esentazioni del macrocosmo e del microcosmo nell' anno fati
clico 1543". 



SOBRE LA CONICA OSCULATRIZ EN UN PUNTO 
ORDINARIO DE UNA CURVA PLANA 

(Tema nQ 29 - Vol. VII, p. 80) 

Tomemos como "eJe x la tang,enbe y como eJe y la normal 
a la curva en ¡el punto considerado. En un 'entorno de este 
punto la ¡ecuación de la curva puede escribirse 

y = a X2 + ~ x3 + I x4 + b x 5 + ... (1) 

Para interpI"etar los coeficientes a, ~, 1, ... de manera in- . 
trínseca a la curva,. vamos a calcular sus valores en función del 
radio de curvatura de la curva en el punto considerado y de' sus 
derivadas suoesivas 'en el mismo punto. 

Die (1) se deduoe que las derivadas sucesivas de y r'especto 
x le!! el . origen val,en -

. y'o~O, y"o= 2a, y"'0=6 ~, 

Por otra part,e la fórmula clásica que da el radio de curva-
tura r permit'e 'escribir '. 

(3) 

y también, derivando dos veces, 

2 r r'.y"2 + 2 r 2 y" y'" = 6 (1 + y'2) 2 y' y" (4) 

2 r'2 y"2 + 2 r r" y"2 + 8 r r' y" y'" + 2 r 2 y"'2 + 2 r2 y" yIV 

= 6 (1 + y'2}2 y"2 + A y' '\ (5), 

indicando por A una expresión cuya forma lexplícita no interesa. 
Tomando las expresiones (3), (4), (5) en lelorigen, para el 

cual val,en las ,expr,esiones' (2), se deduoe 

1 
a=-, 

2r 

siendo r, r', r" los valor,es del radio de curvatura y de sus dos 
primíeras derivadas r'especto la variable x en el oT~g¡en. 
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Para que 1" y 1''' no dependan de los ejes cOordenados ,ele
gidos conviene lexpresar estas derivadas, no respecto la variable 
x, sino r1especto el arco s de la curva. P,ero observ~ndo que es 

tls= V1+y'2dx y que y'o=O, se deduce fácilmente, haciendo 
el cambio de variables, que 1", 1''' toman en el origen los misnlOS 
valores tanto si las derivadas son respecto x conlO r,especto el 
arco s. Supondrenlos, pues, que ,en (5) las derivadas son res
pecto el arco s y que, por tanto, tenemos los valores de a, p, 1 
en función de 'eleluentos intrínsecos de la curva. 

Vanlos a obtener ahora la .ecuación de la cónica osculatriz 
a la currva(l). La ,ecuación general de una cónica tangente al 
ej'e xen 'el orig,en es:' 

y=Lx2 +21JlI x y+N y2. '6) (, , 

Par; hacer .que esta cónica t'enga con la curva (1) cinco 
puntos confundidos disponenlos de los coeficielües L, M, N. Sus
tltuyendo en (6) .el desarrO'llO' de y dado por (1) Y ordenando 
se tiene 

(a - L) X2 + (P - 2 M a) x 3 + (1- 2111 P - N ( 2) x4 + 
( ... ) x 5 + ... = O. (7). 

Para que (6) sea la cónica osculatriz, los coeficientes L, 
}JI, N deben anular los 3 prüneros coeficientes de leste desarrollo 
(7) y por tantO' tenenlOS 3 ,ecuaciones lineales ,que nos dan 

L=a, 1}f-- P .. - 2a' 
. 1 P2) 

N=-(I- -a2 a 

o bien, sustituyendO' los valores (5), 

" 1 1" N= 9+2r'2-3rr" 
"(8), L---:- 21" M---- 61" 18r 

TenelTIos así la ,ecuación de la cónica osculatriz (6) con los 
coeficient'es, expr1esados por (8), dependientes de ~ cantidades 
intrínsecas de la curva. 

Para hallar el paránletro y la .exoentricidad de la éónica 
osculatriz (6) tenenl~s que hallar los semiejes a y b. El cálculo 
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de los SelTIJ:eJes de una cónica dada Jlor su ecuación (6) es un 
problema el'emental de Geom'etría Analítica. Aplicando, por 
ejemplo, 'el método de los invadalües, se optiene "que ,entre los 
semi'ej,es a, b y los coeficient,es de (6) hay las r,elacioIl!es: 

2 _ 1 2 _ L (L+N) 
a -l ) - 4 (MN-M2) 2 , 

'9) ( . 

Si L N M2 = 0, la conlca osculatriz (6) 'es una parábola. 
caso que estudiaremos, después. Las ecwiciones _(9) dan' 

a2= L (L+N)+Ly(L-N)2+4M2 
, 8 (LN-lJ12) 2 

b2= L (L+N)~LY(L-N)2+4M2. 
8(LN-M2)2 

La distancia focal c se deduce de 

(11), 

Conocidos los valor,es de a., b, c dados por (10), (11) se 

Rueden ,escribir .~mnediatamente los valor'es del paránvetro p = b; 

y de la ,excentricidad ,e =~ len función de los coeficientBs L .. 
a 

M, N y po~ tanto, aplicando (8), en función del radio ele cur
vatura r y sus dos prim,eras derivadas respecto d arco. 

En el caso L N - M2 = 0, en que la cónica (6) es una 
parábola, la excentricidad vale 1, y el parálnetro se puede de
terminar, bi,en aplicando los invariantes como enseña la ,geome
tría analítica ,elelnental, ,entre la ecuación (6) Y laecnaeión 
Deducida y2 = 2 P x, o bienescribi,endo d valor del. paránletro 
para 'el caso de ,elipse o hipérbola y haoer luego tender .~f2 a 
L, N. En ambos casos se bbÜene sin dificultad 

D'e todo lo anterior se deduoen a~gunas consecuencias no
tabl,~s : 
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a) Para que la cónica osculatriz sea un círculo debe ser' 
(en (6), 

o sea, según (8), 1"=0, 1'= cte. Por tanto: lexo~to el caso 
trivial de los mismos círculos, no ,existen curvas planas cuyas 
cónicas osculatrioes sean todas círculos. 

b) Para que la cónica osculatriz (6) sea una parábola, debe 
ser LN -M2=0, o sea, según (8), 

9 + 1"2 - 3 l' 1''' = ° 
Esta es, pues, la condición que debe c'llll1plir el radio de 

.(.,-.... - ,. 
curvatura de una curva y sus derivadas respecto ,el arco, para 
que la cónica osculatriz en el punto correspol;.ldiente sea una 
paráboZa. 

c) Para !}ue la cónica osculatriz (6) sea una h~pérbola lequi
lát,era debe s'er L+N=O, 'o s'ea, slegún (8), 

18 +21"2 - 31' 1'''=0. (13) 

Esta les, por tanto, la condición que deben cunlplir el 
radio de curvatura y sus derivadas respecto el arco en un punto 
de una curva, para que la cónica osculatrizen el mismo sea una 
hipérbola equilátera. 

d) Análogalnente, de (6) y (8) se deduce que la condi
ción para que la cónica osculatriz en un vunto sea una elipse es .. 

9+r'~~3rr">0 (14) 

y para que sea una hipérbola 

9 + r'2 - 3 l' 1''' < O. (15) 

Estas condiciones (12), (13), (14), (15) se pueden enlazar 
con r'elaciones conocidas de la g,eOlnetrÍa dif,erencial afín de 

.¡..; 

curvas planas. 
En lel tratado de B 1 a s c h k e, Vorlesungen über Differen

tialgleom,etrie, 11.' Affine difjer,entialgeOlnetrie, después de de;.-
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finir la curvatura afín de una curva plana ,en un punto, se .,en
cuentra para la misma la expresión (pág. 32) 

{16) 

si,endo p = r-+ y T 'el ángulo que forma la tang,ente a la curva 
con una dirección fija. Por tanto, es ds=1'dTY de aquí, a 
partir de (16), por siInple cambio de variables, se 6bt~ene corno 
valor de la curvatura afinen función del radio de curvatura 
ordinario y sus derivadas r,especto el arco ordinario, la expr.e
sión 

9+1"2-3r1''' 
f.c= 91'4/3 . "(17) 

Según esto, las condiciones a), c), d) anteriores equivalen 
al hecho conocido (B 1 a s c h k e, loco cit., pág. 27) dé que la 
cónica osculatriz en un punto de una curva es una "parábola,. 
elipse o hipérbola, según que la curvatura afín len el mismo 
punto sea igual, mayor o menor que cero. 

Ademá.s, las únicas curvas con curvatura afín nula en to~o 
punto son las parábolas ,(Blaschk,e, loco cit., p. 10 18) y por 
tanto: si la cónica osculatriz en todos los puntos de una curva 

~ 

es una parábola, la misma curva es Ulla parábola. Por consi-
guiente, (12) será la ecuación intrínseca de las parábolas. 

En cuanto al caso c )en que la· cónica osculatriz 'es una 
hipérbola equilátera, übserv'eInos que si se verifica (13) para 
todos los puntos de una curva, la curvatura afín es constante. 
En ,efecto, de (13) y (17) se deduce 

y de aquí, derivando r,especto el arco s y teniendo en cuenta 
(13), 

'lik (18+21"2-31'1''')1'' -- -O ds - 61'7/3 - • 

Se sabe 'que las curvas que tienen k constante son cónicas 
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(Blaschke, loe. cit., p. 18) Y por tant0': si la conica 0'scula
triz a una curva res siempre una hipérbola 'equilátera, la misma 
curva res una hipérb0'la equilátera. 

Según rest0', la ,ecuación (13) será la ecuación intrínseca de 
las hipérbolas requiláteras. 

Nota. - Agradezco al Prof. A. Terracini la indicación an
terior de que la Delación (12) podía relacionarse con la curvatara 
afín. Al mismo tiempo el Prof. T,erracini nos ha indicado, la 
élregant,e dem0'stración sintética siguiente del hech0' de que toda 
curva plana cuyas cónicas osculatrioes sO'n parábolas o hipérbolas 
eguiláteras, ,es ella misma una de estas curvas, o bien, más 
g'eneralm,ente: «No pueden las cónicas osculatrioes de una 
curva C, consideradas cO'nl0' -lugares o com0' mlvolvientes! per
teneoer a un nlismo sistmua IÜ1!~al 8, sin que la propia curva C 
se reduzca a una cónica de dicho sistmua». Considerenlos pri
mero el, caso de las cónicas como lugar; si r,eíenlplaza~110s el 
plan0' de la 'línea C por una superficie de 'Ver0'nese fiepr1esen
tada sobre el luism0' de luanera que las secciones hiperplaüas 
d~ la superfide tengan c0'mo imágenes las cónicas del plan0', 
la curva C viene a ser la imágen de una curva 0 1 de la \super
ficie cuyos 84, osculadores pasan todos por un puntO' fijo G, 
de f0'rma que lomislu0' ocurre, si es que dichos 8 4 son dis
tintos, para' l0's 83 y l0's 82 osculadores y por tanto tanlbien 
para las rectas tangentes, 10' qUd res luanifiestaluente üuposible. 

lo Est0' ,explica p0'rqué si las cónicas' osculatrioes son h~pér
,b0'las lequiláteras, la pr0'pia curva ,es una l1ipérbola equilátera. 

Por una razón análoga y dual; si las cónic-as osculatrioes. 
conside:r;aclas c0'm0' envolv:entes, perteneoen a un sist'enla linea~. 
la curva es una cónica del luislUO sistenla, lo cual explica el 
cas0' ,en que todas las cónicas osculatrices sean parábolas. 

Luis A., San taló 



EJEI\1PLOS DE DESARROLLOS REALES MEDIANTE 
SERIES DE VARIABLE COMPLEJA 

por SERGIO SISPÁNOV 

Los desarrollos para la función indicada ,en el tema 40 
y para la . otra similar, con 'el logaritmo naturak, son de la 
forma 

xsena arctng -,-----
1 +xcos a 

Ambas series tienen lel radio ele convergencia igual a 1 (*). 
Un prooedimiento decaráder muy a~plio, pertene<?ient1e a 

Euler, en rasgos generales consiste en lo sigui,ent;e: 
En lel desarrollo, 

(1) 

se haoe: 

z = x ( cos a + i sen a) ; 1~I<r, 

siendo r radio de conv:er_g,encia. 
En ambos miembros de la igualdad (1) se s'eparan las par

tes reales ele las imaginarias, lo que nos da t [x (cos a + i sen a)]= 
=u+viy . 

1'=00 
~ Ck zk = 
k=O 

• t ! 

(*) Una senailla demostración que tiene por base las fórmulas 

. sen p. O II P. 1 
11m --= u lim P - - ln p 
p.=0· p. , p.=0 p. - , 

se halla en el texto "Enzyklopadie del' Elementarmathematik" por Weber
Wel1stein, lel". tomo. 
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La comparación de los resultados conduce a las series 
para las funciones u y v 

k=1Y1I 
U (X cos a, x sien a) =;E (a¡, cos k a - b¡csen k ay, 

k=O 

-k=co 
v (x cos a, x sen a) =;E (aksen k a +b,c cos k a). 

. k=o 

D'e estas series pueden deducirse otras por integración. 
A v'eoes conviene integrar previamente la relación (1), lo 

que nos da -

ff(Z)dZ=C+:~k~l zk+l, 

en donde e = el + e2 i les constante de integración. 
Efectuando, luego, las mismas sustituciones que antes y 

poni,endo 

!f(z)dz=U + Vi, 

se llega a los siguientes desar~ollos 

- ¡,=:.o 1 
U = el +;E -k (ak-l cos k a - bk_ l sen k a) x fc , 

1.=1 

en los que, a fin de abreviar las. fÓflllulas, k está cambiado en 
k-l. 

Son numerosÍSÜl1as las aplicaciones de este clásico método 
de Eul.er y de sus diferentes variaciones. 

Consider'eIl1os algunos 'ejemplos más s'encillos. 
Dividiendo 1 por 1 + z vanlOS a tener 
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Hadendo aquÍ 

z = x ( cos a, + i sen a, ) , (3) , 

ef,ectuando las operaciones indicadas, y comparando entre sí las 

partes reales y las imaginarias de -ambos mi,embros, se obtienen 
series para las siguientes -funciones 

l+x cos a, 
1 +2 + 2 = 1 - x cos a, + X2 cos 2a, - x 3 cos 3a, + ... ,x cos a, x 

x sen a, _ 
------= x sen a, - X2 s'en 2a, + x 3 sen 3a, - x4 sen -4a, + ... , 
1+2 x cos a,+x2 

cuyos radios de conv,ergencia son iguales a 1. 

Si la relación (2) se 'integra previam1ente entre los límites 
0, z y en el resultado 

'\ Z z2 z3 z4 
ln (1 +Z) =1-2+3-4+ ... 

la variabLe z se reemplaza por la misma exprlesión (3), co?
auxilio de la fórmula 

In [1 + x ( cos a, + i sien a, ) ] = 

1 x sen a = -2 In (1 + 2 x cos a + x 2 ), + i arctng l+x cos a,' 

s'e llega a los desarrollos 

1 x2 ~ 
2In(1+2xcosa,+x2)=xcosa,-2 cos2a,+ 

'X3 x 4 
+"""9 cos 3 a - -4 cos 4 a + ... 

<..> -

xsen a 
, arctng 1+ x cos a, 

X2 x3 x4 
x sen a 2 sen 2 a, + 3 sen 3 a, - 4 s'en 4 a, + ... 

El slegundo de ellos es ,el que figura en el enunciado del 
problema. 
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Tom1emos otro ejemplo. Partiendo de la serie 

qué converg,e para todos los valores finitos de z y aplicando 
la sustitución (3), lencontramos las series 

1 - [eX cos a cos (x sen a - a) - cos a] = 
x 

1 X X2 x 3 

= TI + 2! cos a + 3! cos 2 a +4! cos 3 a + ... 

1 ' x Vex cos a sen (x s'en a - a) + s,en a] = 
X X2 . x3 x4 

= 2! s'en a + 3! sen 2 a + 4! sen 3 a + 5! s'en 4"a + . : . 

con radios de conv'erg,encia igudes a oo. 

Int1egrando las r,elaciones obtenidas ~esultan 

f
x 

. dx 
. [,eX cos a cos (x sen a - a) - cos a] - = 

x 
o 

X x2 ' x 3 x4 . . 

= TI + 2! 2 cos a + 3! 3 cos 2 a + 4! 4 c~s 3 a + .. '/ 

f
x . 

. dx 
o[ eX cos a s'en (x ,8'en a - a) + sen a] X = 

X2 . x3 ' x4 x,5 
= 212 8'en a + 3! 3 sen 2 a + 4! 4 sen 3 a + 5! 5 sen 4 a + ... 

Si le n estas series de caráder g,eneral haoemos' prünerQ 
1t 

a = 0, y luego a = --:2 negamos a las conocidas integrales 

f:X-I fs~nx l fl~COSX d -x-- dx, x (X, x x. 
o o o 

A' la prim1era de ,estas int'egral,es 8'e- r,eduoe el cálculo de la 
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integral logarítmica de Tshebyshejj. Las demás dos figuran 
en varios problemas. de Análisis. Ninsuna de ellas se expresa 
en funciones ,elementales trascendentes. 

H'e aquí un ej,emplo más. Si 'en lel desarrollo 

se pone 

( a, a ) 
z = X \ cos 2 + l s'en 2 ' 

se llega a las series para las funciones 

e-X2 cos a sen (x2 sen a) = . 

x2 x 4 x 6 . x 8 
=-sena --sen2a+- sen 3a-

41 
sen4a+ ... 

'l! 21 31 

Integrando f1esultan 
-~ , 

f~X'OOS" cos (x, sen a) dx 

. x 3 x 5 x 7 

= X - "1 13 ,cos a + -215 cos 2 a - 317 cos 3 a + ... 

[."e-X' oos " sen (x, sen a) dx = 

x3 x5 x 7 x9 
= 1! 38'en a - 2! 5 sen 2 a + '3! 7 sen 3 a - 4! 9 sen 4 a + ... 

Igualando a primero a 0, y luego a ; 'en estas fórmulas 

general,es, se obt1ene la conocida integral de Laplace~ de suma 
impor-tancia para la teoría de probabilidades y las dos de Fresne'l, 
que desempeñan gran papel en la teoría de la difracción: 
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Finalm·ente hagamos constar que otros inteDesantes desa
rrollos se puede' obtener valiéndose de la fórmula de Gauss 

p .fir- 1 (1- z)q dz=o:' . F (- q. p. p+ 1; z). 

en donde F repDesenta la serie hiperg;eométrica. 

Asunción, Paraguay 
5 de Enero de 1943. 

Sergio Sis pánov 

CUESTIONES ELEMENTALES 

21. En la prestigiosa revista Mathematical Monthly se calcula 

1m x. sen-+-l. [ 1 1 ] lb 

x~CX) lb lb 

1 
diciendo que por ser lb sen x equivalente·a 1 el límite es c. Dar ejeu;plos en que 

tal razonamiento conduce a error y. calcular correctamente el límite propuesto. 

22. - Demostrar que el área del menisco cóncavo-convexo limitado por 
dos circ~ferencias e y e' de radio r y cuyos centros O y O' distan una 
longitud c7; es igual al área de la porción de círculo e comprendida entre 
dos rectas perpendiculares a la línea de centros O, O' Y equidistantes del cen-

tro una longitud ~. Deducir que el área del menisco es aproximadamente 

acotando el error. 

23. - Si en un ángulo triedro se inscribe una sucesión de esferas tal 
que cada una toque a la precedente, a, qué relación existe entre los radios de 
dos esferas coilsecuetivas' 

24. - Demostrar que las llormales en cuatro puntos concíclicos de. una 
pal~ábola son tangentes a Ulla parábola cuyo eje es paralelo al de la primera. 



TEMA RESUELTO 

38. Dernostrar que 

S. 

Solución. Integrando r,eiteradam,ente por partes se obtiene 

COlUO para n tendiendo a infinito los térn1ihos de la forma 

e-nn~ tienen por límite oero, para resolver' el problema basta 
ln. 

demostrar que tiende a 1/2 sea la expresión (1) o cualquier 
otra que difiera de ella en un número finito de los términos 
mencionados. 

Con el calubio de variable t = ~z + n, la (1) se conviarte 
en 

00 

(2) In = e-n nnlriJe-zv;- (1 + ~)n dz 
. .nI rn 

y con10 por la fórn1ula de Stirling se tiene que 

(3) 

'bastará dmuostrar que 

(4) 

. e-n nlIl/n 
hm I 

n-+oo n. 
1 

112rt 

Para IC llo escribiremos ,el exponente de la e con los tres 
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prirn,eros términos del desarrollo en ser~e de Mac-Laúrin y' su 
~esto, 'Obteniendo 

y s'e tiene 'entonoes, evide~tmn.ente 

(6) 

Se observa también que la expreE¡ión 

cp (z) eZ = e·-z(V;;:"1)+n log (1+ v~) 

es monótona decreciente a partir del máximo en z' rn ;. en 
(rl-l 

particular si n > 4, para z > 2; por tanto, si'endo M> 2 se tien.e 

00 00 00 

(7) I '1'(z)dz= f '1'(z) eZe-zdz < '1' (M) eM Ie-zdz= '1'(M). 
M M M 

En bas'e a la (6) se puede 'escribir 'entonces 

00 00 

~ (8) 1 I z2 1 I l' M8 M2 

(- e-'2 dz < .. rn::. cp (z) dz < .. rn::. e 3 v- e- 2 
12~ v2~ r2~ n 

M M 

M M M 

(9) 1 I z2 1 I 1 M3 I z2 ,/- e-'2 ldz:< ,j- cp(z) dz <,/- e 3V- e-'2 dz. 
V 2~ r2~ r2~ n 

y puesto que 

M, 00 

1 j" z2. - 1 I z2 1 
y2~ e-'2 dz::::::: V2~ e-'2 dz = 2: ' 

o o 

. al sumar ordenadam,ente las desigualdades (8) y (9) ~esulta 
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00 

(10) 
1 J 

. M2 
1 M3 e-- 1 
0< ,j- cp(z) dz <18 3v;;-[ 2 + -2]. 

I-J v2n . l/2n 

Dado un 8 arbitrariamente pequeño, Be puede eleg'ir M 
de modo que 

y luego elegir n tal que 

y siendo 8 < 1, COlno cota superior ·en (10) se tiene 

Por tanto, finahnente 

00 

,; < i~,J q>(z) dz< ; +2. 
o 

lo cual equivale a la (4) Y por tanto queda el problenla re
suelto. 

J. Barral Souto 



CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS 

15, - ¿En qué dirección deb,e atravesarse una calle por la 
qU1e avanza un vehículo de' 1nodo que el riesgo de ser alcanzado 
al cruzar delante del lnis1no sea mínimo? 

Llarn.eI11os x al segmm1to. MN', que mide la desviación. 
que es neoesario ef'ectuar, Sea V la v,elocidad del v,ehículo, que 
suponemos situado 'en P, y v la v,elocidad del transeúnte, 'cuyo 
punto de partida es O, Por c0111odidad, tomarel110S la distancia 
del punto O a la trayectoria del v'ehículo igual a l. En el tiem
po t, el transeúnte recorr,erá 'elespacio OM = vt y como 

OM = JI 1 + X2 e's: 

t= y/l+x2
" 

V 

a-

o 
Flg. 1 

En el n1Ísmo tien1po t, el 111óvil recorre el espacio e = Vt = 

V yl + X2 y haciendo V = k resulta: . 
v v ' 

La distancia b, que separa al vehículo del transeúnte es 

pues b =PM-e 

y se trata de calcular b C01110 111áxÜ110, 
Derivando: 

kx 
b'=l- =0 

~1+x2 

x2 (k2-1)=I, 
::.±:1 

x= ~k21 ' 

(1) 
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La solución negativa se descarta, pues (1) ha sido escrito 
suponiendo x> 0, luego: 

1 
x----- Vk2 1 

(2) 

Este valor de x, corr.esponde ¡en ¡efecto a un máximo de b, 
1 

pues la derivada, 'en un entorno de,!JF1 pasa de positiva a 
y/i:2-1 

negativa. 
Discusión. Si consideramos ej,es cartesianos, la b de (1) 

está dada por la difer·encia de ordenadas de la recta e hipér
bolas s igui,entes: 

La distancia b, se anula en los puntos de intersección de 
las. dos curvas, para los cuales corr,esponde lel. valor de x que 
calculamos :fiesolviendo la ,ecuación que resulta de sustituir la 
y de la prim·era 'ecuación len la segunda: 

luego 

(k2 - 1) x2 - 2 dx + (k2 - d2) = ° 

x . d± yd2-(k2-1) (k 2-;d2) 

(11:2-'-1 ) 

Las raÍoes de ,esta lecuación dependen del discriminante: 

luego: 
10) Si ]{2 < 1d,2 + 1, lexisten dos raíces r,ealles .y distintas. 

Xl y x 2 tal'es que cuando X varía 'en el intervalo abi,erto (Xl x 2), 

el trans·eúnte pasa delante del Hlóvil, a más o menos distancia .. 
rk2 1 sin s,er alcanzado, siendo menor el riesgo cuando X = 1 . 
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Fig.2. Fig. 3. Fig.4. 

La gráfica se pr,esenta entonces, cómo en la fig. 2. Los 
puntos A y B marcan el choque inevitab1e y corresponden a 
las dos dir,ecciO'nes posib1es elel trans,eúnte. . 

A la izquierda de A, y a la derecha de B, lal:> r,esulta 
negativa, 'es decir, 'el v,ehÍculo ya ha pasado cuandh el transeúnte 
alcanza la acera opuesta. 

20 ) Si /c2 =,d2 + 1, lás dos raÍoes son reales e igual'es, luego 
la' r,ecta es tang,ente a la hipérbola; la gráfica se pr,esenta cO'mo 
en la fig. 3. El valor de x ,que resulta en 'este casO', que s'e 
obtieúe .sustituY'en~lO' 'en (2) el valor de /c2, es 

1 
x=([ 

y 'esta solución corresponde al choque inevitable. Cualquier otro 
valor de x hace a l:> negativa, luego 'el lnóvil pasa antes que el 
trans,eúnte. 

30 ) Si /c2> 1 +d2, las raíces de la ecuación son inlagina
rias, -luego la recta no corta para ningún valor ele x, a la hi-
pérbola.· . 

La l:> 'es sii:ünpre negativa, luegO' ,el vehículo pasa ant,es que 
el trans'eúnte. . 

La gráfica se pre,senta como ,en la fig. 4. 

J l1;an José Ro'dríguez 
~·(Alumno del Instituto del Profeso

rado de Buenos Aires) 
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17. - Calcular el detenninante de Vandennonde, sustitu
Y¡e.flldo las potencias por factoriales de diferencia d, con igual 
base y grado que los de las potencias. 

Se trata de calcular d siguiente determinante de orden n: 

1 1 1 1 ............ 
a

l
l /([ a l/d a31/el an 

l/d 
2 o •••••••••• • 

a12/d a2
2/d a32/d an 

2/d ............ 
a13/el d

2
3/d a33/el an 

3/d ............ 

a n-lid a n-l/el 
3 ........ .... n 

con la nO'tación 

a1</d = a (a + d) (a + 2d) ... (a + (k-1) d). 

Si a cada fila h, le restamos el producto ele la anterior 
111ultiplicada por al (h-2) d, lel cleternlinante dadO' se re
duce a: 

1 1 1 

a2-¡al a3-al Cln-:-llj 

a2
2/d- .a21/d(al +td) a32/el- a31!d(al+d) a 2/cl_ a l/d(a +d) n ' 'n 1 

a23/d-a22/~I(ictl +2d) a33/d- Cl32/d(a1+2d) an3/d-an2/d(al+2d} 

Sacando factO'res comunes en las dif.er,encias, obtenemos 
una ¡expreSión,lnás g.encilla (luego de desarrollar por la primera 
colu111na) : 

ICl2-lal ,a3-al ......... (J)n-al 

la21/d(a2-.al) a31/d(a3-,al) ......... a l/d(a -al) n n 
la22/d(a2~al) la32/d(a3-al) ......... a 2/d(a -al) n n 

Cl n-2/d(a -i[t ) a n-2/d(a -a'l) .. ,3 3 1 .....•.... n n 
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o s'ea factor'eando las diferencias: 

1 

(l2 l /d 

(a2-fll ) (a3-al) ... (on-Ol)' °22/d 

1 1 
a l/d ......... n 

o 2/d ......... n 

a n-2/d a n-2/d ' a n-2/cl 
2 .3 ......... n . 

(1) 

Con ¡esto, para calcular el deterlninalüe dado, basta calcu
lar lel (1), de orden n-1 y de su nliSlna naturalleza; r,epi
ti,endo suoesivam'ente las consideraciones hechas hasta aquí, Ue
garemos1entonoes a rleduéir 'el orden del deberinillalüe, 'hasta 
obtm1>erlo de slegundo; en ese caso, el resultado será: 

(a2-a1) (a3-al ) ................................ ... (((n-al)' 

(03-°2) ............................ ; .. ; .... (an-a2)· 

el valor del determinanbe es: 

resultado que, COlno vemos, coincid,e con el desarrollo del de
terlninante de Vandermonde. 

Andrés' Valeiras 
(Instituto Nac. del Profesorado de 

B. AÍTes (29 curso» 



TEMAS PROPUESTOS 

42. (Rectificado). EncO'ntrar la integral intermediaria, c0'n 
una constante, de la 'ecuación diferencial de segundO' 0'rden: 

[In 1+.r] , = ~+ ~ __ 1_, 
.r' x 'Y x+.r 

¿ Qué pr0'blenla de Dinámica tiene la in tegral de la rniSlna 
f0'rma? 

S. Sispánov 

44. Sea P un punt0" elípticO' de una superficie S. C0'nside
rem0's la superficie Si sünétrica do S respect0' del plano tan
gmüe en P. La superficie paralelaexberi0'r a S1 a distancia h 
suficientemente' pequeña det'ernlinará c0'n S un v0'lunl,en V (h). 
Dem0'strar que 

1, , V(h) _ n llPR 
111l-'-2--- V R1R2• 

h-+o 1, 2 

Hagam0's girar S1 un ángul0' ; alr,eded0'r de la ~l0'r111al len 

el punt0' _ P y c0'nsider,mn0's anál0'gamente el v0'l~m,en V 1 (h) 
lünitad0' p0'r S y la superficie paralela a distancia h a la super
ficie S1 después delgir0' m'enci0'I1ad0'. Dem0'strar que 

Iün V1(h) = n R1R2 

h-+o h2 R1+R2 

. '" 

fR1 y R2 :s0'n l0's radi0's principal,es' ele curvatura ele la super
fióe dada S en el punto P. 

-L. A. S. 

45. Un fabricant'e de envases n0's ha pr0'puesto el tema 
siguient,e: c0'rtar una chapa rectangular en d0'srectángul0's, 
uno para sacar de él el fondo del envase y 'el otr0' para la sup€!r
'fióe lateral del cilindro, de fornla tal que la capacidad ,del 
111is1110 s'ea rriáxi111a. 

46. lIüegrar la ,ecuación diferencial 

Y.., y-2xv' 
--,--,c-"-' ----,-;- + . .! - O 
y'(l-y') x(x+:y) - . 

S. Sispánov 



VARIA 

15. Sobre ~m ejemplo de Newton. 

N ewton dió la explicación de su método de aproximaclOn de las Taíces de 
las ecuaciones numéricas con el ejemplo x3 

- 2 x - 5 = 0, partiendo del va
lor xl. = 2 aproximado por defecto con error. menor que 0,1 y con la sustitu

ción x·= 2 + Y obtiene una llueva alH'oximación Yl = 0,1 eliminando en el 
polinomio en y las potencias superiores a la primera; reiterando el procedi

miento llega a y = 0,1 + z; z = - 0,0054 + 'l(,; 7/1 = - 0,00004853 con lo que 
obtiene el valor de la raíz x = 2,09455147. 

Aunque el método se encuentra substancialmente en De analysi pe/" aeq'lla

tiones n76111e1'O tennino1"n1n 'infinitas de 1666, aparece publicado por primera 
vez mi el T1'eai'ise of Algebm de Wallis de 1685. 

El procedimiento actual que consiste en ir calculando las aproximaciones 

• J' t 1 f' 1 f(Xi) . t f 1 .., suceSIvas meCLIan e a ormu a X'+l = .'r. - ___ SUl rans ormar a ecuaclOll 
1 1 f'(Xi) >, 

inicial, fué dado por .J oseph Raphson (1646-1715) en su A nalys is aeq'uationum 

7mive1's,'tUS de 1690, donde, es claro', Raphsoll en lugar de f(x i ) y f'(xi) toma 
polinomios. Con el ejeml)lo de N ewton y partiendo del valor XL = 2 Raphson 
hubiera obtenido las aproximaciones sucesivas X 2 = 2,1; Xa = 2,0946; X.1 = 
= 2,09455147 calculando siempre f(x i ) y f'(xi) como los dos últimos co

eficientes del desarrollo de f (x + Xi ). 

En cuanto al importante perfeccionamiento del método según el cual, da 
do el intervalo (a,b) tal que a < x < b debe aplicarse la fórmula anterior en 
el extremo o tal que f(o)f"(o) > 0, él se debe a Fourier, quien lo dió en 
Q7wstion d' A nalyse algéb1'iq7w de 1818. Es curi080 observar que aplicado este 

perfeccionamiento de Fourier al ejemplo de Newton, sabiendo que 2 < x < 2,1 
debe partirse del extremo Xl = 2,1 Y no de Xl = 2 como lo hizo Newton. El 
conveniente ejemplo elegido salvó a Newton de que la tangente a la cui-va en 
el punto' (2; -1) cortara al eje fuera' del. intervalo (2; 2,1). 
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Notas y memorias de J. BABINI,H. E .. CALCAGNO, E. FERRARI, V. y .A. 
FRAILE Y C. CRESPO,G, KNIE, J .. J .. REBELLA, S. RIOS, R. SA}¡: JUAN,L. A~ 
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VOLUMEN VIII (1942)' 

Notas y memorias de J. BABINI, M.BALANZAT,R. FRUCHT, E, GASPAR, 
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En 1942 la U; M. A.ha iniciado la publicaciólidellna nueva serie. ,:le" Me-' 
marias y'inonografías"de las 'que han aparecido hasta ahora las siguientes: 

NQ 1.~. GUILLERMO KNIE, Meóánica onel1.}latoria en el espacio CÚl'VO (1 volu
men de 152 páginas). 

Además han aparecido tres cuadernos deMilwelanea1nate,1nática. 
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