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UN PROBLEMA DE ANALISIS INDETERMINADO
por SERGIO SISPANOV
Sea la ecuacién indeterminada
23 fy3 428 —Baryz=kits.

con cuatro incognitas, siendo k un nGmero. entero arbilrario.
Dejando a un lado la solucién trivial

nos ocuparemos de las soluciones en que una de las incégnitas,

por ejemplo, z es distinta de 0. Dividiendo por 23 la ‘ecuacién
propuesta y haciendo

T 4 .
—;:E, %:41, ?:w, (]_)

llegamos a la relacién
F=8+4+n3+1—8En—kws=0. (2)

Las férmulas (1) nos indican que a los valores enteros de
las incognitas , y, z, t les corresponden valores racionales de
las incognitas &, n, w, y viceversa.

En efecto, conociendo ciertos valores racionales de &, 1, w
podriamos reducirlos al mismo denominador e igualar z a
dicho denominador multiplicado por un némero entero arbi-
trario h. Los valores de x,y,¢ seran iguales a los numeradores
respectivos multiplicados por el mismo némero h. .

De tal modo el problema queda reducido a la determina-
cion de todas las soluciones racionales de la ecuacion (2) que,
representada geométricamente, corresponde a una superficie de
3er. orden con el punto maultiple 0; (E=1, n=1, w=0).

Para comprobar esto basta considerar las derivadas

F,E:3(g2—11): F'n:3<ﬂ2_z)’ F,w:_?’kw2

que para las coordenadas del punto 0, arriba indicadas se anulan
simultaneamente con la funcién F.
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Si se traslada el sistema coordenado, tomando el punto 0,
por origen y cambiando en 1800 la direccién de los ejes de
las abscisas y de las ordenadas, las férmulas de paso seran

E=1—u, n=1—v ) (3)
y la ecuacién (2) en el nuevo sistema 0; UV W, toma la forma
ud + 3+ kwd=3(u2—uv-+o?). (4)

Tracemos ahora el rayo 0y M
u=ow, p=ju ®)

que sale del origen 0 y corta a la superficie (4) en un punto M.
Sustituyendo en la ecuacién (4) u y v por sus expresiones
(5) y simplificando por w2, encontramos la aplicada

_ 8 (a2 — a4 p2)
R ()

del punto M.

Las demas coordenadas del mismo punto se hallaran por
las formulas (5) reemplazando en ellas w por su expresién re-
-cién obtenida y tendran la forma

_Be(@—ag ) | BR(—oRiB)
T wd B8k ’ T BBk . (1)

Por las relaciones (5) vemos que a los valores racionales
de las coordenadas u, v, w les corresponden valores racionales de
los coeficientes angulares o y B. Por el contrario, las f6rmulas
(6) y (7) nos indican que a los valores racionales de o y P
les corresponden valores racionales de u,v,w.

De manera que todos los puntos racionales M de la super-
ficie (4) se encontraran atribuyendo a los coeficientes o« y 8
diferentes valores racionales.

Para hallar las coordenadas antiguas de los puntos M ser-

viran las relaciones "
g (BHBOHE) —3a (o2 —ap £ _ (B—u)P—aitk
! ad B34k ad B34k

(B3R (0t a4 ) (o) Btk
ad - B3 -k a3+ B3tk




que se deducen de las formulas (3) sustituyendo u y v por
sus iguales (7).

Si las expresiones recién halladas para &,n, y la expre-
sién (6) para w se introducen en las relaciones (1), se llega a
las siguientes igualdades

@ _(B—a)pP—odtk
2 Btk
¥ (a—B)E— Btk
z WPtk

t _3(a2—aB+p?)

z W Btk

Supongamos ahora que los ntimeros racionales o« y 8, des-
pués de ser reducidos a mismo denominador, tienen la forma

siendo a, b, ¢ ntmeros enteros sin divisor comun (tom;’mdolos
de dos en dos pueden no ser primos entre si).

Reemplazando o y B por sus iguales en las férmulas ante-
riores y multiplicando por ¢? los numeradores y los denomina-
dores en los segundos miembros, encontramos

t_ T

PR

z X ¥
z

-;—:Z—’ ==

¥
Z E

en donde

X=(b—a)?—adtkc?
Y=(a—b)}—b3+kc?
Z=qa3+b31kc8
T=3c(a2—uab+b?)

()

Las relaciones obtenidas pueden representarse mas cémo-
damente en forma de una serie de razones iguales del siguiente
modo ‘



. h . .
siendo — una fraccién a que son iguales las cuatro razones y

d
cuyos términos h y d son primos entre si.
De la serie de razones iguales se deduce que

m:lh.X—g, y:h—zl/, Z:h.%, t:h.%. (9)
1 L F ;_;

Como las incognitas x,y,z,t deben ser enteras y h es
primo con d, entonces este Gltimo ntimero es un divisor de
los ndmeros X,Y,Z,T.

Es evidente que igualando d al méximo comun divisor
de X,Y,Z,T y atribuyendo a h diferentes valores enteros, halla-
remos todos los valores enteros de z,y,z, i, co"»rr‘esporndientes
a los nameros a,b,c. La solucion en que todas las incognitas
son igualles a 0 no ofrece excepcion y se obtiene haciendo
h=0. Poniendo h=1 se llega a una soluciéon en que las in-
cognitas x, v, z,t no tienen ciivisor comun.

Para otros valores de los pardmetros a,b,¢ las férmulas
(8) suministran otros valores para X,Y,Z,T y las igualdades
(9) conducen a otros sistemas de soluciones.

* Ocupémonos ahora mas detenidamente “del maximo co-
mun divisor d de los ndmeros X,Y, Z,T.

Conforme al teorema de Fermat el cubo de un entero es
congruente a la primera potencia del mismo ntmero por mo-
dulo 8. Teniendo en cuenta este resultado deducimos de Ias

relaciones (8) las siguientes congruencias:

X;z(bwa)—xa‘—{—lfCEfH-b*“kC
Y=(a—b)—b+ke=a+b+kec
Z=a+b-+kec

T=0

(mod. 3)

Vemos que los numeros X,Y,Z son todos divisibles o no
divisibles por 3, segin que lo sea o no la suma a+b-+ke.

Valiéndonos de las mismas igualdades (8) encontramos
también que



Z=(a+Db) (a®—ab+ b2) + kc?

lZ—X:Sa (a2 — ab.+ b?)

lz-—Y =3b (a2—ab-+ b?)
T=3c(a%2—ab+ b?).

(10)

Supongamos, en primer lugar, que a-+b-+ke no es divi-
sible por 3 y demostremos que en tal ocasién el maximo co-
min divisor d de los ntmeros X,Y,Z,T es igual al méaximo
comun divisor de la forma a2 —ab 402 y del prﬂoducto kc3.

Sea d; uno de los divisores comunes de los ntGmeros
X,Y,Z,T. El divisor d; no puede ser divisible por 3, porque
en el caso considerado X,Y,Z no son divisibles por 3.

Los primeros miembros de las férmulas (10) son divisi-
bles por d; y como a,b, ¢ estan elegidos de tal manera que no
tengan factor comin, entonces la forma a2 —ab + b2 que figura
en los segundos miembros de las tres ultimas férmulas debe
ser divisible por d,. La primera de las férmulas (10) nos
indica ademés que el término kc? es divisible por d.

Por el contrario, un divisor d, de a2 — ab - b? y de ke es
también divisor de Z y de T, en virtud de la primera y la ul-
tima férmulas. La segunda y la tercera de las férmulas (10)
demuestran que X e Y igualmente son divisibles por d,.

Vemos, pues, que cada divisor de X,Y,Z,T es también
divisor de a%—ab + b2 y de kcd, y viceversa. Por consiguiente
el maximo comun divisor de X,Y,Z,T coincide con el mé-
ximo comtn divisor de a?2—ab4 b2 y de kcd.

Pasemos al estudio del caso en que a+ b+ ke sea divisible
por 3, suponiendo, primero, que kc3 no es divisible por 3.

En esta hipotesis los nameros X,Y,Z,T son divisibles
por 3 y las relaciones (10) pueden representarse bajo la forma
Z

3. 5 = (a+b) (a2 —ab-+Db) + ke
=a.(a? — ab + b?)

(11)
=b (a2 —ab 4 b2)

col = co| P

=c (a2 —ab 4 b2)
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XY Z T
en donde 3 § g g son enteros.
Las tres tltimas de las r-elaciormes (11) nos indican que
cualquier divisor d; de X§, I;), —%3—, % es también divisor de

—ab+b2, ya que a,b,¢c no tienen factores comunes. La
primera de las relaciones (11) demuestra la divisibilidad de kc3
por el mismo namero d,.

Como el producto kc3 por hipétesis no es divisible por 3,
no lo es también el divisor d,.

Por el contrario, un divisor d, de a2—ab+02 y de lke?
que, como recién hemos visto, no es divisible por 3, di‘vide el

namero —-, en virtud de la primera de las relaciones (11).
La s‘egunda y la tercera de las relaciones (11) demuesiran la
&

divisibilidad de % y de Y§ por d, y la tdltima, la divisibili-

T . .
dad de — por el mismo ndmero.
(8]

De lo expuesto se desprende que el miximo comin di-
. o Y 7 T
visor de los numeros 55 g g o idéntico al méaximo
comGn divisor de la forma a2—ab-+5b2 y del producto kc3.

Consideremos, por ultimo, el caso en que la suma a+b+ke
y el producto kc? son divisibles por 3 simultineamente.

Es facil ver que en esta ocasién k¢ y a-b son también
divisibles por 3 y la primera de las igualdades (11) puede re-

representarse bajo la forma

.Z—:(H:b (a2 —ab + b2) _*_Imc (12)
3 3
. a+t+b  ked ,
siendo 5§ T8 g nameros enteros.
La igualdad (12) y las tres altimas de las igualdades (11)
XY Z
permiten comprobar, como antes, que cada divisor de - 50 g 5

5 que en el presente caso puede ser divisible por 3, es tam-

3.
bién divisor de a2—ab-+b% y de % y viceversa.
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Xy z T
3°8°3 3

- p e VA

Por lo tanto el maximo comun divisor de 5
r ‘o r s 9 5 kec?
serd igual al maximo comun divisor de a2 —ab 402 y de —-

Abora se puede resumir los resultados obtenidos en la
siguiente forma:
Todas las soluciones enteras de la ecuacion indeterminada

@3+ y3 + 28 — B wyz = ki3 (13)

se expresan por las férmulas ,

[(b—a)3—ad+ ke3]

Xr =

i

y= g [(a—b)>—b3+kc?]

> wls ql>

r= o (a8 b3 ked)

h . ¢ (a2 —ab 4 b?)

t:3.Ti

en las cuales a4-b-kc no es divisible por 3, y por las for-
mulas

z= 3%[ [(b—a)3—ad+ Fkc?]

y:gﬁd [(a— b)3 — b3+ ke3]

z= ,;,’Z—l (a3 4 b3 4 kc?)

t:%A .c (a2 —ab+ b?)

en donde a-b+kc es divisible por 3.

En ambos grupos de férmulas; a, bk,' ¢ son numeros enteros
arbitrarios sin divisor comfn. :

Por la letra d esta designado el maximo comtn divisor
de la forma a2—ab-+ 02 y del producto kc3, exceptuando el
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caso en que la suma a+b y el producto ke son divisibles por

- 8 simultdneamente. En este Gltimo caso d significa el méximo

3
comun divisor de a?—ab-+4b? y de kg .

La letra h es igual a un nGmero entero arbitrario. Si se
desea obtener soluciones sin divisor comun, basta hacer h=1.

En conclusién hagamos constar que el primer miembro
de la ecuacion (13) puede ser representado en forma de un
circulante

x Yy, z
Z, X,
Yy, z, &

o de una norma 4 .

(+y+2) (x+ 0y + 02) (z+ 0y + 0z) =
=(@+y+2) (224 y2+ 22— yz— 2w —xy),

siendo
1 o 1 T
=g (—1+iy3) y = (=1 i)/3)

raices primitivas de la unidad de 3er. grado.

Ambas formas conducen a otros métodos de resolucién de
la naturaleza netamente aritmética. La demostracién geomé-
trica que hemos expuesto nos parece mas clara y sencilla.

Sergio Sispdnov
Asuncién, Paraguay.
9 de Marzo de 1943.



CONOIDE CON NUCLEO ESFERICO

TRAZADO DE TANGENTES A LA CURVA DE CONTACTO

En el No. 4, 1942, de esta Revista, se publican soluciones
al problema del titulo, que aparecié como tema propuesto (No.
13) en otro ntmero anterior.

En la una, del sefior E. Gaspar, se trata tnicamente del
caso sencillo del conoide recto; en la otra, del Dr. J. Rey
Pastor, se resuelve el problema en su aspecto mas general, pero
con método un tanto laborioso. Esta circunstancia fué la que
nos indujo, cuando conocimos esa solucién, que el estimado
maestro tuvo a bien enviarnos, a continuar la investigacion de
otro método mas simple, y conforme a los procedimientos de
la Geometria Descriptiva.
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El problema se refiere a un conoide, oblicuo como caso
general, determinado por un nucleo esférico y dos directrices
rectilineas, una de ellas impropia, y se trata de trazar tangentes
a la curva de contacto con el nucleo.

En los puntos de esa curva, el plano tangente ajla superficie
reglada coincide con el plano tangente a la esfera; se necesita
otro plano que dé, por interseccion con qquél, la tangente bus-
cada. E

Fig. 2.

Nuestro procedimiento consiste en: Encontrar ofra super-
ficie que contenga a la curva, que resultard asi como 'de inter-
seccion con la esfera; trazarle el plano tangente en el punto ele-
gido y determinar su interseccion con el plano tangente a la
esfera.

Representemos el conoide en proyeccién diédrica (Monge)
(Fig. 1) y sea la directriz impropia la recta en el infinito del




plano horizontal. Generatrices de la superficie se 'obtienen
mediante planos horizontales, que cortan a la direciriz propia
en puntos A, By, C, y trazando luego, desde éstos, las tan-
gentes a las respectivas secciones circulares de la esfera.

Resulta un conoide de 4°. orden y la curva de contacto una
cuartica, de primera especie.

La construccién indicada muestra que cada plano auxiliar
da dos puntos de la curva de contacto, los que ;estin sobre
circulos que tocan al eje de la esfera y a la directriz propia;
sus centros estan alineados en una recta equidistante de esas
dos. Todos esos circulos son pues, secciones horizontales de
un hiperboloide reglddo del que el eje e de la esfera y la di-
rectriz d propia son generatrices y que corta a la esfera (y al
conoide) segun la curva de contacto.
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El trazado de la tangente es ahora facil. Sea el punto B
(Fig. 2). El plano ¢ tangente a la esfera se traza inmediata-
mente como plano perpendicular al radio O B. El plano tangente
al hiperboloide se obtiene con la tangente r a la seccién cir-
cular horizontal y la generatriz [ por B, cuya posicién se de-
duce de las consideraciones siguientes: Si e es una generatriz
del hiperboloide, habra otra, z, (del otro sistema) que le es

paralela y a la que tocaran todas las g. En el caso de la figura,
como e es vertical, z también lo serd, y su icnografia un punto
2’ por el que pasara la icnografia I’ de la g buscada; la traza de
ésta L’ se encuentra sobre el circulo de didmetro O'F’, traza
del hiperboloide. La traza \; del plano tangente a éste, corta a
la e, del plano tangente a la esfera en el ipunto H’, que deter-
mina la tangente pedida a la curva de contacto. De la proyec-
cion H” se deduce ¢.
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Otro procedimiento. — En vez de un hiperboloide puede
emplearse como superficie auxiliar un paraboloide reglado (Fig.
3) del cual son directrices las rectas que unen los .pares de
puntos correspondientes a cada plano horizontal. Estas rectas
son perpendiculares a la bisectriz de las generatrices del co-
noide, que, para los puntos més alto y mas bajo son coinci-
dentes y sus perpendiculares son ya tangentes a la curva.

\\[A"\\ _ A

N~ )

. l ~-_ -

Tig. 5.

Para un punto B por ej., se buscan la ¢ y la d del
paraboloide; la d es la recta BB;; la ¢ hay que determinarla
por el método corriente, partiendo de tres direcirices conoci-
das, a, ¢, f, por ej. y planos que pasan por ellas a, v, d; en
nuestro caso se simplifica la construccion, pues siendo el plano
ortografico perpendicular al plano director del paraboloide, la
proyeccion vertical de éste serd un sistema de rectas concu-
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rrentes. La ¢ por el punto B es, pues, en ortografia, la B” P”;
su traza horizontal G’ (sobre f) da la del- plano tangente p.
paralelo a &, cuya interseccién con el plano tangente ¢ a la
esfera es el punto H, por el que pasa la tangente buscada.

Casos particulares. — Si la directriz propia del conoide es
coplanar con el eje de la esfera perpendicular al plano director,
las superficies de sustitucion es un cono (Fig. 4) o un 'cilindro
(Fig. 5); pero siempre sera el caso de la interseccion de dos
cuédricas con un plano principal comun; y si el plano de
proyeccion es paralelo a éste, la proyeccién de la curva serd una
cnica, hipérbola en el caso del cono, pardbola en el caso del
cilindro. En este caso, ademas, la proyeccion horizontal es un
arco de circulo.

Buenos Aires, Enero 1943.

Pedro Rossell Soler

GCRONICGA

HOMENAJE AL PROF. J. REY PASTOR

En el ntimero anterior (Vol. IX, n® 1) dimos cuenta del acuerdo del C. D.
de la Facultad de Ciencias Mateméticas de la Universidad Naecional del Litoral
por el cual se dedicaba un volumen de las Publicaciones del Instituto de Ma-
temAaticas de dicha Facultad en homenaje al Prof. J. Ry PAsTor. A la lista
de adhesiones y trabajos recibidos para dicho volumen que dimos en aquella
oportunidad, debemos agregar que eon ulterioridad han prometido también el
envio de trabajos los siguientes: Dr. AgusTin DUrAfONA y VEDIA (La Plata)
‘“Algunas clases especiales de operadores lineales del espacio de Hilbert’’,
Dr. Erfas A. pm CESARE (La Plata) ‘‘Los elementos imaginarios en Geometria
Proyectiva segim el método de C. Segre’’.

También debemos advertir que en el némero anterior el titulo del trabajo
enviado por el Dr. Arpo Mienr apareci§ incompleto, debiendo decir ¢ Rivolu-

. zione nelle rappresentazioni del macrocosmo e del microcosmo mell’ anno fati-
dico 1543°°.




SOBRE LA CGONICA OSCULATRIZ EN UN PUNTO
ORDINARIO DE UNA CURVA PLANA

(Tema n® 29 - Vol. VII, p. 80)

Tomemos como eje x la tangente y como eje y la normal
a la curva en €l punto considerado. En un entorno de este
punto la ecuaciéon de la curva puede escribirse

y=az2+Bas+yatt+dadt. .. (1)

Para interpretar los coeficientes o, B, v, ... de manera in-
trinseca a la curva, vamos a calcular sus valores en funcion del
radio de curvatura de la curva en el punto considerado y de sus
derivadas sucesivas en el mismo punto.

De (1) se deduce que las derivadas sucesivas de y respecto
x en el origen valen

y,O — O, _’)’”0 — 2 a, ymo — 6 B: yIVO — 24 Y. ‘(2)

Por otra parte la férmula clésica que da el radio de curva-
tura r permite escribir '

r2y"2=(1+4y")3 (3)

Y

y también, derivando dos veces,

2rr yrlz + 2 i.g yn ym: 6 (1 + yI2)2 y;y” (4)
92 yuz __I_ 2rpr” y”2 "l‘ Srr y// ym + 2p2 ymz + 2r2 yl/ yIV
=6(1+y?)Py 2+ Ay » ()

indicando por A una expresion cuya forma explicita no interesa.
Tomando las expresiones (3), (4), (b) en el origen, para el
cual valen las expresiones (2), se deduce

1 __r _ 342rt—rr” .
= P=mr YT e (%)

siendo r, 1, r” los valores del radio de curvatura y de sus dos
primeras derivadas respecto la variable z en el origen.
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Para que r’ y r” no dependan de los ejes coordenados ele-
gidos conviene expresar estas derivadas, no respecto la variable
¥, sino respecto el arco s de la curva. Psro observando que es
ds=J1+y2dz y que yY'o=0, se deduce facilmente, haciendo
el cambio de variables, que #/,r” toman en el origen los mismos
valores tanto si las derivadas son respecto # como respecto el
arco s. Supondremos, pues, que en (5) las derivadas son res-
pecto el arco s y que, por tanto, tenemos los valores de o, B,y
en funcion de elementos intrinsecos de la curva.

Vamos a obtener ahora la ecuaciéon de la conica osculatriz
a la currva (1). La ecuacién general de una conica tangente al
eje = en el origen es:

y=Lz?+2Mxy+N y. (6)

Para hacer que esta conica tenga con la curva (1) cinco
puntos confundidos disponemos de los coeficientes L, M, N. Sus-
tituyendo en (6) el desarrollo de y dado por (1) y ordenando
se liene

o—L)x2 4+ (B —2M o) 23 (y—2M B —N o2) 2t +
( (
(..)a4...=0. (7).

Para que (6) sea la conica osculatriz, los coeficientes L,
M,N deben anular los 3 primeros coeficientes de este desarrollo
(7) y por tanto tenemos 3 ecuaciones lineales que nos dan

L=aq, M::*B“, N:‘{‘T(Y_@E)

20 o

o bien, sustituyendo los valores (5),

r A 9+2r'2—3rr” .
or’ —  6r’ N= 18 (8)

Tenemos asf la ecuaciéon de la conica osculatriz (6) con los
coeficientes, expresados por (8), dependientes de cantidades
intrinsecas de la curva.

Para hallar el parametro y la excentricidad de la conica
osculatriz (6) tenemos que hallar los semiejes a y b. El célculo
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de los semiejes de una conica dada por su ecuacién (6) es un
problema elemental de Geometria Analitica. Aplicando, por
eyemplo el método de los invariantes, se obtiene que entre los
semiejes a,b y los coeficientes de (6) hay las relaciones:

L (L+N) P Ly

@+ 0= Ny 16 (LN—JI%)5

Si LN —M2=0, la conica osculatriz (6) es una paréabola,
caso que estudiaremos después. Las ecuaciones (9) dan

L (LN 4Ly (L—N)2--4M?
8 (LN—Mz)?

p2— L(LAN)—LY(L—N):40I?
S(LN—M?)

a?

(10)

La distancia focal ¢ se deduce de

Ly(L—N)e- 4
L(LN—I7?

=2 — b=

(11)

Conocidos los valores de a,b,c¢ dados por (10), (11) se
2
pueden escribir inmediatamente los valores del pardmetro pz%«

- c . -
y de la excentricidad e =-, en funcion de los coeficientes L,

M,N y po»\r tanto, aplicando (8), en funcién del radio de cur-
vatura r y sus dos primeras derivadas respecto el arco.

En el caso LN—M2=0, en que la conica (6) es una
parabola, la excentricidad vale 1, y el parametro se puede de-
terminar, bien aplicando los invariantes como ensefia la geome-
tria analitica elemental, entre la ecuacién (6) y la ecuacién
reducida y2=2px, o bien escribiendo el valor del parametro
para el caso de elipse o hipérbola y hacer luego tender M2 a
LN. En ambos casos se obtiene sin dificultad

=% |

De todo lo anterior se deducen algunas consecuencias no-
tables:
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a) Para que la conica osculatriz sea un circulo debe ser
en (6),
L=N, M=0

o sea, seglin (8), r'=0, r=cte. Por tanto: excepto el caso
trivial de los mismos circulos, no existen curvas planas cuyas
cOnicas osculatrices sean todas circulos.

b) Para que la conica osculatriz (6) sea una parabola, debe
ser LN—M2=0, o sea, segun (8),

9+r2—3rr"=0 (12)

Esta es, pues, la condicién que debe cumplir el radio de
cdrvdtura de una curva y sus derivadas respecto el arco, para
que la conica osculatriz en el punto correspondiente sea una
pardbola.

¢) Para gue la conica osculatriz (6) sea una hipérbola equi-
latera debe ser L+N=0, o sea, segn (8),

184+-2r2—-3rr"=0. (13)

Esta es, por tanto, la condicion que deben cumplir el
radio de curvatura y sus derivadas respecto el arco en un puato
de una curva, para que la conica osculatriz en el mismo sea una
hipérbola equildtera.

d) Analogamente, de (6) y (8) se deduce que la condi-
cién para que la conica osculatriz en un punto sea una elipse es,

9+r2—3rr">0 (14)
y para que sea una hipérbola
94+r2—8rr< 0. (15)
Estas condiciones (12), (13), (14), (15) se pueden enlazar
con relaciones conocidas de la geometria diferencial afin de
curvas planas. )

En el tratado de Blaschke, Vorlesungen iiber Differen-
tialgeometrie, 11. Affine differentialgeometrie, después de de-
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finir la curvatura afin de una curva plana en un punto, se en-
cuentra para la misma la expresién (pag. 32)

d2p
23

k=p* (p+5%) (16)

siendo p=r—+ y 7 el 4ngulo que forma la tangente a la curva
con una direccion fija. Por tanto, es ds=rdr y de aqui, a
partir de (16), por simple cambio de variables, se obtiene como
valor de la curvatura afin en funciéon del radio de curvatura
ordinario y sus derivadas respecto el arco ordinario, la expre-
sion

9+r2—3rr” .
l{ = W. (_].7)

Segun esto, las condiciones a), ¢), d) anteriores equivalen
al hecho conocido (Blaschke, loc. cit., pag. 27) de que la
conica osculatriz en un punto de una curva es una ‘parabola,
elipse o hipérbola, segiin que la curvatura afin en el mismo
punto sea igual, mayor o menor que Ccero.

Ademas, las tnicas curvas con curvatura afin nula en todo
punto son las pardbolas (Blaschke, loc. cit., p.®18) y por
tanto: si la conica osculatriz en todos los puntos de una curva
es una parébofa, la misma curva es una parabola. Por consi-
guiente, (12) serd la ecuacién intrinseca de las parabolas.

En cuanto al caso c) en que la conica osculatriz es una
hipérbola equilatera, observemos que si se verifica (13) para
todos los puntos de una curva, la curvatura afin es constante.

En efecto, de (13) y (17) se deduce

9-}-r'2

©oris

° —

y de aqui, derivando respecto el arco s y teniendo en cuenta
(13).

dk  (184-2r2—3rr")r 0

ds 6r1/3

Se sabe que las curvas que tienen k constante son conicas



(Blaschke, loc. cit., p. 18) y por tanto: si la conica oscula-
triz a una curva es siempre una hipérbola equildtera, la misma
curva es una hipérbola equilatera.

Segun esto, la ecuacion (13) serd la ecuacién intrinseca de
las hipérbolas equilateras.

Nota. — Agradezco al Prof. A. Terracini la indicacion an-
terior de que la relacion (12) podia relacionarse con la curvatura
afin. Al mismo tiempo el Prof. Terracini nos ha indicado la
elegante demostracién sintética siguiente del hecho de que toda
curva plana cuyas conicas osculatrices son parabolas o hipérbolas
eguiléteras, es ella misma una de estas curvas, 0 bien, mas
generalmente: «No pueden las conicas osculatrices de wuna
curva (I, consideradas como "’1ugar-es o como envolventes, per-
tenecer a un mismo sistema lineal S, sin que la propia curva G
se reduzca a una coénica de dicho sistema». Consideremos pri-
mero el caso de las conicas como lugar; si reemplazamos el
plano de la linea C por una superficie de Veronese represen-
tada sobre el mismo de manera que las secciones hiperplanas
de la superficie tengan como imégenes las coénicas del plano,
la curva C viene a ser la imagen de una curva C; de la super-
ficie cuyos S, osculadores pasan todos por an punto fijo G,
de forma que lo mismo ocurre, si es que dichos S, son dis-
tintos, para los S; y los S, osculadores y por tanto también
para las rectas tangentes, lo que es manifiestamente imposible.

. Esto explica porqué si las conicas osculatrices son hipér-
bolas equilateras, la propia curva es una hipérbola equilatera.

Por una razén anéloga y dual, si las conicas osculatrices.
consideradas como envolventes, pertenecen a un sistema lineal,
la curva es una conica del mismo sistema, lo cual explica el
caso en que todas las conicas osculatrices sean parabolas.

Luis A. Santald




EJEMPLOS DE DESARROLLOS REALES MEDIANTE
SERIES DE VARIABLE COMPLEJA

por SERGIO SISPANOV

Los desarrollos para la funcién indicada en el tema 40
y para la otra similar, con el logaritmo natural, son de la
forma

X sen o b=o xk
— k=1
arctng 3~ _ké'l( 1)k—1 A senk a,

S In(1+2zcosa+22) =3 (—1)¢1 5-coska.
2 k=1 k

Ambas series tienen el radio de convergencia igual a 1 (*).

Un procedimiento de cardcter muy amplio, perteneciente a
Euler, en rasgos generales consiste en lo siguiente:

En el desarrollo,

f(2) :I’:;:ck 2k (1)

'

se hace:
cp=1dy+byi, z=u(cosa-+isena); lz|<r,

siendo r radio de convergencia.
En ambos miembros de la igualdad (1) se separan las par-
tes reales de las imaginarias, lo que nos da f [z (cosa{-isena)}=

—u+tvi y

Je=o
= CL =
k=0
e ‘
‘2 (aj cosk o — bksenka) m’f-]- 12 (aksenkm—}-bk cos k o) zk,

k=0

(*) TUna sencilla demostracién que tiene por base las férmulas

en p 0

lim s_nt__n:o' lim P_‘L_l_*lnp
p=0 p=0 v ’

se halla en el texto ¢‘Enzyklopidie der Elementarmathematik’’ por Weber-

Wellstein, ler. tomo.

-~
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La comparacion de los resultados conduce a las series
para las funciones u y v

fe—oo .
u(xcosa, rsena) —3X (aj,cosk a—bysenka),
k=0

k=
v (% cosa, xsena) :kz (apsenk o+ by cosk a).
=0

De estas series pueden deducirse otras por integracion.
A veces conviene integrar previamente la relacion (1), lo
que nos da

k=0
/f(z) de=C+ X kjfl 2k,

J=cx %

en donde C=0C,+ G, es constante de integracién.
Efectuando, luego, las mismas sustituciones que antes y
poniendo

/f(z)dz:U+Vi,
se llega a los siguientes desarrollos .

fe=w
U=C, +c2' % (ag—q cos k o —by_y sen k a) f,
=1

fe—=
V=0Cy+ X —}c— (ag—y senk o +by_y cos k o) zk,

=1

en los que, a fin de abreviar las formulas, & estd cambiado en
k—1. '

Son numerosisimas las aplicaciones de este clasico método
de Euler y de sus diferentes variaciones.

Consideremos algunos ejemplos mas sencillos.

Dividiendo 1 por 1-z vamos a tener

1

.l_{h_z:]_——z—}—»z?wzs‘}—[—... 2
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Haciendo aqui
z=xz(cosa+isena), (3)
efectuando las operaciones indicadas, y comparando entre si las

partes reales y las imaginarias de ambos miembros, se obtienen
series para las siguientes funciones

1+2xcosa
- ——1—xcosat+xZcos 20 —x3cos3a ...
142 x cos o2 + +
T sen o —
——  ——gxsendo—x?sen 20 -+ 23 sen 30— xtsendo . ..
1+2 x cos a2 + T

cuyos radios de convergencia son iguales a 1.

Si la relacion (2) se integra previamente entre los limites
0,z y en el resultado

2 22 23

ln(l-—}—z‘):—l_-—f_{__g__z_{_”

la variable z se reemplaza por la misma expresién (3), con

auxilio de la férmula
Y

In[l14z(cosa+isena)]=

1 : I sen o
= + 2
5 11](1 2$COSOL+$ )—{~larctng 1 sa’

se llega a los desarrollos

2
.1?111(1—{—2xcosa—{—w2)jxcosa-—% cos 2 ¢ -

23 4
+=- cos3a— =" cosda-...
3 4

T sen o 2 3 x4
arclng——————=zxsen e —-sen220+-—send3a——send o --...
© 14z cos o 2 L 3 4 T
El segundo de ellos es el que figura en el enunciado del
problema.



Tomemos otro ejemplo. Partiendo de la serie

e—1

2

22 23

1 =z
—
=1rtar
queée converge para todos los valores finitos de z y aplicando
la sustitucién (3), encontramos las series

%—[e‘”““ cos (msena—a)—cosa]:
1
:ﬁ+27 cosoc—]— cosZce ]—4' cos3a-...

é— [e®cos e sen (x sen o — o) +senao]=

sena+3|sen2a+ sen3a+ sen4oo+

L\?] [

con radios de convergencia iguales a .
Integrando las relaciones obtenidas resultan

x

[€¥ ¢S a cos ( sen o — a) — COS o] i—wz
o

A = N
=71 T gg Cos@t grg cos 2t g cosda+t.

x

[e® €05 e sen (xsen o — o) 4 sen a] (i_w:

o

sena—}—B'S sen2oo—}— sen%oc—{— sen4oo—]—...

2!2 5'5

Si en estas series de caracter general hacemos primero

a=0, y luego a_i llegamos a las conocidas integrales

fx—l /;en x f —CoS a:

A la primera de estas integrales se reduce el calculo de la
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integral logaritmica de Tshebysheff. Las deméas dos figuran
en varios problemas.de Anélisis. Ninguna de ellas se expresa
en funciones elementales trascendentes.

He aqui un ejemplo mas. Si en el desarrollo

o 22 2zt 26
e VLT I TR
se pone
z=z (cos - isen 9)

se llega a las series para las funciones

z2 zt 26
e—%" ¢08 & og (x2sena)=1—1' 008 6 57 €08 2a— groosBa ...

€' %08 & gen (z2sen o) =

2 ot 28
:1—!S*enoo —.éTsenZoo—{ 3‘ sen 3a— ar sendo--...
Integrando resultan
— %

x
/ e—="cos « cos (2 sen o) de =
o

3

x5 5 x7 3
=X w08 O ——=COS L0 — ——=COSod “os
38T Hig Ser

X
11 317
x
[lg-—x” cos « gen (x«? sen ct) doe =
o

27 9
SrESen 2 o - B sen SG-ZTQStenALm—[—...

5
sen o —

x
1’8 215

Igualarido o primero a 0, y luego a {;‘— en estas férmulas

generales, se obtiene la conocida integral de Laplace, de suma
importancia para la teoria de probabilidades y las dos de Fresnel,
que desempefian gran papel en la teoria de la difracci6n:
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£ x x
/ e dux, /cos x2 dx, /;yen 22 du.
o o . o

Finalmente hagamos constar que ofros interesantes desa-
rrollos se puede obtener valiéndose de la formula de Gauss

p-[z’)‘l (1—2)tdz=z" F(—q,p.p+1;2),
en donde I' representa la serie hipergeométrica.

Asuncion, Paraguay
5 de Enero de 1943.
- Sergio Sispdnov

kS

CUESTIONES ELEMENTALES

21. En la prestigiosa revista Mathematical Monthly se calcula

. 1 1=
lim I:a: sen?+~—]

%300 ©

1
diciendo que por ser x sen Fa equivalente-a 1 el limite es ¢. Dar ejemplos en que
§ ¢
tal razonamiento conduce a error y calecular correctamente el limite propuesto.
22. — Demostrar que el 4area del meniseco edncavo-convexo limitado por
dos cireunferencias C y C’ de radio r y ceuyos centros O y O’ distan una
longitud d, es igual al 4rea de la porcién de circulo C comprendida entre
dos rectas perpendiculares a la linea de centros O, O’ y equidistantes del cen-

. a . . . .
tro una 1ong1tud§. Deducir que el 4rea del meniseco es aproximadamente

2d ]/ o &
4
acotando el error.

23. — 8i en un 4ngulo triedro se inseribe una sucesion de esferas tal
que cada una toque a la precedente, ;qué relacién existe entre los radios de
dos esferas consecuetivas?

24. — Demostrar que las normales en cuatro puntos conciclicos de una
pardbola son tangentes a una pardbola cuyo eje es paralelo al de la primera.




TEMA RESUELTO

38. Demostrar que

nn—-l ) . _1-

lime~n(1+n+ + + =

n—»co

S.

Solucion. Integrando reiteradamente por partes se obliene

® nt-1 nn
(1) In—fe—tfdt—e—"(ww +- +(n 57+t =)

n

Como para n tendiendo a infinito los términos de la forma
m

e~ tenen por limite cero, para resolver el problema basta
demosirar que tiende a 1/, sea la expresion (1) o cualquier
otra que difiera de ella en un ntGmero finito de los términos
mencionados.

Con ¢l cambio de variable ¢ = Vnz+n, la (1) se convierte

en
‘4‘,
<2> I :B—nlln-’/ﬁfe_z]/: (1+ _Z_)ndz
" n! Vn

]

y como por la féormula de Stirling se tiene que

(3) lim e niyn = L

n—y00 n! 1/ 2

bastara demostrar que

b =

©
(4) , Lim L/‘e—:ﬂ/a—n 10g<1+]—/i:) dz-—
n—»00 V T

Para ello escribiremos el exponente de la e con los tres



primeros términos del desarrollo en serie de Mac-Laurin y su
resto, obteniendo

22 nzd

(5) (o) =Tl [r) =e-rhgiiy (0<n<),
y se tiene entonces, evidentemente
N z% 2 z3
(6), —7 <9(z) <e Tt
Se observa también que la expresion

(P (Z) et — g--Z(V;“‘l)—}-n Iog (1+ V_.z:)

X

in_,
Yn—1

particular si n=4, para z=2; por tanto, siendo M >2 se tiene

es monotona decreciente a partir del maximo en z= en

0 0 s

(7) / o(2) d":f(p(z) crerde <o (M) xere—Zdz:cp(M).

M

En base a la (6) se puede escribir entonces

(se]
1 M3 M2

(8) T/Zﬂ dZ\Ff ‘P<z)d2<re3vn e

M " ‘
1 s 22
(9) Var fe T ld2<V~f<P(z) dz<ﬁ; 'eg%fe“i L.

y puesto que

al sumar ordenadamente las desigualdades (8) y (9) resulta
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11 w ey 1

o

Dado un ¢ arbitrariamente pequeiio, se puede elegir M
de modo que

1 M

ﬁ e g <&,

y luego elegir n tal que
M3
ey < 14-¢,

y siendo e€<1, como cota superior en (10) sé tiene

(—-12— —{—s) (1—{—s)<—1§ + 2e.

Por tanto, finalmente -

lo cual equivale a la (4) y por tanto queda el problema re-
suelto.

J. Barral Souto



CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS

15.-¢En qué direccion debe atravesarse una calle por la
que avanza un vehiculo de modo que el riesgo de ser alcanzado
al cruzar delante del mismo sea minimo?

Llamemos x al segmento MN, que mide la desviacion.
que es necesario efectuar. Sea V la velocidad del vehiculo, que
suponemos situado en P, y v la velocidad del transetnte, cuyo
punto de partida es O. Por comodidad, tomaremos la distancia
del punto O a la trayectoria del vehiculo igual a 1. En el tiem-
po t, el transeinte recorrerd el espacio OM=vt y como

W=V 14 2% es:
1 — Hite?

Fig. 1

En el mismo tiempo ¢, el movil recorre el espacio e=Vt=
%Vl P y haciendo %zk resulta:
e— k)it

La distancia 9, que separa al vehiculo del transetnte es
pues d=PM —e

bzd»}-'x—lfj/l%—x?, (1)
y se trata de calcular ® como méximo.
Derivando:
ka
6’ famd 1 —_— e
Y1422

k2r2=1-+x2,  x2(k2—1)=1, r=—=
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La solucion negativa se descarta, pues (1) ha sido escrifo
suponiendo x>0, luego:

1
xr—= ,7]{2_1

Este valor de x, corresponde en efecto a un maximo de 9,

1
Vhk2—1
negativa.

Discusion. Si consideramos ejes cartesianos, la & de (1)
estd dada por la diferencia de ordenadas de la recta e hipér-
bolas siguientes:

pues la derivada, en un entorno de pasa de positiva a

y=d+x
-2 y2
TRl

La distancia d, se anula en los puntos de interseccion de
las. dos curvas, para los cuales corresponde el valor de x que
calculamos resolviendo la ecuaciéon que resulta de sustituir la
y de la primera ecuacién en la segunda:

y k222 —d2 —a2 —2dx-k2=0

(k2—1) 22 —2dx+ (k2—d2)=0
luego

o d-+Yd2—(k2—1) (k2—d?)
o (k2—1) '

Las raices de esta ecuacién dependen del discriminante:
A=d?— (k2 —1) (k2 —d2)=Fk? (d2 4+ 1—k?);
luego: '
10) Si k2<id?2+1, existen dos raices reales y distintas.
%, y x, tales que cuando x varia en el intervalo abierto ()

el transedinte pasa delante del moévil, a mas o menos distancia,

- . . k2—1
sin ser alcanzado, siendo menor el riesgo cuando x= .




T
X0= X

N
[}
v

Fig. 2. Tig. 3. Fig. 4.

La grafica se presenta entonces, como en la fig. 2. Los
puntos A y B marcan el choque inevitable y corresponden a
las dos direcciones posibles del transeunte. V

A la izquierda de A, y a la derecha de B, la d resulta
negativa, es decir, el vehiculo ya ha pasado cuando el transeante
alcanza la acera opuesta.

20) Si k2=d? 41, las dos raices son reales e iguales, luego
la recta es tangente a la hipérbola; la grafica se presenta como
en la fig. 3. El valor de x que resulta en este caso, que se
obtiene sustituyendo en (2) el valor de k2, es

\

m—l
—d

y esta solucion corresponde al choque inevitable. Cualquier otro
valor de x hace a ® negativa, luego el movil pasa antes que el
transeunte.

30) Si k?2>1-d2, las raices de la ecuacién son imagina-
rias, luego la recta no corta para ningan valor de x, a la hi-
pérbola.

La % es siempre negaliva, luego el vehiculo pasa antes que
el transeunte. '

La grafica se presenta como en la fig. 4.

Juan José Rodriguez

~(Alumno del Instituto del Profeso-
rado de Buenos Aires)




17. - Calcular el determinante de Vandermonde, sustitu-
yendo las potencias por factoriales de diferencia d, con igual
base y grado que los de las potencias.

Se trata de calcular el siguiente determinante de orden n:

1 1 I 1
a; M4 agt/d agtid L a, 1
,alz/([, 022/(1 [[32/[l ........... an2/d
‘a13‘/d a23/ d a33‘/ 4o ’ang/d
aln——l/d 4&2”“‘1/d agnAl/d ............ a, n—1/d

con la notacién

dll=a(a+d) (a+2d)...(a+ (-1)d).

Si a cada fila h, le restamos el producto de la anterior
multiplicada por a; + (h—2)d, el determinante dado se re-

duce a:

1

Ao—ly

ag?/d—agt/d(a;-d)
1y3/d—,2/d (g, ++2d)

1
az—ay
ay?/d— agt/d(a;-d)
ag¥d— ag?'(a,+2d)

1

ap—oy

a,2/0—q, Y (a,+d)
'ang/d'— ‘anz/d (a1+2d)

.............................................................................

0 agn—td—qon—2/d[q, +(n—2)d] agn—td—agn—2/dig 4 (n—2)d] ... a,n1d—g,n2/d g, (n—2)d]

Sacando factores comunes en las diferencias, obtenemos
una expresion mas sencilla (luego de desarrollar por la primera

columna) :
o=y ag—0y ... Ap—dy
agld(ag—ay)  agldag—ay) ... a4 (a,—ay)
ag?d(ay—a) ag?d(ag—ay) L a,?(a,—ay)

la

o
&

11.-——2/(1(,a2_a1)

’ann—Z/d (‘alz—ai) :




— T4 —

o sea factoreando las diferencias:

1 1 1
a,t/d agt/d . a,/d
(ag—ay) (ag—ay) . .. (ay—ay) .| @y d gl a2/ (1)

Con esto, para calcular el determinante dado, basta calcu-
lar el (1), de orden n—1 y de su misma naturaleza; repi-
tiendo sucesivamente las consideraciones hechas hasta aqui, lle-
garemos entonces a reducir el orden del determinante, hasta
obtenerlo de Sregundo; en ese caso, el resultado sera:

(az—‘f¢1> (*(13—-01) ................................ I (an.*al)‘ -

('6‘3_‘"‘512) ................................. h. .. (an—a;))c

(‘an;fl—‘an—?)) . (‘an——l_ an—-3) <'an——‘an-3)'

1 1

('an-—l—an—2) (‘an_an‘2) . an_ll/(l } ln1/d

el valor del determinante es:

(ag—ay) (ag—ay) ... (a,—ay) . (ag—ay) (@, —as) . ...

s (’an—l’—”an—2< (‘an—an—2) . (‘an_‘an—-l) .

,

resultado que, como vemos, coincide con el desarrollo del de-
terminante de Vandermonde.

Andrés Valeiras

(Instituto Naec. del Profesorado de
B. Aires (2° curso))



TEMAS PROPUESTOS

42. (Rectificado). Encontrar la integral intermediaria, con
una constante, de la ecuacién diferencial de segundo orden:

4
[ln 1"‘,1] '— _1_+ 11
y ; .
¢Qué problema de Dindmica liene la integral de la misma
forma?

S. Sispdnov

44. Sea P un punto eliptico de una superficie S. Conside-
remos la superficie S; simétrica de S respecto del plano tan-
gente en P. La superficie paralela exterior a S; a distancia h
suficientemente pequefia determinara con S un volumen V{h).
Demostrar que

Hm V(h) = RR,.

h—0 h? 2

. . n :
Hagamos girar S; un angulo — alrededor de la normal en

2
el punto P y consideremos andlogamente el volumen V,(h)
limitado por S y la superficie paralela a distancia h a la super-
ficie S; después del giro mencionado. Demostrar que

_V.h) _ RR,
I ZANT —_ 1722 .
my T R1—+—R2

h—-0 h?

'Ry y R, son los radios principales de curvatura de la super-

ficie dada S en el punto P. )
L. A. S.

45. Un fabricante de envases nos ha propuesto el tema
siguiente: cortar una chapa rectangular en dos rectangulos,
uno para sacar de él el fondo del envase y el otro para la super-
‘ficie lateral del cilindro, de forma tal que la capacidad del
mismo sea maxima.

46. Integrar la ecuacion diferencial

oy ymmy
YAy Tatiy "

S. Sispdnov



VARIA ’

15. Sobre wun- ejemplo de Newton.

Newton di6é la explicacién de su método de aproximacién de las raices de
las ecuaciones numéricas con el ejemplo z°—22 —5 = 0, partiendo del va-
lor #, — 2 aproximado por defecto con error menor que 0,1 y eon la sustitu-
cién 24-=2 4 y obtiene una nueva aproximacién ¥, = 0,1 eliminando en el
polinomio en y las potencias superiores a la primera; reiterando el procedi-
miento llega a ¥ = 0,1 4 z; & = — 0,0054 - %; u, =— — 0,00004853 con lo que
obtiene el valor de la raiz x — 2,00455147, :

Aunque el método se encuentra substancialmente en De analysi per aequa-
tiones numero terminorum infinitas de 1666, aparece publicado por primera
vez en el Treatise of Algebra de Wallis de 1683.

El procedimiento actual que consiste en ir caleculando las aproximaciones
_ f(@i)

T(wi )
inicial, fué dado por Joseph Raphson (1646-1715) en su dnalysis aequationum
universslis de 1690, donde, es claro, Raphson en lugar de f(z,) y f’(w;) toma
polinomios. Con el ejemplo de Newton y partiendo del valor z, — 2 Raphson
hubiera obtenido las aproximaciones sucesivas @, — 2,1; &y, = 2,0946; =z, —
= 2,09455147 caleulando siempre f(z;) y f’(x;) como los dos dtltimos co-
eficientes del desarrollo de f(z + =z, ).

En cuanto al importante perfececionamiento del método segtn el cual, da
do el intervalo (a,b) tal que a <& < b debe aplicarse la férmula anterior en
el extremo ¢ tal que f(¢)f’’(¢) > 0, él se debe a Fourier, quien lo di6 en
Question d’ Analyse algébrigue de 1818. Es curioso observar que aplicado este
perfeccionamiento de Fourier al ejemplo de Newton, sabiendo que 2 < & <2,)
debe partirse del extremo #; — 2,1 y no de %, = 2 como lo hizo Newton. El
conveniente ejemplo elegido salvé a Newton de que la tangente a la curva en
el punto (2; — 1) cortara al eje fuera del intervalo (2; 2,1).

sucesivas mediante la férmula %, 1= %

et

sin transformar la ecuaeién
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> 4. — A. Gowzirez Domingurz. Une nueva demosiracién del teorema limite
del Cdleulo de Probabilidades. Condiciones necesarias y suficientes pa-
ra que una funcion sea integral de Laplace.

» 5.— NIKoLA OBRECHKOTF. Sur la sommation. absolue par la transformation
d’Buler des séries divergentes. ’

» 6.— R1cARDO SAN JUAN. Derivacidn e integracién de series asintdlicas.

» 7.— Resolucién adoptada por la .U. M. A. en la cuestién promovida por
el Sr. Carlos Biggeri.

‘ VorumeN IV (Faseiculo separado; 1939)
Ne¢ 8. —F. Amopro. Origen y desarrollo de la Geometria Proyectiva.

VoLuMEN V (IFaseiculos separados; 1940)

N? 9.— CroTitpE A. BULA. Teoria y cdlculo de los momentos dobles.
» 10.— CoriLpe A. Bura. Cdleulo de superficies de frecuencia.

VoruMeEN VI (Fasciculos -separados; 1940°- 1942) -

Ne¢1l.—R. FrucHT. Zur Geometria auf einer Fliche mit indefiniter Metrik
(Sobre la Geometria de una superficie con mélrica indefinida).

» 12, — A. GoNzirez DoMmiNGUEzZ. Sobre una memoria del Prof. J. 0. Vignaus.

»+ 13.— F. TorAaNzos. Sobre las singularidades de las curvas de Jordan.

> 14— M. BALANZAT Formulas mtcgmles de la interseccidn de congjuntos.

» 15.—G. KNIk, El problema de wvarios clectrones en la mecdnica cuantistu..

» 16.— A. TurrACINI. Sobre la existencia de superficies cuyas lineas™ princi-
pales son dadas.

» 17.— 1. A. SANTALG. -Falor medio del ndimero de partes en que una figura
conveza es dividida por n rectas arbitrarias.

» 18.— A. WINUNTR. On the iteration of distribution functions in the caloulus
of probability (Sobre la iteracion-de funciones de distribucién en el
cdleulo de p?,obabzlzdades)

» 19.— E. FrrrARL. Sobre la paradoja de Bertrand.

» 20.— J: BABINL Sobre algunas propiedades de las derivadas y clertas pri-

mitivas de los polinomios de Legendre.
» 21L.— R. SAN JUAN. Un algoritmo de swmacién de’ series divergentes.
> 22.— A. TERRACINI. Sobre algunos lugares geométricos.

» 23.—V.y A. Frae y C. Cresro. Bl lugar geoméirico y lugares de puntos.

dreas en el plano. -
» 24, —R. FrutHT. Coronas de grupos y sus subgrupos, con une aplicacin
a los deienmnantes
» 25.—E. R. RAIMONDL Un problema de probabilidades geometmcas sobre
los conjuntos de tridngulos.

VoruMEN VII (1940 -1941)

Notas y memorias de J. Basini, H. B. CAncaeNo, E, FrrARi, V. y A,
Frawg y C. Crespo, G. Kwnig, J.-J. RBBELLA 8. Rms, R. SAN JUAN L. A,
SANTALG, A, TERRACINT.

Qoluelones de temas propuestos. Blbho@lafm, Crénica, ete.

VoruMeN VIIL (1942)

Notas y memorias de J. BaBINI, M. BALANZAT;~R. FrUCHT, L. GASPAR,
P. L. GAsPAR, J. E. HERRERA, W. MACHLER, E. R. RAiMoNDI, J. J. REBELLA,
J. REy PAsTOR, P. ROSSELL SOLER, M. SADOSKY, L. A. SANTALG.

Soluciones de temas propuestos, Bibliografia, Crémica, ete.

En 1942 la U, M. A. ha inieia&o la publicacién de una nueva serie de ‘‘Me-
morias y onografias’’ de las que han aparecido hasta ahora las siguientes:
Ne 1.— GuinLErMo KNIk, Mecdnica ondulatoria en sl espacio curvo (1 volu-

men de 152 péginas).

Ademas han aparecido tres cuadernos de Miscelanea matemdtica.

"
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