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CALCULO ALGEBRAICO DEL ENDECAGONO 
REGULAR 

por SERGIO Srsp ÁNOV 

El lado aH de un polígono regular de 11 lados inscripto 
en una circunferencia· unitaria, propuesto COlUO tenla daeslu­

. dio (*), se deterIuina por las fÓrIuulas trigonoluétricas 

. . rr -V . 2~ 
aH = 2 sien 11 = 2 - 2 C'OíS 11' 

Para pasar a la expr-esión algebraica del nlislua, se intro­
duoen la cOlupleja 

2rr . 2rr 
x = oos 11 -+ 1.8-en 11 

y su conjugada 

1 2rr. 2rr 
- = co'S - - ~ sen 11' x 11 

. 1 . - 2 2rr cuya suma :Y ,es 19ua, eVldenteInent,e, a cos 11 ~ esto es, 

1 2rr 
y = x --j- x = 2 cos 11' 

Laexpr-esión anterior para aH toma la forma 

(1)' 

La cOlupl'eja x es raíz de la ecuación de la división del 
círculo 

(*) TeÍna 43, vol. IX núm. 1, pág. 38. 
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que después de ser dividida por x 5 se convierte len 

( x5 +~) + ( x4 -+~) + ... + (x .+-~) + 1 = O. 
x 5 x4 X 

Tleni,endo ,en cuenta las rdaciones 

1 
x 

x 
y, X2+ \ =y2-2, 

x 

. 1 
x 3+_=y3_3y 

x 3 ' 

que todas se deduoen fácih11'ente de la prünera, podemos re­
pr1es'entar la ,ecuación obtenida bajq la forma 

(2) 

lo qu.e 'es una ecuación cíclica irr'educlblle en ,y. 
Para su r,esolución es neoesario adjuntar al donlinio de 

racionalidad dos radical,es cuadrados, los l11ismos que figur,an 
en la ,expresión para la raíz prü11itiva de la unidad de 5° gra- . 
do, y un radical de índice 5. 

Todas las raíces 

2n 
Ylc = x 1c + x-le = 2 cos J.c 

11 
(J.c 1, 2, 3, 4, 5) 

de .la ecuaClOn (2) son r,eales y por consiguiente, COnfOrl11e al 
tleor,ema de Kronecker, 181 último radical adjuntado debe t.ener 
inJel,udiblemente uIÍ valor compl,ejo. 

Se sabe que para la ~cuación general de la división del 
círculo 

Xp =xp-1 +Xp-2 +. .. x+ 1 =0, 

,siendo p = 2 n + 1 número primo, la cantidad 

que no es sino un período 2-m1embrle de Gauss, se determina 
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por la fórmula 

j=n-1 n 

ny=-l+.:E -Vw(Ú) 
j=l 

en la que 

2n . 2n 
8 = COS - + L sen -

n n 

es raíz pri@.1itiva de la unidad de n-simo grado y 

h=n-2 

W(8) =p. rr~h(8). (3) 
h=1 

Las funciones ~h( 8) se encuentran InedianM las relacio­
nes de Cauchy y Jacobi, y tiel}en la siguiente fonTIa 

p.=p-:-2 
~h( 8) =;S 8i~d~P.-(h+1)ind.\p.+1). (4) 

P.=1 

p=11 Y n=5, 

y las fórmulas glenerales nos' dan 

6 5 5 __ á __ 

5 y=-' 1-1- VW(8) + VW(8 2) VW(83) + VW(84). (5) 

La raíz prirnitiva de la unidad ele 50 grado y sus poten­
CIas sucesivas se c1elern1inan por las relaciones: 

8 = cos 720 + isen720 = ~ (-1 + V5+ i. VI0+2V5) . 

82 = cos 1440' + i:sen144° = .~ (-1··- V5 + i VIO - 2V5) 

8 3= cos 2160 + isen2160 = ~ (-1- V5 - i VIO - 2V5) 

l84 =Cos2880+isen2880 = ~ (-1+ V5-i VI0+2V5) 

(6) 
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o lo que es lo mismo 

G = ~ (-1 + V"S) . (1 + i V5 + 2V5) 

82 =- ·~1 (1+ VS) ~ (1-:-iV5-2V5) 

83 =-l(1+ V5). (1+iV5-2V5) 
4 

8 1 = ~ (-1+ VS). (1-iV5+2V5). 

La raíz prü11itiva 8 v'erifica a las' siguientes igualdades 

85 = 1 Y 8 + 82 + 83 + 84 = - 1 (7) 

'" a que val110S a r,ecurrir con fr,ecumlcia en adelante. 

TEmiendo. 'en cuenta que -el producto (3), que se cOl11pone 
de 3 factor,es, 'el 20 factor· se deduoe del 1° !el1evando al cua­
drado su arguIut:mto y que los factores equidistantes del origen 
y del extrml1o. s0'n igual'es, es decir, que 

podel110S 'escribir 

Call1biando sucesivam'ente 8 len 82, 83, 84, Y disl11inuyendo 
las potencias de 8 I11ayor,es que 5 con auxilio de la prinlera 
de las igualdades (7), de.ducü11os de la última r'elación .las si­
guielües: 

w\8~)=11 tP12(82). tPl(84), W(8 3) =11 tP12(83). tPl(8), 

W(84) = 11 tP12(84). tPl(83). 

Si para abreviar la escritura pondr1emos 
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y 

resultan 

(8} 

Neoesitamos únicam,elHe la 1 a de las fórmulas (4) quo 
toma la forma 

P-=9 
tP1 =.::E ::;indP' -2indW+l). (9) 

p-=:1 

Las funciones tP2' tP3' ~)4 se' obt,endrán de la función 
'-P1 sustituy,endo 8\ por sus pot,encias suoesivas 8 2, 8 3, 8 4• 

Para hallar tP1 adoptemos 9 = 2 por raíz primitiva del nú­
mlero primo p = 11 Y formelTIos la g,eri,e de congruencias por 
módulo 11 

20=1, 21 =2, 22 =4, 23 =8, 24 -5, 
'" 25 =10,26 =9, 27 =7, 28 =3, 29 =6. 

D'e conJormidad con la relación (9) se construy1e la si­
guient,e tabla 

fA I 1 ,/ 2 / 3 / 4 I 5 / 6 I 7 I 8 I 9 110 

ind'¡..t O 1 8 2 4 9 7 3 6 I 5 
--

ind ¡..t (mod 5) O 1 3 2 4 4 2 3 1 O 

I 
--

ind (¡..t+ 1) 1 3 2 4 4 2 3 1 O 
--------

2ind (¡..t+ 1) 2 1 4 3 3 4 1 2 O 

ind ¡..t-2ind (¡..t+1) 3 O 4 4 1 O '1 1 1 
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La úl tÜ11a fila de la 111isma nos da 

t.Pl = 2 + 4 8 + 83 + 2 84 = 2 8 - 2 82 - 8 3 

lo que se cOl11pru~ba fácihn:ente con auxilio de la 2a de las 
ilgualdades (7). 

lteen1pla"zando 8 por 8 2 y disminuyendo las potencias de 
8 111 ay or'e s qu¡e 5, en virtud ele la la de las igualdades (7), en­
contramos 

Siguiendo este prooedin1iento podríal11os hallar también 

t.P3 = - 2 8 + 2 8 3 - 8 4 

y 

Multiplicando t.P2 por t.Pi' y el resultado otra vez por -,1>1' 
con ayuda de las relaciones (7), VaI110S a tener 

y 

Si 'esta ,expresión se introduce len la la de las fón11ulas 
(8), se obtiene 

(10) 

Call1biando aquí sucesiva1n:elÚe 8 en 82, 8 3 Y 84 se llega a 
las ¡expriesiones para w2' w3 Y w4 • 

Haciendo uso de las igualdades (7) no es difícil de:ducir 
varias relaciones auxiliar:es, útHes para lo.s cálculos posterior'es. 

Si se multiplican, por 'eieI11plo, t.Pl por t.P 4 Y t.P2 por 
t.P3' r1esulta 

(11), 
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COlno la cOlnpleja 1fJ4 'es conjugada a la cOlnpleja ~)1 y 
la 1fJ3 a la 1fJ2' entonoes~ para su lnódulo tendrelnos 

De una lnanera análoga, multiplicando ordenadaluente la 
la de las relaciones (8) por la 4a , y la 2a por la 3a , vlünos a 
tJener para -el lnódulo 

En ambos r,esultados el subíndice ] pasa por la serie ete 
valor'es 

1, 2, 3, 4. 

Ahora se puede represmltar la expresión (5) baj o la _ fOrlll a 

siendo 

5 {) 5 {) • 

11 W 3 = 1I111fJ321fJ1' 11 W.1 = 1I111fJ42 ~)3. 

Los cuatro radicales que figuran :en la fÓrIl1ula (12) no 
son independientes. En ef,ecto, tetüendo '811 cuenta las relaciones ' 
(11) es muy fácil cOlnprobar que 

Ó 5 

11 Wl . (~)2 = 111fJ2' 

5 . 5 [) 5 

11 'W3 . (1Iw1) 2 = l11fJ1' 11 W 4 : (1Iw3 )2 = 111fJ3' 

y además 
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Valiéndonos de ,estos resultados podemos atribuir a la ex­
pr1esión (12) la siguiente forma 

o bien, la forma abeUana 

5 .1 ... 5 .1 .... '" 5 1 .... h2 5 

5 1 1/- 't'4 (V-)2 't'3't'4 (V-)3 + 1+'3't'4 (V-)4 y=- + w1 +TI W1 + 112 w1 113 w1 . 

En alubas formas figura un solo radical de Índice 5. 
cuyos distintos valorles conducen a diferentes raíces ele la ecua­
ción (2). Las fórmulas g,enerales serán' 

1... ,,, 5 ,1... 1 2 5 

+ E3l ~ (V~)3 + E4l 't'3'lJJ4 (V~)4 . 112 1 . 113 ,1' 

(l=o, 1, 2, 3, 4). 

Die leIlas nos interesan lexclusivaIuente la prim'era que de­
termina la raíz y = Yo en una forma más sencilla, simétrica y 
cómoda para los cálculos. 

D,espejando Y y sustituyendo, luego, ,en la expresión (10) 
para W 1 Y en las otras similares para w2, w3 , w4 , las potencias 
E, E2, E3, E4, por sus igual,es (6) resul~a 

1 ,fi 5 5 5 

Y=5(-1+ VW1+~+VW3+VW4). 
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en donde 

W 1 = llc-89-25VS-20iV 10+2V"b+25iVlü-8V5) 

11 V- 'l~---= V 
W 2 = -¡( - 89 + 25 5 - 20 l V 10 - 2 V5 - 25 i 10 + 2 V5) 

wa = 11c-89 +25V5 +20 iV 10-2 V5 +25 iV 10 +2 V5) 

w4 = 1i(~89-25VS+~OiV 10+2V5-25iV10- _!~V"b) 

.o ID que es loO mismo _ 

11 V- - V- V 
W 1 = 4 [- 89 - 25 5 - 5 i (7 - 5) 5 - 2 V5] 

1] /- V- V 
W2 ~= --4 [- 89 + 25 1 5 - 5 i (7 + 5) 5 -f- 2 V5] 

W3 = 1i [- 89 + 25 V5 + 5 i (7 + VS) V 5 + 2 V5] 
(14) 

11 V- V- V w4~4[-89-25 5+5i(7- 5) 5-2V5]. 

Entr'e los, radicales cuadrados que figuran 'en las ig~alda­
des (14) 'existe la siguiente relación 

V5-2V5. V5+2V"b = VS. 

Roemplazando ,en la expresión (1) la cantidad y por su 
igual (13) negamos a la fórmula definitiva 

aH ~ V 1 (11- VW1 - VW2 -Vw, - ~). (15) 

Comprohemos numéricam,ente el resultado obtenido. A este 
objetü calculamos, prim·ero, valor!es numéricos de 

89 + 25 Vs = 144,901701; 5 (7 - V5) = 23,819660; 

V 5 - 2V5 = 0,726543 
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89 - 25 V5" = 33,098299; 5 (7 + V5) = 46,180340; 

V 5 + 2V5 = 3,077684. 

Luego, por las relaciones (14) encontramos 

siendo eL = 1860 48' 38" 6 Y ~ = 2560 53' 27" O. 

Extrayendo raÍoes se ohüenen 

5 

1,- 1/- ( C~. a. ) 
/ W 1 = 11. cos 1) + l sen 5" ' 

V W 2 = 11 11. (CO!S : + i sen g), 
;- V- ( ~ . ~) 1w3 = 11. cos"5 ~lsen 5 ' 

(. 

V- V- ( eL . eL) w 4 11. CÜiS 1) - l sen 1) , 

en donde 

270 21' 43" 7 Y : ~ 510 22' 41" 4: 

De 111anera que 

; w 1 + "ti W 2 + V W 3 + V lO 4 = 2 V 11 (cos ; + 005 g) = 

= 2.3,316625.1,418993 =9,412536. 

Por la fórnlula (13) hallamos 

y= 1,682507 ... 
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Para det'erminar aH calculmllos prüllero la expresión 

1 5 5 5 6 

T (11- Vw1 - Vw 2 - VWs - Vw4 ) =0,317493. 
o 

En virtud de la igualdad (15) Va1110S a tener 

aH = 110,317493 = 0,563465 ... 

Los cálculos trigono111étricos dir,ectos nos dan 

3600 

)' = 2 vos -U = 2 cos 32° 43' 38" 2 = 

= 2. 0,8412535 = 1,682507 ... 

y 

1800 

aH = 2 sen 11 =,2 sIen 16° 21'49" 1 = 

= 2.0,2817326 = 0,563465 ... 

Hagamos constar, de paso que el valor 

ail =D ,5636, ... 

hallado por la fórmula aproxünada 

haciendo en ella n~ ~ 11, no difiere I11ucho del resultado lnás 
exacto recién obtenido. 

Las SUI11as 

fueron introducidas en la teoría de la división del círculo por 
el mateIllático francés N. Vandennonde en el año 1770. Para 
'el polígono regular de 11 lados él encontró 
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r A~ = 11 (89 + 25 V5 - 5 V - 5 + 2 V5 + 45 V - 5 - 2 V5) 

· j .1"= 11 (89+25 V5 +5V- 5+2 V5~45 L5-2 V5) 

A"'= 11 (89-25 V5-5V-5+2 V5-45 V-5-2 V5) 
4 

l 11""= 1: (89-25 1/5+5V-5+2 1/5+45 V-5-2 V5). 

COlllparando ,estos resultados con las igualdade~ (13) y (14) 
vemos que las expresiones para A' y A" sonerrón~'as. 

Tampoco son corrlectas las fórmulas para w e y obtenidas 
por lel Prof. Paul Bachmann en su libro «Die L'ehr,e von der 
Kr,eisteilung» (pág. 98). 

Sergio Sispánov 

Asunción, Paraguay. 



TEOREMA DE JORDAN PARA LAS VARIEDADES 
POLIEDRICAS CERHADAS 

poi' J. REY PASTOR 

El interesante artículo del profesor Beppo Levi en . las 
«lVlathe1uaticae Notae», ha puesto de actualidad el viejo proble:.. 
nla de la división del plano por una curva cerrada de J ordan y 
por ende la generalización de Brouwler y Lehesgue para el es­
pacio E/u cuyas demostraciones no pueden considerarse conlO 
satisfactorias, por pr,esentar puntos oscuros a través de su largo 
desarrollo. Entendiendo que el principio ele econon1Ía die pensa-
1uiento aconseja pref.erir aquellas denlostraciones de GeOluetría 
plana que señalan ,el canlÍno paraextlenderlas a los ,espacios 
pluridünensionales, ,expusÍluos hace años en nuestros cursos 
una denl0stración del teor,e1ua de J ordan para curvas planas que 
podría leixtenders'e a En- Mucho 1uás slencillo es naturalnlmüe 
lel caso de polígonos planos, para los cuales dimos una breve 
dmuoslración que sin dificultad se exüende a las variedades 
poliédricas oerradas. de cualquier núnlerü de dünensiones; y al 
infornlarsle de dlas el prof.esor Levi nos hizo el honor de sug,e­
rirnos su publicación. 

Existiendo, C01UO es sabido, c1eluostraciones del te0rmna ge­
neral r,elativo a las variedades curvas, que pr,esuponen conocida 
la deluostración para las variedades poliédricas, y no siendo 
satisfactorias las existentes, slerá quizás útil acoeder a esta 
exhluuación clC' nuestros viejos apmües de clase, por si sugieren 
el caluino para abordar el teorema g,eneral de Brouwer y 
Lebesgue. 

Quienes crean problelna de1nasiado sencillo el abordado 
en esta nota y supongan la existencia de alguna satisfactoria so­
lución ya incorporada a los textos, harán hien en estudiar las 
nada sÜllples ni breves demostraciones de B. Levi en Math. 
Notae (1941) o la de H. llahn en J\rlonatshefte (1908) relativa? 
al caso del polígono plano, proble1na que exige ya, como re­
conoce el propio Hahn, «einen recht langwierigen, recht kunst­
vollen Beweis (o). En cuanto al caso tric1iIuensional, la dificul-

(9) Kl'ise und Neuaufbau in den Exakten Wiss/ellschaften. Wien 1933. Die 
Kl'ise del' Anschauung, pág. 57. 
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tad sube de punto, conlO subraya el propio Hahn, quien no alude 
siquiera al de En, naturahnente más cOlnplicaclo, y por ello pr,e­
fieren los autores citados al pie(*) detenerse en el caso tridÍlnen­
sional. Conviene advertir .que la de1110stración que daInos para 
En no presupone la del plano; pero hemos antepuesto ésta por 
conveniencia didáctica, dado el origen de esta nota. 

Poligonales cerradas en E2 

Traoe1110s por todos los vértioes paralelas a una lnislna 
dir,ección, distinta de las ele todos los lados, la cual adoptar1e1110s 
C01110 dir'ección del leje x; y sean y = Yi (Yl < Y2 < ... <.;::: Yn) las 
ecuaciones de estas r,ectas. Cada lado AB de la poligonal tiene 
sus ,extrmnos en dos de ,estas r1ectas, e introduciendo vértices 
iIüennedios puec~e suponers'e que .. cada dos vértices consecu-. 
tivos de la poligonal están en r1ectas con8'ecutiva~. 

---4~------------~~----------~-- ~t 
Ar-1 

Fig. 1 

Los dos lados Ar- 1 Ar Y Ar .11'+1 que concurr'en en el vér­
tice Ar pueden ocupar una de; ,estas posiciones: 

a) Están separados por la recta en que está Al" es decir, 
Ar-l,fÍ'"+l pertenecen uno a la recta anterior y otro a la pos­
terior. 

(*) Una demostración, muy larga y minuciosa para el easo de tres dimen­
sjones, dió LENNES, A.'/'/W1·. JOU1'n. of Math., 33 (1911) pág. 50-55; otra es de 
VEBLEN, Trans .. ¿1'I'ner. Math. Soo. 14 (1913) p. 65-72. Finalmente. LILLY 

HAHN en JJIonaishefie Maih. Phys. 25 (1914) p. 303-320. 
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b) Ar- 1 Y Al'+l lestán 'en la recta anterior o ambos en la 
post'eriOor. 

Cada dOos rectas cOonsecutivas y =Yl" Y = Y"-l' limitan una 
zona," dividida 'en trapeciOos y triángulos" por l'Üs lados que tienen 
sus vértioes. en 'ellas, más dos semiz'Ünas infinitas; los tres tipos 
pueden incluirse bajo el nOlTIbr,e genérico ele trapecios. 

Fig. 2 

Con10 toda poligonal oerrada 'es cortada en liún1ero par 
de puntos pOor cada secante que no pase por ningún vértice. 
r,esulta ilnpar el nlunero de '0stOos trapecios; y si se atribuye 
signo + a uno de los trapecios infinitos, dando alternaHva­
mlelüe los signos- + a los trapecios suoesivOos, r,esultará signo 
+ len 'el Ootro trapeciOo infinito. 

Estos signos afectan también a los s.egmentos de las rec­
"tas y,., perOo no a los lados de la poligonal, cada unOo de los 
cu¿:des ,es común a dos trapecios de signo distinto. 

V'ealTIOS que a cada segluento de las r,ectas Yi' corresponde 
el mismo signo, partiendo de la zona Y"-l YI' o c~,e la y,. y,.+l· 

++¡: - stZ -S 
ti P 

Fig. 3 

En los Begm'entos infinitos este signo es + en amñas; su­
ponim1do a cordes los signos hasta llegar a un vértice M del tipo 
a) los trapecios siguientes ti,enen signo opuesto a los preoedentes 
y por tanto iguales entr,e" sÍ. 

Si el vértioe es de tipo b) oOlmo lel N de la -figura"en 
-- una de las zonas los seglnentos MN y NP pertenecen al mis­

mo trapecio, mientras ,en la otra hay un triángulo int,e,rm,ed~o 
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de vértice N, que produce dos cambios de signo y por tanto 
el segn1ento NP tiene en 'los dos trapecios colindantes el 
mismo signo que el MN. 

Puesto que cada trapecio, de una zona es colindante por 
cada base (una sola 'en .el caso de triángulo) con otro trapecio,. 
la suma de mnbos es un recinto. 

Prlescindiendo de los puntos de la poligonal quedan" pues,. 
los, puntos del plano clasificados en dos conjuntos: X+ SUIlla 

de los trapecios de signo + (a los que agr:egamos los puntos ex­
teriores a todas las zonas) yel conjunto X-, suma de los tra­
pecios de signo -. Vealnos que ambos son conexos. Esto 
rlesulta como consecuencia de tener un solo contorno; pero les 
prleferible no presuponer nada de la teoría ele conjuntos, salvo 
las definiciónes ,prüneras para no salir elel campo a'e la g,eome­
tría ~elmnental. 

Dados dos trapecios cualesquiera de signo -, 8'ea Ar Ar+¡ 
un lado de la poligonal perteneciente a uno y A~-l As un lado 
perteneciente al otro. Estos dos lados dividen a la poligonal 
oerradaen dos poligonales parcial'es abiertas. Sea una ele 'eIlas: 

y por cada vértice de éstos, de dasle a), hay un seglnento con 
signo -, 'el cual 'es por tanto común a dos trapecios contiguos. 
Si lel vértice les de tipo b) y los dos seglnentos que parten de 

. él tienen signo -i-, ,el lado opuesto en el triángulo a que perte-
nece tiene signo -. . 

El priIner caso se presenta en la fig. 3, y el segundo en 
la fig. 4. 

Fig. 4 

En ambos casos, la suma de los trapecios contiguos a lÜ's 
lados de dicha poligonal P es, por inducción, un recinto co-
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nexo, X-, al cual pertenecen los' dos trapecios arbitrari,alnente 
dados. 

Iguahnente ,resulta la conexión del cOonjunto X + (*). 

Nota: Todavia eabe no utilizar siquiera el concepto de recinto, pues ele­
gido un punto interior a cada trapecio y unido con los puntos medios de sus 
bases resulta una poligonal pertenedcnte :11 conjunto X-cuyos extremos son 
dos puntos prefijados de este conjunto. 

Solamente al llegar a un triángulo de signo - es preciso modificar le­
vemente la construcción uniendo el punto interior e, con los puntos medios de 
los segmentos extremos de la base opuesta como. se indica en la figura primera. 

Hipersuperficies poUedricas cerradas de En 

Como todo poliedro de cualquier nÚlnero de dünensiones 
se puede descomponer ,eh sÍlnples (**), podm11os suponer que 
la hipersuperficie poliédrica Sn-l ti,ene caras sinlples, esto es 
poliedros pn-l de n vértioes. Así por ejel11plo las caras de las 
superficies_ poliédricas de' E3 serán triángulos. 

Elijanlos un ej'e x no paralelo a ninguna de estas caras 
y proyectemos Sn-l en ,esa dirección sobre el En-l perpendicu­
lar a Xn- LaprOoyección de cada (n -l)-cara ,es otro (n -1):... 
simple, pero dentro de él o en su contorno puede haber proyec­
ciones A'r de Ootros vértioes Ár no pertenecient'es a ,esa (n - 1)­
cara y en al11]\)Os' casOos adoptm11oS C01110 nuevos vértices de P 
los puntos de la (n - 1 )-cara que tiene esas mismas proyec­
ciones A!]'" 

Así 10granlOo~ que las proyecciones de las (n -1)-caras 
sean (n - 1 )-sinlples tales que dOos cualesquiera careoen de pun­
tos COomunes; 00 sólo tienen comunes varios vértices y !el simple 
de contOornOo que éstos det,erl11inan; o bien coinciden. 

Consider'enlos uno de íos espacios prismáticos Qn pro­
yectante de una (n - 1 )-cara el que tm11biéri lo es de otras 
c2' c3 ' ••• , c2p - (p > 1), puestOo que siendo oerrada la hipersu­
perfióe Pn-v cada recta la corte en un núm'ero par de puntos. 

(*) Quizás pueda parecer preferible otro métodq que después seguimos 
en el caso En; en la duda exponemos ambos. 

(**) Recordemos que un 'poliedro simple o brevemente, un simple en En 

es el poliedro que tiene 1b + 1 vértices linealmente independiéntes. Sus ('l¡' + 1) 
caras son los simples que determinan los diversos grupos de n vértices. 
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Dos de estas cara~ e,. careoen de puntos COlnunes o bien ti:e­
nen un vértice o dos y el seglnento que cleternlinan, o 3 y 
el triángulo que forn1an, ,etc.; y a lo más tienen con1ún un 
(n - 2)-simplre, siendo el vértioe r,estante distinto en ambas. 
En todo caso car'ecen de puntos oomunes interior,es y si las 
ecuaciones ele los (n - 1 )-planos que los contienen S011: xn = Ji; 
X n = B (*) la inecuación A XI/. < B (o bien· » representa un 
recinto parcial del ,espacio pris111ático Qn. 

Este queda así elescOlnpuesto por los simples C1 ' C2 , .•.• 

C2P en (2p -1) prisn1as finitos, más dos prisn1as infinitos .. 

Asignarm110s a estos prismas infinitos signo + y a los 
pris111as finitos intermedios signos alternados, -, +, -, -1-, ... ,-. 

Las caras laterales de este n-espacio prismático Qn Hon 
a . su v,ez (n-1 )-espacios prIsmáticos Qn-l que están divididos 
por los (n - 2) sÍl11pl'es de contorno de las caras C]' en (n -1) 
prisn1as de los cuales son finitos los (2p - 1) i.nter111ec1ios e 
infinitos los dos lextr,emos. 

Considere1110s dos n-espacios p;is111áticos Qn, Q'n colin­
dantes C011 un lnis1110 (n -l)-'espacio prislnático Qn-l. 

Los dos n-pris111as infinitos Qn, Q,n corr,esponc1ientes al 
sentido Xn -+ - 00 tienen signO' + :e inducen por .tanto signo +­
en le1 (n -1)-prisn1a -infinito común Qn-l, pero es preciso 
distinguir dos casos al llegar al prilner." silnple Cn-2 sección 
de Qn-l, según las posiciones de los dos sÍlnples cn-l; Ctn-1 que 
forman las caras colindantes con él. 

1) El n-sÍlno vértice ele Cn-1 y el n-si1110 de Ctn-l no per­
tenecientes a C1

1
1-2 lestán le11 distintas r,eotas proyectantes, ,es 

decir, los sin1ples Cn-1, C'n-1 están en distinto 'espacio pris­
mático Qn, Qm. 

Il) Dichos n-sin10s vértices están en el nl1S1110 rayo pro­
yectante, o sea: los simples cn_·1, C'I1-1' son secciones del mis­
mo 'espac10 prisn1ático Qn. 

En 'el éaso 1, los segundos prismas Q2' Q2'n colindantes por 
C1n-1, C' ln-l con los Qt, Ql'n que tienen signo +, tienen alnbos 
signos -, 'es decü:, induoen re! 111ismosigno len lel segundo (n ~ 2)­
pris111a Q2n- 2 que 'es cOlnún a a111bos (n -l)-prislnas Q211.

- 1, 
Q m-l 

2 • 

(*) A Y B son funciones lineales ele .V] x2 ••• ;1: n - 1 . 
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En el caso II el segundo n-prislna Q2 tiene bases C1
n- 1 , 

C/n-1 que por estar fuera del 'espacio prismático Qtn no in­
terrulnpen la continuidad del prilner prisn1a de éste, el cual 
tiene signo + y por tanto induce en Q2n- 1 signo +; mientras 
que en Qn ,el prisn1a Q2n linütado por C1n-1; C/n-1 tiene sig2" 
no - que no influye '811 los prislnas de Qn-1, por no tener en 
él cara de dimensión n -1 y -es :el siguiente Q3n con signo --¡-. 

el que induce signo + en Q2n-1, lo Inisn10que partiendo de 
Q'n. 

Como ,el razonalniento ,es recurrl8llt,e r,esulta que si hay 
coherencia de signos inducidos hasta Qrn- 1, la hay' tan1bién ,en 
'el siguiente Q/,+1n- 1 y por tanto en todos. 

Vean10s ahora que losprislnas finitos de signo ~ forn1an 
ún recinto si se incluyen los puntos de los prismas Qrn- 1 co­
Il1unes, pero se -excluy,en los puntos de las caras C,.n-1. Tal 
conjunto 'está formado desde luego, por puntos interiores y 
falta probar su coneXIOno 

Observalnos ante tüdo que cada prisIl1a tiene como bases 
dos caras C/1':"'1, C/1-1 de 8n- 1 y r'ecíprocament'e cada CaI~a I8S 
base de un solO' prisIl1a con signo 

Dos caras contiguas con una C,.n-2 con1ún, detern1inan un 
solo prislna (caso II) o: ',hi'en dos prisn1as con una cara C/1--1 
(caso 1). ' 

En am~bos casos, la Sluna de prismas cuyas bases son caras 
contiguas de $n-1 forIl1an conjunto conexo. 

COlno todo prisn1a tl<ene una cara de 8n- 1 y dos caras 
cualesquiera de 8n- 1 pueden consi~l,erarse COlno prim'era y úl­
tÍlna de una cadena de caras contiguas, cada una con la si­
guiente, r-esulta qUe; la sun1a de todos los prisn1as provistos ti,e 
signo -es un conjunto conexo que se llan1a interior a Sn--1. 
y análogalnelüe la suma de los que llevan signo + más lel con­
junto cümpl'elnentario del 'espacio prislnático ..E Q/1 .fonna un 
conjunto conexo que se llama exterior a 8n -1. 



SOBRE LAS CONICAS DE MAXIMO CONTACTO 

En lel número anterior de ,esta Revista,· Luis A. 8antaló 
publicó una solución -al Tteula propuesto N o. 29, ,en el que 
Be pedía la deteflninación de la excentricidad y del parám!etro 
de la cónica osculatriz le11 un punto ordinario de una curva ,plana. 
A continuación leXpOlleInOS otra solución de lese teIna, que di­
fiere de la anterior por la. elección de los paráuletros utilizados pa­
ra resolver la cuestión, y a la que agrlegamos algunas propie­
dades de las cónicas de lnáxÍlno contacto . 

• ,';J 

Sea M(x, y) un punto ordinario ·de una curva plana, que 
consideravemos afijo del número' z = x + iy. Si 'C; es, a su 
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vlez, el nÚlnero cuyo afijo es el foco F de la cónica de máximo 
contacto con la curva en lJII, será 

p e i (O)+CI.) 
z = ~ -L =-:--:;--­

J 1-k cos co 
.(1)-

si,endo p y k el paránletro y la ,exoentricidad, respectivamlente,. 
de: la cónica y ct Y co los ángulos que forman, rlespectivamlente, 
el eie de la cónica con lel e}e de las abscisas,y la semirreda 
. FM con ,el eje ae la cónica. 

Si se dif.erencia la (1) (ct, p, k, ~ constant'es) para elimi­
nar ~ 

d 
pzci(w+a) (l-kco.sco+iks lenco)d . '.\l, d 

z= co =CIU s 
(l-k cos co)2 

f5iendo ds el elen1ento de arco y -8' el ángulo que fornla la 
tangente a la curva en M con elej-e de las abscisas. 

D,e la ,últin1a fórnltl1a se deduce 

(1- k cos co)2 'ds = p (1+ k 2 - 2 k cos co )1/2 dco (2) 

y 

silendo 'Y un ángulo tal que 

sen ¡ 
-k sen co 

(3' 2 

(4) 

es decir: el ángulo que forma la semirr,ecta M F con la nor­
mal a la curva len 'el punto M. 

Si indicalllos, desde ahora ,en ad,elante, con ápices las deri- . 
vadas respecto del arco, t!endremos de la (3) y (4) 

, = k (k-cos co) co' = co' _ &' 
¡ 1 +lc2-2 k cos co 

(5)' 

y eliminando co' ,entr,e estas ecuaciones y' la (2), obtenemos 

&' = (l-k cos co)3 . = cos3 ¡ = ~ 
P (1+k2-2 k cos co )3/2 . P P 

, (6} 
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siendO' piel radiO' de curvatura ele la curva ,en M, y 

, k. (lc-cos 0)) el-k OüS O) ) 2 Ji: (ll!~COS 0)) , (7)" 
y = P (1+k2_2 k cos O) )3/2 = P (l-k cos 0)) . 

Introduzcamos ahora dos nuevos paránletros u y v dados 
por 

u=tgy; v=p y' 

y cünlü.M 'estará simnprle en un arco de cónica para el cual y. 
es cr,eciente será v >0. Die la '(6) se deduoe inniediatam'ent3 
el valO'r \ del parámletro p 

(8), 

mientras que si se introduoen u y v 'en la (4) Y (7.) se pbtiel1!B 

1-{1,2 
1-{o.: Cüs O) = -1--; 

-1Y 

y lelüninandO' O) 

,. ' 1-k2 
-ksmlo)=U--

1-v 

(9) 

Para deteflninar lüs valores de u y v parüendO' de los 
lelemlentos del puntO' M, consideremos, ante todO', .que tle la 
(6) Y ,de sus definiciones 

p' = 3 P tg Y cos -3 Y . y' = 3 u v 
C> 

mientras que si derivalnos u y v .obtenenlüs 

v . 
pu'=--=v(1+u2) 

.cos2 Y 

1 (1-k 2 ) k sen O) 
p v = pO)' (l-k cos 0)2 

p (1-k 2) ksen O) 
P (1+k2-2 k cos O) )1/2 

=_ U (1-k 2
). = _ u (1 ~V2) 

1+u2 

(10) 
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de donde 

I . . 2 
pp" = 3 p (u v' + Uf v) = 3 (v 2 - u2 + 2 u2 v2) =3 (v2 - u2) +3P'2 

y finahl1ente 

2 p'2 - 3 PP" = 9 (u 2 - v2 ) I (11) 

Siexpresanlos, finalmente, los valores de 00, a y ~en fun­
ción de u y v neganlos después de algunas sustituciones y, 
transforIuacioll'es a las fÓrIuulas 

pi z' 
z + (l-u i) (l+v) 

donde sustituüuos, ,eit). por z'. 

(12) 

(13} 

(14 '. J. 

Lasexpr¡esiones 8 a 14 perluiten resolver todos los pro­
blmuas relacionados con los elenlentos y ubicación' de la có­
nica d:e nláxüuo contacto en un punto M de una curva "plana. 

Así: losralor,es de los semiejes (cuando ¡existen) a y b Y 
de la distancia focal e están dados por 

p2 
--~ 

(1+u2) (1-v2)2 

" p2 b~= ---
1-1.¡;2 

p2 

y el segundo foco yel centro son afijos de 

pi z' -' 
~1 = z·+ (1+ u i) (l-v) 

pi z' (l+i u) 
~o = z + (1+u2) (1-v'2) 

(15) 

(16) 
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J'lespectivam,entle. La última fórmula nos da, además, una in­
t'erpr,etación geométrica- de p', pues de ella se deduce fácil­
miente que el ángulo 'Yo que fonna la normal 'en M con la se­
mirr,ecta que va de M al oentro de la cónica 'es tal que 

La fónnula (13) da una nueva interpretación gleométrica 
de los parámetros u (y v, COlllO nluneÍ'os proporcionales al co­
Beno y 'seno, r,especÍiva~nente, del ángulo formado por ,el 'eje­
de la cónica con la tangente :en el punto. Podemos obtener 
otra interpretación de v considerando sobre la normal Me el 
oentro de curvatura e y los puntos F' y F/l obtenidos levan­
tando desd~ los focos F y p,' las perpendiculares a los radios 
vlector,es. 

De la (14) obtenem0's 

It:-z¡ MF' CF' 
l+v-- =-.-=1-1

-

- p cos 'y -Me CM v=- (CM F') 

y de igual modo 

v= (C MF/) 

de donde;, ves, c0'n distinto o igual signo, la razón simple en·· 
tre ,el centro de curvatura, .el punto y el pie de la perpendi,cu­
lar levantada desde uno u otro de los focos, rlespectivamente. 
De aquí resulta la propiedad, ya conocida (1) de las cónicas: 
(CJ1F1 F'l)=-1, 'e~ decir: ,el grupo f0'rmado por un punto 

, 'de una cónica, el centro de curvatura y las intersecciones con 
la normal de las perpendiculares levantadas desd'e los focos a 
los radios vector,es, ,es armónico. En la, parábola, ,entonces, 
lesa intersección 'es el punto medio entr,e el punto de la cónica 
y ,el centro de curvatura. 

Entre los problemas que podrán -r,esolv,erse cón las fór­
mulas (8) a (14) podem0's considerar: 

(1) Es la llamada construcción de Engler para el centro de Cl11'Vatura. Véa­
E'e: L: MACK. Archiv. Math. Phys. 1 61 (1877) 385~ 
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a) Determinar la cónica 'de n~áximo contacto en un punto. 
Las fórmulas (10) y (11) con la condición v >0 permiten de­
terluinar siempre un solo par de valores u y v, con el cual 
se deterluinan todos los demás ;elenlentos de la cónica. Esa 
cónica s'erá ¡elipse, parábola o hipérbola, según sea k 52 1 o lo 
que -es lo luismo v 52 1. Eliminando II entre (10) y (11) esta 
condición se cumple para 

3 PP" 52 p'2 + 9. 

Si la cónica tiene centro, su ecuación r,educida será 

X2 y2 p2 

-1--1-u-.2 + -1---v-2 = -:-(l:---I--
l
----,:Z2-:-) 2=-(-:-:-1-_-v--C:-:2)-2 

y . si 'es parábola, ,ella es 

2- 2px 
y - (1+u2)3/2' 

Si el punto M de la curva es un vértice (p' = O) será 

u v= O y v2 - u2 =p~!l; ele donde: si p"! > O; u = O, v2 =p~"'; la 

cónica será elipse, parábola o hipérbola, según sea pp" 5 3 Y lel 
vértioe pertenecerá al ,eje de la cónica que conti,ene a los focos,. 

nüentras que si p" < O; v = 0, u2 =_P~!}, la cónica es siem­

pr'e 'elipse y 'el vértioe perteneoe al eje normal al anterior. 

Por ,ejenlplo en el vértice ele la catenaria y = a eh::! t,en­
a 

de donde: 

B'=O; p=a; p' =0; " 2 p=-
a 

2 re 
u=O,' v2 = -' a- - ~o=4,ai 3' - 2 

y la cónica de nláximo contacto 'es una ,elipse que,rleferida a 
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los l11ismos ,eJes que la catenaria, tiene por ecuación 

X2 (y-4a)2 
3a2 + 9a2 = 1 

de donde podel11oS deducir la siguiente expr,esión aproximada 
para 'el coseno hiperbólico 

Y---z2 eh z = 4 - 3 1 - () + 8 
. <) 

s~endo 

'" que puede aplicars'e al coseno circular cambiando z por zt 

Y-Z2 
cosz=4-3 1+'3+ 8 ; 

Z6 43 z8 

8 = 144- 6. 7! + ... 

b) Delenninar la cónica dte tmáxilno contacto perlen,e­
éiente a una fmniliá ,élcidade cónicas. Si se conooe uno cual-­
qu~era de los valor,es: p, k, a, b, c, ~, ~v ~o, que ¡en cada caso 
caracterizan una fm11ilia determinada de cónicas, 'ese valor con 
la fórlnula '(lO) permite determinar u y v. Por 'ejemplo, si 
Be trata de la fmnilia de parábolas (11:=1) de donde V'=1 y 
3u=p' 

27 PI '. 
P = ,(9+p'2)3/2 ' 

3 p i z' 
~=z+ 2 (3-i p')," 

Si, en cambio, se trata de la familia de hipérbolas :equi­

lát'eras (k = (2); 

u'~ ; Y9+ P"-1; 

3 p z' 
~o = z + p' +3 i" 

p 
3y'3p 

(9+p'2)3/4 
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En los casos alüerior,es ,el contacto lnáximo, 'es d:e tercer or­
d,en, pero si se fijan dos de los 8 valores ant'eriores, I8llÍonoo.s 
ese contacto \ será de s'egundo orden; por ej'eInplo: sea clet'~r­
lllinar :el parámetro de la parábola (k = 1) de máximo con­
tacto len un punto z y cuyo foco esté .el1 el origen ('~ = O) las 

fórmulas (8), (9) Y (14) da "fían fácihnente p= 8'~~. . 
I 

El caso ele la circunfer,encia (k = O) trae consigo u = v = O 
lo que ,exig,e p = p y a = b = p; z + p iz'. 

c) Detennirhar las condicion.ef; para que una cónica tenga 
un contacto de orden superior al ordinario. En .el caso general 
habrá que elinlinar p, k, u y v entre (8), (9), (10), (11) y 
una quinta ,ecuaciÓn obtenida por derivación. Hecordando que' 
p u' = v (1 + u2); P v' = - u (1 - v2 ) obtenemos, derivando la 
(11) 

p'p" - 3 p,p'" = 18 (uu' 
18 u v ,C) 

vv') = -- (2 + u 2 -v-) 
. p 

y eliIninanc10 u y v entra ésta y la (10) y (11) 

4 p' (p'2 + 9) = 9 p (p'p": pp"') (17) 

que es la condición para que una cónica tenga un contacto por 
lo m'enos de quipto orden. AdeInás !esta ecuación es la ecua­
ción dif.er,encial de todas las cónicas del plano. 

eOlll0 casos particulares tendríanlos: La condición para 
que la parábola de máxÍlno contacto (tercer ordén)· t'enga un 
contacto por lo lnenos del cuarto orden es 

3 pp" = p'2 + 9. 

La condición para que la hipérbola equilátera de lnaXlmo con­
tacto (tercer orden) tenga un contacto por lo lnenos del cuarto 
orden es 

3 pp" = 2 {p'2 + 9) 

y, por último, negamos en ,el caso de la circunf'erencia a la 
conocida condición p' = O para que la circun:Der,encia de lnáximo 
contacto (segundo orden) tenga un contacto por lo lnenos de 
t,ercer orden. . 
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Por lej'emplo ,en la catenaria para la cual p'2 +9 - 3 pp" = 
S2 

= 3 - 2 <) se· tendrá que la cónica de máximo contacto 'es una a .. 

elipse, parábola o hipérbola, según sea S25 ~, a2 y por lo 

3 
tanto 'en los puntos para los que S2 = 2" a2 la parábola ele má-

ximo contacto tiene un orden superior al ordinario. 

Consider,enlos ahora la variación respecto de s, de p, k, (j, 

, u'v'-u' V 
"\i t;. De (13) obtenemos a' - &' ... (pa' - 1) (u2 + v2) 
.J u2+V2 

= P (uv' - u'v) y sustituy1endo. en (11) los valores de p' y p" 
deducidos de (10) 

p' = 3 uv; p" =3 (uv' + u'v); 2 u2V 2 = u2 - v2 +R (uv' + u'v) 

de donde 

pa' 
pUf =-- (u2 +v2) +v (1+ u2) 

2v 

pa' 
p v' =- (u 2 + v2) - u (1- v2) 

2u 

Derivando las (8), (9) Y (14) Y eliminando u' y v' se' ob-
tiene 

, _ 3 p a' u (U2+V2 ) 

P - 2 V (1+u2}5/2 

k' = a' (U2+V2) [u2 (u2 + v2)+(1+u2) (V2-U2)] 

. 2 U V (1+u 2 )2 

~'= p a' z' (u 2
+V

2
) (u-i v) = es' .ei 3':l , 

2 u V (l-i U}2 (1+v)2 

siendo () ,el arco de hl curva, lugar del foco de la cónica de 
máxÍlno contacto, y &1 el ángulo que forma la tangente a esta 
curva con el ej-e de las abscisas. 



-105-

Será rentonoes 

, I ,p a' (u2+V2)3/2 I 
(J = 2 U V (1+u2) (1+v)2 

B-1 =2(B- +1')-a o 

y t,enieildo en cuenta la (3) 

o 

es decir que la tangente a la curva, lugar del foco, es bisrec­
triz interior o ext,erior del ángulo formado por la senlirrecta 
MF con la dirección del reje de la cónica. 

Observalnos además que si a' = 0, se anulan talnbién p', 
k', 'C,' Y por tanto (JI, 10 que significa que ,esos puntos de la 
curva, lugar del foco, son singular,es. Es fácil demostrar qUre 
para esos puntos la cónica tiene con la curva un contacto de 
orden superior al ordinario. En ,efecto de (10), (11) Y (13) se 
deduce 

3 
p' = 3 uv = 2 se!n 2 ( a - B) . (u 2 + v2) 

y derivando 

),2 p'2 - 3 pp'" 7= 9 (u 2 v2 ) cos 2 (a - B') 

6 p' 
tg 2 (a - B') = 2 '2 3 " p - pp 

, '_ ') (, 1 _ p" (2 p'2:-3 p p")-p' (p' p"-3 pp"') 
2 (a - B-) - t..J a -p) - 6 36'p'2+(2 p'2-3 pp")2 

se obtiene 

a' _ . 4 p'(p'2+9)- 9 p (p'p"- pp"') 
p - P 36 p'2+(2 p'2--3 pp")2 

que de acuerdo a (17) demuestra la propiredad enunciada. 
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Para ter11linar consideremos C01110 ejel11pIo 'el caso de la 
espiral logarítmica, cuya ecuación escrlbirmnos ém la fon11a 

z = S Ci()S a ~~ i tg al. s cos a 

siendo s el arco y a una constante. Derivando se obtendrá 

z' = eitl- = e i (o. -1- 115 al. s cos 0.) , 1. p"l" = O 
P = lo' a ' o 

y por 10' tanto los valores de u y v serán constantes, y las 
parábolas de 111áxin10' contacto, así 001110 las cónicas de lná­
XÜ110 c0'ntacto (elipses) tendrán, en virtud ele las (14), (15) Y 
(16) sus oentros y focos sobre una espiral logarítm.ica idéntica 
a la curva elada, de 111anera que con Be7~7wulli. puede repetirse 
«'eadem. 111utata resurgo» • 

Nota. - El Profesor Terracini nos hace observar que la 
propiedad relativa a la -espiral 10garítInica puede pr-evers-o, 
con10' suoede con otras propiedades análogas, debi~o a que la 
curvaadnlite un grupo 00 1 de seInejanzas en sí n11S1na, y que 
por 10' tanto lo 111ismo ocurr-e con la' curva lugar de! foco ele la 
cónica de úláXÜ1lO c0'ntacto, de l1lanera que una cualquiera e 
deeslas curvas es una curva lV (de Klein-Lie) con respect0' al 
111is1110 grup0'. De acuerdo con propiedades generales de las 
curvas lV las h01110'grafías que tienen unidos los 3 puntos fijos 
de dicho grupo (polo de la espiral y puntos cíclicos) int,ar­
cambian las curvas }V invariant'es por· -el grupo; luego e es 
s-emejante a la espiral y por consiguiient-e igual. 

J osé'Babini 



CUESTIONES EMEl\1ENTALES BE SUELTAS 

13. Es bien conocido el problema llamado de los tres 
pueblos y las tres fuentes: Dados tres puntos A, B, e y otros 
tres A', B', e', del rnismo plano, es únposible ,trazar desde 
cada uno de los prÍlneros a cada uno éle los segunaos un arco 
tal que los nueve arcos no se corten en ningún, punto distinto de 
los seis dados. Se propone derrwstrm' que en 'la superficie tó­
rica .Y tCllnbién en el plano proycctivo y en el anillo de ]JIoebius,. 
el problerna tiene siempre solución. ¿ Qué sucede si en vez de 
la segunda terna se da una cuaterna 11', B', e', D'? 

Solución. - Es s'encilla la den10stración de que lel ya clá­
sico probl'en13. es imposibl,e len lel calupo euclídeo; 'en 'efecto. 
liguemos dos pueblos y dos fuentes: 

con esta operaClOll ha quedado dividido -el plano en dos zonas: 
1 y 2. La situación, del pueblo y fuent'e r,estantes üfr,eoe dos 
posibilidades: colocar un pueblo (fuente). 'en 1 y la fuente 
(pueblo )en 2, en CUyiO caso es posible unirlos a los yaexis-
11entes, luas no entr,e sí; y disponerlos, pueblo y fuente, len una 
nlisma r,egión '(1 Ó 2 indistintan1ente). Para ello UnalTIOS pri­
n1 1ero la fuente a los dos pueblos, el plano ha quedado subdivi­
dido en tres regiones, cada una de las cuales tiene cOlTIunica­
ción sólo con dos fuentes, por lo que en cualquiera de los tres 
recintos que pongan10s el pueblo restante sielupre quedará en la 
imposibilidad de unirse con una fuente. 

Siendo" la superficie esférica bilátera, al igual que el 
plano leuclídeo, el problema planteado sobre ella car,ece igual­
miente de solución. 

En calTIbio, len las supe:r:ficies uniláteras, como el plano 
proy,ectivo, o el anillo de Moebius les posibl'e cUlTIplir con las 
condiciones del enunciado, COlUO se ve en las siguientes figür.as. 
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F 

El lnismo ,enunciado admite solución en las superficies 
uniláteras . nOilnbradas aún para cuatro pueblos (fuentes) y 
tries Iuentes (pueblos). 

Para cuatro pueblos y cuatro fuentes deja de ser posible 
lel problelna. tanto en el canlpo pr0Y'ectivo como 1811 el anillo 
de Moebius, pero la denlostración de este hecho (asÍ como 
talllbién para el caso cinco y tres) dará tema, junto a otras 
cuestiones, para un futuro artículo. 

Juan C.· Grimberg 
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J"ULIO PALACIOS, I?~t}'o(htCción a la Mecánica Física. Un vol. de 490 
págs. l\'Iac1ric1, '1942. 

Es fácil hacer el elogio de la Introducción a la Mecánica Física, de Julio 
Palacios, publicada en MadTid en el año 1942: se trata de una obra densa, de 
material abundante, útil para lectura de matemáticos, físicos, químicos, inge­
nieros, (y ya es citar bastantes gremios) por el equilibrio de sus distintas 
partes y por el enfoque de la Mecánica que lleva al lector, sin esfuerzo, desde 
la especulación matemática hasta los dominios de la técnica. 

Es claro que Ulla obra destinada a tantos lectores podría, en una primera 
lectura somera, ponernos alerta contra Ulla superficialidad o una hibridez no 
tolerables en obras de su género. Pero tal prejuicio 110 subsiste a medida que 
se la lee detenidamente. 

El profesor Palacios expone en un prólogo la intención que le ha llevauo 
a escrihir su Mecánica y la justifica plenamente. Obra y prólogo se confirman 
y hacen lógica su aparición. 

Los propósitos son c1aros. Se hacía necesaria una Mecánica, en idioma 
castellano, que, sin el pesado mecanismo matemático, diese, a los que desean 
adquirir una base física, un conocimiento cualitativo de los fenómenos: por 
descripciones, por imágenes, por enuneiación de leyes' y principios. Faltaba una 
Mecánica por imágenes, es decir, para el profesor Palacios, una Mec~nicaFÍ­
sica, opuesta a la Mecánica Racional, que convierte el bagaje en andamiaje 
de la construeción matemática que halla su finalidad en ella misma. 

Esta urgencia por el conocimiento de la Mecánica se explica por la con­
cepción unita,rja de las ciencias. Los esquemas mecánicos han sido modelos en 
todas las ramas ,de la Física y en todas las ciencias positivas. Por lo tanto la 
Mecánica debe ser base sobre la que se apoyen totalmente los estudios de la 
Física. 

Por otra parte, esta posición & no está impregnada de un sentido histórico 
de la ciencia, ya que hasta mediados del siglo pasado disponía sólo de la Me­
eánica para interpretar el universo inanimado ~ Helmholtz, en el siglo XIX 
concretó: Es posible describir todos Jos fenómenos físicos en términos de Me­
cánica. Además, como para conocer profundamente una ciencia, se debe conocer 
su historia y estudiar la evolución de sus teorías, para conprender Física se 
debe estudiar primero Mecánica, ya que sólo en los últimos cien años se agre­
garon esquemas distintos a los mecánicos para explicar los fenómenos naturales. 

Para adquirir rápidamente el dominio de la Mecá~ca, el profesor Palacios 
toma el camino más corto; hace lo que él llama un libro intuitivo, es decir, 
enseña la Mecánica esencialmente con imágenes y en lo posible elude las ma­
temáticas. 

y para justificarse hace un elogio dé la intuición (posición muy de la 
época), tal vez algo discutible. 

Es cierto que la Física debe enunciar las leyes generales, de las que se 
deduzca la imagen del universo, respondiendo a la necesidad de aprehender la 
realidad y a la creencia en la armonía intei'na del mundo. Para lograr esta 
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meta, el pensamiento se ha lanzado sob1'e una doble vía: la lógica y la intui­
tiva, pretendiendo por amb~s reducir, la variedad sensible, que es cambi~ y' 
Tepetición a lo permaneute y necesaTio; convertir lo superficial en vertical, el 
fenómeno en ley. 

y es cierto también que para hacer ciencia "es cualidad primera la pro­
piedad de pensar vagamente" y que no hay camino lógico para el descubri­
miento de las leyes elementales. Sólo la intuición "cierra el circuito galvánico 
del pensamiento' '" como decía Hamilton, y, ayudada por el sentido del orden 
oculto detrás de las apariencias, logra los descubrimientos que, según dice el 
profesor Palacios "casi todos los que no se deben a la casualidad SOn frutos 
de la intuición". 

Pero nos parece excesivo que 'considere a la intuición como el método ideal 
de investigación para los seres humanos en tanto que los libros 'de Física se 
escriban para ellos y no se "deslmmal1'ice" esta ciencia. En primer, lugar, 
porque el pensamiento humano, puesto a resolver el conflicto dramático creado 
entre la realidad y su necesidad de comprenderla, crea teorías, siempre cam­
biantes, para acercarse asintóticamente a esa realidael. ya veces explica, para­
dojalmente, una realidad que no es precisamente la sensible. Como sucede con 
la Relatividad Generalizada y la Mecánica Ondulatoria. 

y en segundo lugar porque, y pese a todas las opiniones en contrario, 
existe la Física "deslllunanizada" o la que se pretende llamar ele esa manera. 
Acabamos de citar dos ejemplos. 

Creemos que 1:1 Mecánica no puede perder su contacto con la realidad y 
que lo que OCUlTé es qüe debemos habituarnos al manejo de nuevos aSl)ectos 
o aspectos diferentes de los que nos había habituado la Mecánica Clásica. Las 
Mecánicas nueyas al pretender explicar la realidad, parecen ocuparse más bien 
de mundos extraños y diferentes a 10 real; privadas del privilegio de la intui­
ción recurren únicamente al, lenguaje matemático y luego, siguiendo un meca­
nismo' diferente al de 1:1 Mecánica Clásica il1terl)retan y' ¿ , humanizan" las 
funciones que usaron en sus desarrollos. N o es otra cosa. 

Si no queremos considerar este aspecto extremo de las Mecá!lÍcas nuevas, 
que proscriben la intuición como medio de conocimiento y 110S atenemos a la 
Mecánica Clásica, nos parece peligroso reservar a la intuición plenos derechos, 
confinando a los métodos matemáticos en los tratados de Mecánica Racional. 

La intuición sóla no puede explicar hechos compatibles con las leyes me­
cánicas. Tomemos un ejemplo del libro del ,profesor Palacios. En la pág. 272, 
a propósito del movimiento del giroscopio dice: "los movimientos del giros­
copio tan contrarios a la intuición inmediata, se hallan completamente de 
acuerdo., y son los únicos compatibles, con las leyes de la Dinámica' '. 

y en la pág. 321, en el Capítulo XXII, al tratar el fenómeno de Venturi, 
dice: "resulta de lo que precede que, en contra de lo que Íl~dica la intuición, 
en un tubo recorrido por un líquido en régimen permanente, la presión es me-
1101' en las angosturas, ... " Podríamos citar otros ejemplos. 

Por eso el profesor Palacios, que no deja de comprender el peligro de 
hacer una Mecánica Con un máximo de imágenes y un mínimo de conocimientos 
matemáticos, inicia al lector (y para ello ha intercalado en tipo de imprenta 
más pequeño los pertinentes desarrollos) en el manejo del instrumento mate-
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mático útil' para justificar los conocimientos y prevenir los posibles errores de 
la intuición. 

El libro, dividido en cinco grandes partes: Mecánica general, Metrología, 

Mecáliica de los sólidos, Mecállica de los fluídos y Acústica, trae una exposi­

ción previa, del Cálculo Vectorial, Cálculo Tensorial y Vectorial Infinitesimal, 

indispensable para la deducción lógica de las leyes. Dedica especial atención 

al estudio de las magnitud,es complejas que el estudioso podrá aplicar más 

tarde en la Acústica, Optica y Electricidad. 

Esta coúcesión al método lógico o matemático pone en evidencia que por 

razones de criterio exclusivamente pedagógico se puede adoptar Con l"Ígor uno 

sólo de los métodos, el intuitivo o el racional para el conocimiento de la Me­

eánica. Y que ésta, aunque Física, necesita del puntal matemático. 

No puede ser de otra manera, puesto que la realidad Física está com­

puesta de dos dimeúsiones: la intuitiva y la racional. La teoría m?-temática 

viene a ser un pensar 16 intuído y la intuición a su vez, impic1e el confina­
miento de ]a pspeculación física en b esfera abstracta de lo racional. Las dos 

fOl'lnns del conoc:imiento no se alejan mla de otra; por el contrario se inte­

gran fecul1dnmel1te. En ]a Mecánica, como en toda otra rama de la Física, la 

descripción del fenómeno es afianzada por el desarrollo matemático y éste a 
su vez' cobrn' sentido en cuanto es bnse de un hecho físico explicado o a expli­

cnl'se. Si lns JVr ecfmicas Fisica y Racional parecen desplazarse sobre métodos 

esenci:Ümente distintos, en realidad corren paralelas como ríos generados en la 
misma fuente y de común dGseml;JOcadura. Infinidad de aflnentes atraviesan 

de uno a otro Cl11'iqueciendo con sus aportes los contenidos propios de uno y 
otro río. 

Pero la Mecúnica Física no n bnndona el fenómeno, se atiene a lo existente 

y cQJ1tempb su aspecto ~'físico", es decir el que toca a nuestros sentidos y. 
explica lluestra inteligencia. Por eso, pedagógicamente, la Mecánica Física 

es base de toc1:~ ]a Física. En cambio, ]a Mecánica Racional, dice el profesor 
Palncios, tiene un cal'(¡cter lllatenütico con el que adquiere ,'e gran elevación 

y belleza los ostudios 11106111icos y tienen ya en sí mismos su razón de ser: 

son un fin y no un medio". 

El tratado del profesor Palacios cumple su propósito; es una Mecánica 

Física, muy útil para 10R que desean iniciarse en ~![ecánica. Los primeros capí­

tulos, estrictamente matemúticos, proponen ejerCicios, trae temas diversos, abor­

da una c:mtidnd de cuestiones de actualidad. Por ejemplo, el cinematógrafo 

sonoro ~' las apEcaciones a la mecúnica de guerya. Da noticias sobTe experien­

eins de los últimos nños, como son las realizadas en el año 1941 COn ultTa soni­

dos que aetúan sobre })nrtículas de humo. 

Los distintos cnpítulos de In obra nO estan tratados con igual criterio y 

se los puede separnr en tres grandes grupos. 

En uno se incluyen los capítulos que se ocupan de la descripción de los 

fenómenos y enunciado de leyes y principios. Tales son los capítulos dedicados 
a la, Cinemútica "geometría en la que interviene el tiempo", lazo de unión 

entre el Cálculo y la Dinámica donde "ya se entra en el terreno propio de 

la Física"~ dinámica del punto material, la Estática incluí da en la dinámica, 

los distintos movimientos, la estática del sólido' indeformable, el trabajo, la 

energía y el principio de los trabajos virtuales. Quedan incluídos también: 
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la dinámica de los sistemas materiales, el movimiento de un sólido rígido, la 
graveda.d y sistemas bajo su influencia, la gravitación universal y el mecanis­
mo de sólido: rozamiento y elasticidad. Y el capítulo de gases. 

La Mecánica de Flúidos es tratada con criterio empírico o matemático, 
segun lo exija el fenómeno para no incurrir en error; por ejemplQ se deduce 
la fórmula de Laplace. De igual manera se' tratan los distintos capítulos de 
Acústica. Se estudian: los movimientos ondulatorios en los flúidos homogeneos, 
la propagación de ondas planas, ondas esféricas, reflexión y refracción y ondas 
estacionarias, movimiento ondula torio en los sólidos, audición y ultrasonidos. 

En el segundo grupo se pueden reunir los capítulos dedicados a los desa­
rrollos exclusivamente matemáticos; como son: los pl'Ímeros capítulos dedica­
dos al Cálculo, y más adelante, la mecánica analítica, el movimiento relativo 
donde se incluye el Principio de Relatividad Restringida expuesto a la manera 
clásica, un reslll?-len del cálculo ,de errores, estudio tensorial de la elasticidad, 
movimientos pendulares amortiguados y giroseopio. En la Mecánica de Flúidos 
se estudia teóricamente:' los remolinos en líqllidos y gases y movimientos de 
sólidos en el seno de un flúido. y en Acústica, se desarrolla la teoría de los 
resonadores e impeclancia de los tubos' acústicos. 

Y, finalmente, separamos los capítulos dedicados a -la téc~lica o de prepa­
ración para ella. Son los que se ocupan de: mecanismos; instrumentos de me­
dida, aplicaciones del giroscopio: a los proyectiles, torpedos, aviones y pilotaje 
automático, estabilización girostática de barcos y vehículos monocaniles. En 
Hidráulica se ven las aplicaciones a las bombas, turbinas, sustentación de aero­
planos, hélice, autogiro. Los últimos capítulos, exclusivamente técnicos, se dedi­
can a la Fonotecnia: micrófonos, bocinas, producción de señales acústicas y 
sus aplicaciones a los fonolocalizadores aéreos y submarinos, sondeos acústicos 
y localizaCión de piezas de artillería, ondas producidas por armas de fuego 
y cinematóg['afo sonoro. 

CECILIA MOSSIN KOTIN 
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---
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