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CALCULO ALGEBRAICO DEL ENDECAGONO
REGULAR

por SErRGIO SISPANOV

El lado a;; de un poligono regular de 11 lados inscriplo
en una circunferencia unitaria, propuesto como tema de estu-
“dio (*), se determina por las férmulas trigonométricas

s - o
a4 =2sen — = 2—2cos=—.
H 11 ﬁ 11

Para pasar a la expresiéon algebraica del misma, se intro-
ducen la compleja

s 2n . n 2n
T =008 77 F-isen 77
y su conjugada

on . 2n
=08 == —1lSen -——

11 11°
\,

. . 27
cuya suma vy es igual, evidenlemente, a 2cos —. esto es,

~x—‘~1 —2cos'2—1T
y=rar= i

La expresién anterior para a;; toma la forma
a =V2—y. ' 1

La compleja x es raiz de la ecuacién de la divisién del
circulo

Xyy=a204-29+4 .. . 42+1=0

(¥) Tema 43, vol. IX nam. 1, pag. 38.
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que después de ser dividida por x° se convierte en

(x5+wi5) + (x-rj*-i)+...+(x--%—%,)+1=0-

:;cd:
Teniendo en cuenta las relaciones

1 o 1 1
x'i'?:y: x~+;§:y2“2) $3+53§:y3_3y,

1 o1
w4+ﬁ~:y4~w4y?+2. x? 5g::y5—5y3+5y,

que todas se deducen facilmente de la primera, podemos rve-
presentar la ecuacion obtenida bajo la forma

Yy =4y =3y 3y +1=0 (2)

lo que es una ecuacién ciclica irreducible en y.

Para su resolucién es necesario adjuntar al dominio de
racionalidad dos radicales cuadrados, los mismos que figuran
en la expresién para la raiz primitiva de la unidad de 5° gra- -
do, y un radical de indice 5. -

Todas las raices

)
yie=a%+ z*=2cosk -17% (=1, 2, 8, 4, b)

de la ecuacion (2) son reales y por consiguiente, conforme al
b 7 . . .
teorema de Kronecker, el tGltimo radical adjuntado debe tener
ineludiblemente un valor complejo.
Se sabe que para la ecuacion general de la division del
circulo

Xp-——xp—l-]—xl’“i’f}. x4+ 1=0,
.siendo p=2n+1 ntmero primo, la cantidad
y=x-+x1,

que no es sino un periodo 2-membre de Gauss, se delermina



por la férmula
j=n—1n
ny=—14+ 3 Vw(el)
j=1

en la que
2n . 2n
e=c0s —--isen —
n T n

es raiz primitiva de la unidad de n-simo grado y

h==n-—2

w(e) = p. Iy (9).

Las funciones ¥,(e) se encueniran mediante las relacio-

nes de Cauchy y Jacobi, y tienen la siguiente forma
p=p—2 _
]‘bh(c) —_ 2 gind. L — (h-}-1)ind. (11_—}-—1)_ (4)
pe=1
En el presente caso
p=11 y n=5,
y las formulas generales nos dan
(5)

) by=—1+- Vw(e) + Vw(e?) + ]/10(83) + Vw(sél).
La raiz priniitiva de la unidad de 5° grado y sus poten-

cias sucesivas se determinan por las relaciones:
(—1+V54+iV10+215)

€ =c0s72° + isen720 =

(—1—=V5+iV10—215)
(6)

€2 = 08 1449 + i sen 1440 =
(—1—V5—iV10—2V5)

NTERFNE N

£3=cos 216° - 1 sen 2160 =
g4 = cos 2880 -} i sen 2830 = L-i (—1+ Vs —il10+ 215)
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o lo que es lo mismo

az?ﬂ_u V5). (1+iV5 L 25)
- — L (14 V5). (1 iV5—215)

g3=_%(1+ V5). (1+iV5—275)

=N

stm o (— 1+ 15) . (1—iV5 1 276).

La raiz primitiva ¢ verifica a las siguientes igualdades
ef=1 y e4e?4edfet=—1 - (7)

a que vamos a recurrir con frecuencia en adelante.

Teniendo en cuenta que el producto (3), que se compons
de 8 factores, el 20 factor se deduce del 1° elevando al cua-
drado su argumento y que los factores equidistantes del origen
y del extremo son iguales, es decir, que

bo(e) =%4(e?) y  y(e) =¥i(e),
podemos escribir /
w(e) =11b;2(e) . by (e?).
Cambiando sucesivamente ¢ en €2, €3, €4, y disminuyendo
las potencias de & mayores que 5 con auxilio de la primera

de las igualdades (7), deducimos de la tltima relacion las si-
guientes: '

w(e?) =11 %(e?) . by(sh),  w(e3) =1L %(%) . by(e),
w(et) =11$,2(et) . by (e3).

Si para abreviar la escritura pondremos

11’1(8) = ’4’1, 1I’1(82) = ‘I’z, 1@1(33)‘ = ‘1’3, ¢1<84> = ‘1’4
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w(e) =w;, w(e?)=w,, w(ed)=w,; w(et)=uw,,
resultan

Wy = 11 ‘-b12 Yy,  Wy= 11 ¢22 Ib4’
(8),
wy=110.2%,,  w, =112 ;.

Necesitamos unicamente la 12 de las formulas (4) que
toma la forma

Pp=9
Py =3 gindp —2ind(H1), (9)
p=1 ‘
Las funciones ,, 15, 1, se’ obtendran de la funcién
Y, sustituyendo € por sus potencias sucesivas €2, €3, ef,

Para hallar ¢; adoptemos g=2 por raiz primitiva del ni-
mero primo p=11 y formemos la serie de congruencias por
moédulo 11

20=1, 21=2, 22=4, 23=8, 2¢=5,
26=10,20=9, =7, 28=3, 29=8.

De conformidad con la relacion (9) se construye la si-
guiente tabla :

pll1,213/45[6|7]8|9]10

indp{ 0 1|8 249|783 615

indp(mod5)| 0 11 /8 2|4 4 2 3|1]|0
ind(p+1)| 11832, 4/4]2!3;1]0
2ind(p+1)1 2 1 | 4/313]4 1210
indp—2ind(p+1)[ 3|0 | 414 101 (1|1




89 _
La ultima fila de la misma nos da
b, =2+f4e+fed2et=2e—2e2—¢d

lo que se comprueba facilmente con auxilio de la 22 de las
igualdades (7). ;

Reemplazando & por &2 y disminuyendo las potencias de
e mayores que 5, en virtud de la 12 de las igualdades (7), en-
contramos

by=—e-F2e2—2¢t,
Siguiendo este procedimiento podriamos hallar también

Pg=—2e4 263 —gt

N 1b¢:'“82—283+284.

Multiplicando ¥, por ¥y, y el resultado otra vez por <,
con ayuda de las relaciones (7), vamos a tener

b, b, =10¢+ 6621263 4 et

1?12'~I72=6€—[—41€2+1683+26€4.

Si esta expresion se introduce en la 12 de las formulas
(8), se obtiene

wy =11 (644162 + 16 €3 4 26 e4). (10)

Cambiando aqui sucesivamente € en &2, €3 y & se llega a
las expresiones para wy, wy ¥ w,.

Haciendo uso de las igualdades (7) no es dificil deducir
varias relaciones auxiliares, utiles para los calculos posteriores.

Si se multiplican, por ejemplo, ¥; por b, y ¥, por
b,, resulta

by by =Py by =11. (11-}.
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Como la compleja ¥, es conjugada a la compleja ¥, y
la ¥; a la ¥, entonces para su médulo tendremos

[bj|=T11.

o

De una manera aniloga, multiplicando ordenadamente la
12 de las relaciones (8) por la 42, y la 22 por la 32, vamos a
tener para el médulo '

wy=(V11)5.

En ambos resultados el subindice j pasa por la serie ae
valores

1, 2, 3, 4.

Ahora se puede representar la expresién (5) bajo la forma

5,‘), =14 V;Z)—l -+ ]7;2 - f@) -}~ 17{;4;, (12>.

siendo

Vi, = VI1T 0,2 by, Viog = VIT 2 4y,

%

Vg = V11 6g2 by, Vio, = V11,2 b,
Los cuatro radicales que figuran en la féormula (12) no

son independientes. En efecto, teniendo en cuenta las relaciones -
(11) es muy facil comprobar que

Vw,. (og)2 =115 Vaog. (Va2 =110,

Vg Vo2 =110;,  Vaog: (V)2 =110,
y ademas

Vioy . Vi = Vi, Vioy —11.



Valiéndonos de estos resultados podemos atribuir a la ex-
presién (12) la siguiente forma

11 1]91
(Vwy)?

By=—1+Vuwy+ 24 (Vo) + +

wy

o bien la forma abeliana

5 4 2 5
5y —— 1 Vi - 54 (Voy)2 + 2004 (Voo 12508 (Vi s,

En ambas formas figura un solo radical de indice 5,
cuyos distintos valores conducen a diferentes raices de la ecua-
cién (2). Las férmulas generales seran:

5yi=—1-eb Vi, +e2t. Vg 3t Vapy et Vi, =

I1v i_

1+4t

(/w1)2 1/w1

=_1+sl,]7{bi+g2‘ 1_4( )°+e3z

—— 1ot Ty et B8 (V)2 ¢
et 290 (oyyo o PRE (Vs
(1=0, 1, 2, 3, 4). '

De ellas nos interesan exclusivamente la primera que de-
termina la raiz y=y, en una forma maés sencilla, simétrica y
comoda para los calculos.

Despejando y y sustituyendo, luego, en la expresién (10)
para w, y en las otras similares para w,, w;, wy, las potencias
e, €2, €3, 4, por sus iguales (6) resulta

y= % (=14 Voo - Vi Vg + Voo, (13)



en donde

|

wy =

— 85

wy = (89— 2515 —20iV 10+ 2/6 4 25V 10— 2 V&)

w2=%{—89+25V5~20iV10—2V5—25iV10+2V5)

w, = %(— 89+25V5+-20iV10—215+25iV104-275)

4

o lo que es lo mismo

wlz%[ﬁsg—zsl/ggsi(fi“—l/g) V5 —25]

Wy == % [—89+25V5—5i(71V5) V5-+275]

I

Dl-89+2515+5i(7+V5) V51 275)
1

w3

[y

w, === [—89—25V545i(7—V5) V5—215].

4

11(—- 89—25V5+20iV 10425 —25i110—2V5)

(14)

Entre los, radicales cuadrados que figuran en las igualda-

des (14)

existe la siguiente relacion

V5—215. V5 L2)5=15.

Reemplazando en la expresion (1) la cantidad y por su
igual (13) llegamos a la férmula definitiva

= |/ (21— Vo Vo Ty V.

(15)

Comprobemos numéricamente el resultado obtenido. A este
objeto calculamos, primero, valores numéricos de

89+ 2515 =144,901701; 5 (7—V5) = 23,819660;

V5 — 215 =0,726543
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89— 2515 = 33,098299; 5 (7-+V5) = 46,180340;
V5 4215 =3,077684.
Luego, por las relaciones (14) encontramos
w, = (Vﬁ)5 .(cosa-isena), w,= (V1_1)5 . (cos B+ tsenp),
ws == (Vﬁ)5 .(cosB—isenB), w,= (Vﬁ)5 . (cos a —isena),
siendo «=18604838"6 y B=256°53 2”—1'” 0.

Extrayendo raices se obtienen
VE; —111. (co»s -(51 +1isen g) ,
&

3

V"zb; =11, ( cos 5 + isen

U“T.o

),
)

UT‘@

Vi, = V11 (coséi —1isen

Vﬁ: V11. (cots—5(Ji f—iseng),

en donde

S ooroaras y _g_ — 51022417 4.

De manera que

)

V
=2.3,316625 . 1,418993 =9,412536.

wy -+ Vg + Viog 4 Vo, =2 V1T (cos & +cos ) =

Por la féormula (13) hallamos

y=1,682507 . ..

@
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Para determinar a,, calculemos primero la expresién

5 5 [

(11 — Vw; — Vewy — Vg — Vaw,) = 0,317493.

c.n\ =

En virtud de la igualdad (15) vamos a tener
a,; =10,317493 — 0,563465 . . .

Los calculos trigonométricos directos nos dan

y =2 cos 2990 =2 cos 320 43' 38" 2.

=2.0,8412535=1,682507 . . .

4y =2son 150" =2 s0n 160 21/ 49" 1 =

=2.0,2817326 =0,563465 . . .
Hagamos constar de paso que el valor
a3, =10,5636. ..

hallado por la férmula aproximada

u 4 11m2-12
mTm " Tm244

haciendo en ella m=11, no difiere mucho del resultado méas
exacto recién obtenido.
Las sumas

e
Y= -

fueron introducidas en la teoria de la division del circulo por
el matemadtico francés N. Vandermonde en el aiio 1770. Para
el poligono regular de 11 lados ¢l encontrd
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y=— 5 L+ VE V& 4 VA7 4 Va™),

siendo

w="1(89 25155V —5+215+45V—5—275)

A":%(89+25 V5+5V_51215—45"—5_2V5)

Afff:%(89—25 V5—5V_512V5—45V_5_215)

Arw:%(gsa—% V5+5V—5+215+451—5—215).

Comparando estos resultados con las igualdades (13) y (14)
vemos que las expresiones para A’ y A” son erréneas.

Tampoco son correctas las féormulas para w e y obtenidas
por el Prof. Paul Bachmann en su libro «Die Lehre von der
Kreisteilung» (pag. 98).

Sergio Sispdnov

Asuncion, Paraguay.




TEOREMA DE JORDAN PARA LAS VARIEDADES
POLIEDRICAS CERRADAS

por J. REY PAsTor

El interesante articulo del profesor Beppo Levi en las
«Mathematicae Notae», ha puesto de actualidad el viejo proble-
ma de la divisién del plano por una curva cerrada de Jordan y
por ende la generalizacién de Brouwer y Lebesgue para el es-
pacio E,, cuyas demostraciones no pueden considerarse como
satisfactorias, por presentar puntos oscuros a través de su largo
desarrollo. Entendiendo que el principio de economia de pensa-
miento aconseja preferir aquellas demostraciones de Geometria
plana que sefialan el camino para extenderlas a los espacios
pluridimensionales, expusimos hace afios en nuestros cursos
una demostracion del teorema de Jordan para curvas planas que
podria ejxtenderse a E,. Mucho maés sencillo es naturalmente
el caso de poligonos planos, para los cuales dimos una breve
demostracion que sin dificultad se extiende a las variedades
poliédricas cerradas de cualquier ntimero de dimensiones; y al
informarse de ellas el profesor Levi nos hizo el honor de suge-
rirnos su publicacién.

Existiendo, como es sabido, demostraciones del teerema ge-
neral relativo a las variedades curvas, que presuponen conocida
la demostracion para las variedades poliédricas, y no siendo
satisfactorias las existentes, serd quizas util acceder a esla
exhumacion de nuestros viejos apuntes de clase, por si sugieren
el camino para abordar el teorema general de Brouwer y
Lebesgue.

Quienes crean problema demasiado sencillo el abordado
en esta nota y supongan la existencia de alguna satisfactoria so-
luciéon ya incorporada a los textos, haran bien en estudiar las
nada simples ni breves demostraciones de B. Levi en Math.
Notae (1941) o la de H. Hahn en Monatshefte (1908) relativas
al caso del poligono plano, problema que exige ya, como re-
conoce el propio Hahn, «einen recht langwierigen, recht kunst-
vollen Beweis (0), En cuanto al caso tridimensional, la dificul-

(°) XKurise und Neuvaufbau in den Exakten Wiss/ensehaften. Wien 1933. Die
Krise der Anschauung, pag. 57.



tad sube de punto, como subraya el propio Hahn, quien no alude
siquiera al de £”, naturalmente mas complicado, y por ello pre-
fieren los autores citados al pie(*) detenerse en el caso tridimen-
sional. Conviene advertir que la demostracion que damos para
E™ no presupone la del plano; pero hemos antepuesto ésta por
conveniencia didactica, dado el origen de esta nota.

Poligonales cerradas en E,

Tracemos por todos los vértices paralelas a una misma
direccion, distinta de las de todos los lados, la cual adoptaremos
como direccién del eje z; y sean y=y; (y; <y,<<...<y,) las
ecuaciones de estas rectas. Cada lado AB de la poligonal tiene
sus extremos en dos de estas rectas, e introduciendo vértices
intermedios puede suponerse que cada dos vértices consecu-
tivos de la poligonal est4n en rectas consecutivas.

Ars . Ys
/ / /
.
A\' D, - 92
Ar-i ; %

Tig. 1

Los dos lados A, A, y A, A, que concurren en el vér-
tice A, pueden ocupar una de, estas posiciones:

a) Estan separados por la recta en que estd A,, es decir,
A,_y, A,y pertenecen uno a la recta anterior y otro a la pos-
terior.

(*) TUna demostracién, muy larga y minuciosa para el easo de tres dimen-
siones, di6 LENNES, dmer. Journ. of Math., 33 (1911) pag. 50-55; ofra es de
VeBLEN, Trans. Amer. Math. Soc. 14 (1913) p. 65-72. Finalmente. LILLY
HAEN en Monatshefte Math. Phys. 25 (1914) p. 303-320.
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b) A,y y A,y estdn en la recta anterior o ambos en la
posterior.

Cada dos rectas consecutivas y=1y,, Y=Y, limitan una
zona, dividida en trapecios y tridngulos por los lados que tienen
sus vértices en ellas, mas dos semizonas iafinitas; los tres tipos
pueden incluirse bajo el nombre genérico de trapecios.

RPN

Fig. 2

Como toda poligonal cerrada es cortada en numero par
de puntos por cada secante que no pase por ningtGn vértice.
resulta impar el nimero de estos (rapecios; y si se atribuye
signo + a uno de los trapecios infinitos, dando alternativa-
mente los signos — -+ a los trapecios sucesivos, resultard signo
-+ en el otro trapecio infinito.

Estos signos afectan también a los segmentos de las rec-
tas vy,, pero no a los lados de la poligonal, cada uno de los
cuales es comun a dos trapecios de signo distinto.

Veamos que a cada segmento de las rectas y, corresponde
el mismo signo, partiendo de la zona y,_,y, o de la y,y,.

A Z AR

Fig. 3

En los segmentos infinitos este signo es 4 en ambas; su-
poniendo acordes los signos hasta llegar a un vértice M del tipo
a) los trapecios siguientes tienen signo opuesto a los precedentes
y por tanto iguales entre si.

Si el vértice es de tipo b) como el N de la figura, en
“una de las zonas los segmentos MN y NP pertenecen al mis-
mo trapecio, mieniras en la otra hay un tridngulo intermedio
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de vértice N, que produce dos cambios de signo y por tanto
el segmento NP tiene en los dos trapecios colindantes el
mismo signo que el MN.

Puesto que cada trapecio de una zona es colindante por
cada base (una sola en el caso de tridangulo) con otro trapecio,
la suma de ambos es un recinto.

Prescindiendo de los puntos de la poligonal quedan, pues,
los puntos del plano clasificados en dos conjuntos: X+ suma
de los trapecios de signo + (a los que agregamos los puntos ex-
teriores a todas las zonas) y el conjunto X—, suma de los tra-
pecios de signo —. Veamos que ambos son conexos. Esto
resulta como consecuencia de tener un solo contorno; pero es
preferible no presuponer nada de la teoria de coqjuntos, salve
las definiciones primeras para no salir del campo de la geome-
tria elemental.

Dados dos trapecios cualesquiera de signo —, sea A, 4,
un lado de la poligonal perteneciente a uno y A:_l A, un lado
perteneciente al otro. Estos dos lados dividen a la poligonal
cerrada en dos poligonales parciales abiertas. Sea una de ellas:

P=A, Ay Appa . - Ay A,

y por cada vértice de éstos, de clase a), hay un segmento con
signo —, el cual es por tanto comun a dos trapecios contiguos.
Si el vértice es de tipo b) y los dos segmentos que parten de
_él tienen signo -+, el lado opuesto en el tridngulo a que perte-
nece tiene signo —. )

El primer caso se presenta en la fig. 3, y el segundo en

N
AN

Fig. 4

En ambos casos, la suma de los trapecios contiguos a los
lados de dicha poligonal P es, por induccién, un recinto co-




nexo, X—, al cual pertenecen los dos trapecios arbitrariamente
dados.
Igualmente resulta la conexion del conjunto X+ (*).

Nota: Todavia cabe no utilizar siquiera el concepto de recinto, pues ele-
gido un punte interior a cada trapecio y unido con los puntos medios de sus
bases resulta una poligomal perteneciente al conjunio X— euyos extremos son
dos puntos prefijados de este conjunto.

Solamente al llegar a un tridngulo de signo — es preciso modifiecar le-
vemente la construceién uniendo el punto interior €, con los puntos medios de
los segmentos extremos de la base opuesta como se indica en la figura primera.

Hipersuperficies poliedricas cerradas de B,

Como todo poliedro de cualquier ntmero de dimensiones
se puede descomponer en simples (**), podemos suponer que
la hipersuperficie poliédrica S*—1 tiene caras simples, esto es
poliedros P"—1 de n vértices. Asi por ejemplo las caras de las
superficies_ poliédricas de E3 seran triangulos.

Elijamos un eje x no paralelo a ninguna de estas caras
y proyectemos S*~1 en esa direccion sobre el E"-1 perpendicu-
lar a X,. La proyeccion de cada (n—1)-cara es otro (n—1)-
simple, pero dentro de él o en su contorno puede haber proyec-
ciones A’. de otros vértices A, no pertenecientes a esa (n—1)-
cara y en ambos casos adoptamos como nuevos vértices de P
los puntos de la (n—1)-cara que tiene esas mismas proyec-
ciones A/,.

Asi logramos que las proyecciones de las (n—1)-caras
sean (n—1)-simples tales que dos cualesquiera carecen de pun-
tos comunes; o s6lo tienen comunes varios vértices y el simple
de contorno que éstos determinan; o bien coinciden.

Consideremos uno de los espacios prismaticos Q" pro-
yectante de una (n—1)-cara ¢, que también lo es de otras
Cys C35 -+« Cop-(p=1), puesto que siendo cerrada la hipersu-
perficie P, ,, cada recta la corte en un ntmero par de puntos.

(*) Quizds pueda parecer preferible otro método que después seguimos
en el caso E, ; en la duda exponemos ambos.

(**) Recordemos que un poliedro simple o brevemente, un simple en Ej
es el poliedro que tiene m 4 1 vértices linealmente independientes. Sus (n 4-1)
caras son los simples que determinan los diversos grupos de nm vértices.
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Dos de estas caras c, carecen de puntos comunes o bien tie-
nen un vértice o dos y el segmento que determinan, o 3 y
el tridngulo que forman, etc.; y a lo més tienen comin un
(n—2)-simple, siendo el vértice restante distinto en ambas.
En todo caso carecen de puntos comunes interiores y si las
ecuaciones de los (n—1)-planos que los contienen son: x,=A;
x, =B (*) la inecuaciéon A =<xz,<B (o bien =) representa un
recinto parcial del espacio prisméatico Q"

Este queda asi descompuesto por los simples C, C,,

Cyp en (2p—1) prismas finitos, més dos prismas infinitos.

Asignaremos a estos prismas infinitos signo + y a los
prismas finitos intermedios signos alternados, —, 4+, —, 4, ..., —.

Las caras laterales de este n-espacio prismatico Q" son
a su vez (n—1)-espacios prismaticos Q"1 que estan divididos
por los (n—2) simples de contorno de las caras C, en (n—1)
prismas de los cuales son finitos los (2p—1) intermedios e
infinitos los dos extremos.

Consideremos dos n-espacios prismaticos Qn, Q™ colin-
dantes con un mismo (n—1)-espacio prismatico Q"1

Los dos n-prismas infinitos Qr, Q™ correspondientes al
sentido X,, — — o tienen signo 4 e inducen por .tanto signo -
en el (n—1)-prisma -infinito comtén Q"!, pero es preciso
distinguir dos casos al llegar al primer. simple G2 seccién
de "1, segtin las posiciones de los dos simples C"-1; C'™1 que
forman las caras colindantes con él.

I) El n-simo vértice de C™1 y el n-simo de C*-* no per-
tenecientes a ;"2 estan en distintas rectas proyectantes, es
decir, los simples C*1, ("1 estan en distinto espacio pris-
matico Qr, Q™.

IT) Dichos n-simos vértices estan en el mismo rayo pro-
yectante, o sea: los simples C"-1, ('"1 son secciones del mis-
mo espacio prismatico Q. ’

En el daso 1, los segundos prismas Q,, Q," colindantes por
C,1, ¢ 1 con los Q4", Qy» que tienen signo -, tienen ambos
signos —, es decir, inducen el mismo signo en el segundo (n— 2)-
prisma Q.22 que es comin a ambos (n—1)-prismas Q,"*1,

Qzln_i .

(*) 4 y B son funciones lineales de 2; %,... %n—1.
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En el caso II el segundo n-prisma Q, tiene bases C,"1,
Gy que por estar fuera del espacio prismitico Q™ no in-
terrumpen la continuidad del primer prisma de éste, el cual
tiene signo + y por tanto induce en Q,»! signo +; mientras
que en Qn el prisma Q," limitado por C;*1; C,/71 tiene sig~
no — que no influye en los prismas de Q"1, por no tener en
él cara de dimension n—1 y es el siguiente Q4" con signo -+
el que induce signo + en Q,*1, lo mismo que partiendo de
Q'n.

Como el razonamiento es recurrente resulta que si hay
coherencia de signos inducidos hasta Q,*1, la hay también en
el siguiente Q,,;"1 y por tanto en todos.

Veamos ahora que los prismas finitos de signo — forman
un recinto si se incluyen los puntos de los prismas Q,” 1 co-
munes, pero se excluyen los puntos de las caras C,»1. Tal
conjunto estd formado desde Iuego, por puntos interiores y
falta probar su conexién.

Observamos ante todo que cada prisma tiene como bases
dos caras (71, Go-1 de Sn1 y reciprocamente cada cara es
base de un solo prisma con signo —.

Dos caras contiguas con una C,"2 comtn, determinan un
solo prisma (caso II) o bien dos prismas con una cara G 1
(caso I). .

En ambos casos, la suma de prismas cuyas bases son caras
contiguas de S forman conjunto conexo.

Como todo prisma tiene una cara de S*1 y dos caras
cualesquiera de S* pueden considerarse como primera y ul-
tima de una cadena de caras contiguas, cada una con la si-
guiente, resulta que la suma de todos los prismas provistos de
signo — es un conjunto conexo que se llama interior a S*-L.
Y analogamente la suma de los que llevan signo + mas el con-
junto complementario del espac¢io prismatico X'Q,” forma un
conjunto conexo que se llama exferior a S"-L.



SOBRE LAS CONICAS DE MAXIMO CONTACTO

En el ntmero anterior de esta Revista, Luis A. Santals
publicé una solucion al Tema propuesto No. 29, en el que
se pedia la determinacién de la excentricidad y del parametro
de la conica osculatriz en un punto ordinario de una curva plana.
A continuacién exponemos otra solucion de ese tema, que di-
fiere de la anterior por laeleccion de los pardmetros utilizados pa-
ra resolver la cuestion, y a la que agregamos algunas propie-
dades de las conicas de maximo contacto.

F

Pay)
]

Sea M(xz,y) un punto ordinario -de una curva plana, que
consideraremos afijo del nGmero z=xz-+iy. Si T es, a su
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vez, el nimero cuyo afijo es el foco F de la conica de maximo
contacto con la curva en M, sera
N p ei(w+a)

o ar

siendo p y & el parametro y la excentricidad, respectivamente,
de la conica y « y o los adngulos que forman, respectivamente,
el eje de la conica con el éje de las abscisas, y la semirrecta
"FM con el eje de la cénica. :

Si se diferencia la (1) (a,p,k, T constantes) para elimi-
nar ¢ )

dp . brerete (1—k cos o+ i k sen ) deo — ei® ds
(1—k cos )2

siendo ds el elemento de arco y 9 el angulo que forma la
tangente a la curva en M con el eje de las abscisas.
De la ultima formula se deduce

(1—kcosw)2ds=p (1+k?—2Fk cos ©)1/2dow (2)

g

otatn (91 5) = - ©

siendo Y un angulo tal que

seny  cosYy
—ksenw 1—kcosw (4)

es decir: el 4ngulo que forma la semirrecta MF con la nor-
mal a la curva en el punto M.

Si indicamos, desde ahora en adelante, con apices las deri-
vadas respecto del arco, tendremos de la (3) y (4)

Ik (k—cos )
T 1+k2—2kcosw

4

o =w —9 (5)

Y

y eliminando o’ entre estas ecuaciones y la (2), obtenemos

8,/

~ p(I+k2—2kcos @)z~ p )

(1—F cos )3 _costy 1 . (®)
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siendo o el radio de curvatura de la curva en M, y

, k(l—cos ) (1—kcosw)2  k (k—cos »)
- p(+k*—2kcosw)¥2  p(l—kcosw)’

(7
Introduzcamos ahora dos nuevos pardmetros u y v dados
por
u=1Igy; v=pY
y como M estard siempre en un arco de conica para el cual -

es creciente serd v=0. De la (6) se deduce inmediatament2
el valor del parametro p

p= Zﬂ_fﬁy?,/—g (8)

mientras que si se introducen u y v en la (4) y (7) se obtiene

1-—k2 1-k2
; —ksenwo=u

1—»’ 1—v

1-lkecoswo=

y eliminando «

(14 k2) (w2 +v?—k2 (1 +u2)) =0

o u2+v2
k2 = i (9)
Para determinar los valores de u y v partiendo de los
elementos del punto M, consideremos, ante todo, que de la
(6) y de sus definiciones

p'=3ptgycos3y.y=3uv (10)

mientras que si derivamos u y v obtenemos

ou UY:v(l—}-lﬂ)

~ cos?
(1—-k®) kseno  p(1—k?) ksenow
(1—kcosw)2  p (1+k2—2k cos w)1/2

u (1-k2)

1}+u?

pv'=po

=—u(l—0v?)
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de donde

pp” =3p (uv' +u'v) =3 (v —u?+2u2v?) =3 (v? —u?) -{»%p’2

y finalmente
2p"? —3pp” =9 (u?—?) ~ (11

Si expresamos, finalmente, los valores de , o y € en fun-
cion de u y v llegamos después de algunas sustituciones y
transformaciones a las féormulas

u?—v—iu (1+4v)

e = T (ur?) 1R (11uf)i (12)
y— utiv

eila—1) — = G (18),

C=z4 e T (14}

(1—u 1) (1+v)

donde sustituimos e por 2.

Las expresiones 8 a 14 permiten resolver todos los pro-
blemas relacionados con los elementos y ubicacién de la co-
nica de maximo contacto en un punto M de una curva.plana.

Ast: los yalores de los semiejes (cuando existen) a y b y
de la distancia focal ¢ estan dados por

a2 = P' _ P“
(1—k2)2 — (14u?) (1—v?)?
b2 — p? — p?
1—k2 (1+u2)? (1—v?)
o P p? (u0?)

A-F2)2 (1+u2)? (1—v?)?

y el segundo foco y el centro son afijos de

' piz -
BT T (o) (15
G—zt piz (1+iu) o (16)

(14-u?) (1—v?)
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respectivamente. La ultima foérmula nos da, ademéas, una in-
terpretacién geométrica de p’, pues de ella se deduce facil-
mente que el dngulo v, que forma la normal en M con la se-
mirrecta que va de M al ceniro de la conica es tal que

P
tg*{osuv:r—%.

La férmula (13) da una nueva interpretacién geométrica
de los paradmetros u y v, como nGmeros proporcionales al co-
seno y seno, respectivamente, del dngulo formado por el eje-
de la conica con la tangente en el punto. Podemas obtener
otra interpretacion de v considerando sobre la normal MC el
centro de curvatura € y los puntos F’ y [, obtenidos levan-
tando desde los focos F y [ las perpendiculares a los radios
vectores.

De la (14) obtenemos

A

e _ME_, CF o CHP
o= pcos*{~—Mﬁ_—1 [/ (GME)

y de igual modo
v=(CMF,)

de donde, v es, con distinto o igual signo, la razén simple en-
tre el centro de curvatura, el punto y el pie de la perpendicu-
lar levantada desde uno u otro de los focos, respectivamente.
De aqui resulta la propiedad, ya conocida(l) de las conicas:
(CMFF')=—1, es decir: el grupo formado por un punto
de una conica, el centro de curvatura y las intersecciones con
la normal de las perpendiculares levantadas desde los focos a
los radios vectores, es armoénico. En la parabola, entonces,
esa interseccion es el punto medio entre el punto de la conica
y el centro de curvatura. '

Entre los problemas que podran resolverse con las for-
mulas (8) a (14) podemos considerar:

(*) Es la llamada construceién de Engler para el centro de curvatura. Véa-
ge: L. MACK. drchiv. Math. Phys. 1T 61 (1877) 385,
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a) Determinar la cdnica de mdximo contacto en un punto.
Las formulas (10) y (11) con la condicién v=0 permiten de-
terminar siempre un solo par de valores u y v, con el cual
se determinan todos los deméas elementos de la cénica. Esa
conica serd elipse, pardbola o hipérbola, segtin sea k=1 o lo .
que es lo mismo v = 1. Eliminando u entre (10) y (11) esta
condicién se cumple para

3 ppll § pig +9.

Si la conica tiene centro, su ecuacion reducida sera

22 . yr 02
14+u2  1—2  (1+u?)? (1—0?)?
~

y si es pafébola, ella es

9 2px
VT du2)se

Si el punto M de la curva es un vértice (p’=0) scrd
po” pe”
uv=0y 02—u2=—§—; de donde: si p”>0; u=0, v2=~3—; ia
cénica seré elipse, pardbola o hipérbola, segin sea pp”< 3 y el
vértice pertenecera al eje de la conica que contiene a los focos,.
mieniras que si p”<<0; v=0, u2:—%, la conica es siem-
pre elipse y el vértice pertenece al eje normal al anterior.

Por ejemplo en el vértice de la catenaria y=ua Ch? ten-

dremos
2
¥=0; p=a; p'=0; p"=—
de donde:
2 7 .
u=0; 1= §; co:—_—g; Co=4ai

y la conica de maximo contacto es una elipse que, referida a
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los mismos ejes que la catenaria, tiene por ecuacién

22 | (y—4a)?

3a? 9a?

de donde podemos deducir la siguiente expresién aproximada
para el coseno hiperbolico

3
Chz::4—3]/lmzn—+e
]

siendo

, . o
que puede aplicarse al coseno circular cambiando z por zi

22
COaz=4——3]/1+’§+€’ A T 6.7!+

b) Determinar la conica die mdzimo conlacto periene-
ciente a una familid dada de cdnicas. Si se conoce uno cual-
quiera de los valores: p, k, a, b, ¢, G, Ty, €, que en cada caso
caracterizan una familia determinada de conicas, ese valor con
la formula (10) permite determinar u y v. Por ejemplo, si
se trata de la familia de pardbolas (k=1) de donde v=1 Yy
3u=p

21

_ . 3pid
P= (9tp2)or’

IEIC=T))

o0
/

4

Si, en cambio, se trata de la familia de hipérbolas equi-
lateras (k= VQ);

11/0 . . 1 , 3Y3p
v2:1+~3—]/9+92, uzz—§ 9-{—92__1; P=(9+p,2)3/4
Gz oL

P31
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En los casos anteriores el contacto maximo es de tercer or-
den, pero si se fijan dos de los 8 valores anteriores, entonces
ese contacto serd de segundo orden; por ejemplo: sea deter-
minar el parametro de la pardbola (k=1) de maximo con-
tacto en un punto z y cuyo foco esté en el origen (C=0) las

3
formulas (8), (9) y (14) darian facilmente p:ggg.

El caso de la circunferencia (k=0) trae co‘ns‘igo u=v=0
lo que exige p=p y a=b=p; {=2z+4piz.

¢) Determinar las condiciones para que una conica tenga
un contacto de orden superior al ordinario. En el caso general

habra que eliminar p, k, u y v entre (8), (9), (10), (11) y

una quinta ecuaciéon obtenida por derivacién. Recordando que
pu'=v(l4u?); pv=—u(l—12) obtenemos, derivando la

(11)

0’0" — 3 pp” =18 (ur —vv') = 1%% (24 u?—o?)
I

y eliminando u y v entre ésta y la (10) y (11)
4p/ (p12 +9> :9 o (P’P”"“ ppw> (17>

que es la condicién para que una conica tenga un contacto por
lo menos de quinto orden. Ademaés esta ecuacién es la ecua-
cién diferencial de todas las conicas del plano.

Como casos particulares tendriamos: La condicién para
que la pardbola de maximo contacto (tercer orden) tenga un
contacto por lo menos del cuarto orden es

3pp”=p"49.

La condiciéon para que la hipérbola equilatera de méaximo con-
tacto (tercer orden) tenga un contacto por lo menos del cuarto
orden es

399”22 (p/Z_*_ 9>

y, por ultimo, llegamos en el caso de la circunferencia a la
conocida condicién p’ =0 para que la circunferencia de maximo
contacto (segundo orden) tenga un contacto por lo menos de
tercer orden.
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Por ejemplo en la catenaria para la cual p2+9—3pp”=

2
—3-925%

-5 e tendrd que la conica de méaximo contacto es una

elipse, pardbola o hipérbola, segin sea s2§% a? y por lo
tanto en los puntos para los que 32=% a? la pardbola de ma-

ximo contacto tiene un orden superior al ordinario.

Consideremos ahora la variacion respecto de s, de p, k, o

‘gt ’
y T. De (13) obtenemos o' — 9’ — E{L)?:—l—%; (pe'—1) (u2 +v?)
=p (' —u'v) y sustituyendo en (11) los valores de p’ y o”
deducidos de (10)

p’=3uv; p"=38(uv'+uv); 2u=u?—v24g (w0’ +u'v)

de donde
,.._.__B(i - e
pu=—>5 (u?+02) +v (14 u?)

4
pv’:%% (u?+v?2) —u (1—10%)

Derivando las (8), (9) y (14) y eliminando v’ y v’ se ob-

tiene

,_3pau(ue?)
= T 2v (1Fuz)be

I — o (u?40?) [u? (u? + v?)+(1+u?) (vP—u?)]
N 2uv (14+u?)?

_p o2 (uP0?) (u—iv)
© 2uv(1—iu)? (1+v)2

’ it
=0 elai,

14

siendo o el arco de la curva, lugar del foco de la conica de
maximo contacto, y ¢, el dngulo que forma la tangente a esta
curva con el eje de las abscisas.
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Sera entonces

S| e o (ud-v2)82
2uv (14u?) (14v)?
9, =2(% +v) —a o 9, =2(3 +7)—a+n
y teniendo en cuenta la (3)
Y=2(o+a+4n)—a—mn o h==2(o+afn)—a

es decir que la tangente a la curva, lugar del foco, es bisec-
triz interior o exterior del angulo formado por la semirrecta
MF con la direccion del eje de la conica.

Observamos ademés que si o« =0, se anulan también p’,
k', T y por tanto o, o que significa ‘que esos puntos de Ia
curva, lugar del foco, son singulares. Es facil demostrar que
para esos puntos la conica tiene con la curva un contacto de
orden superior al ordinario. En efecto de (10), (11) y (18) se
deduce

p'=3uv :% se}n2 ((x~ 8~) . (ui’ +v2)

202 —3pp”" =9 (u?4-v2) cos 2 (a — ¥)
de donde
60
: )=t
tg2(e—9%) =5 5 5507

y derivando

, l pfl (2 p/2_3 p p”>_pf (plpr/__3 ppm)
' gy —o (a—2) =
2(e (e Sl PonCrE s Fur

se obtiene

o — p’ 4—P,(P,2+9)— 9 o (plp”_ ppm)
p 36 plg_,__<2 plg_ﬁg ppll)g

que de acuerdo a (17) demuestra la propiedad enunciada.
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Para terminar consideremos como ejemplo el caso de la
espiral logaritmica, cuya ecuacién escribiremos en la forma

z=gscosaellgal.scosa
siendo s el arco y « una constante. Derivando se obtendra

-, . 1 g 1 P
2 =it —pitatwgal.scoa) . p_—;:»g,-:tg@ ; p’: ;P =0

vy por lo tanto los valores de u y v seran constantes, y las
parabolas de maximo contacto, asi como las conicas de ma-
ximo contacto (elipses) tendrdn, en virtud de las (14), (15) y
(16) sus centros y focos sobre una espiral logaritmica idéntica
a la curva dada, de manera que con Bernoulli puede repetirse
«eadem mutata resurgonr. .

Nota. —El Profesor Terracini nos hace observar que la
propiedad relativa a la espiral logaritmica puede preverse,
como sucede con otras propiedades andlogas, debido a que la
curva admite un grupo ! de semejanzas en si misma, y que
por lo tanto lo mismo ocurre con la curva lugar def foco de la
conica de méximo contacto, de manera que una cualquiera €
de estas curvas es una curva W (de Klein-Lie) con respecto al
mismo grupo. De acuerdo con propiedades generales de las
curvas W las homografias que tienen unidos los 3 puntos fijos
de dicho grupo (polo de la espiral y puntos ciclicos) intar-
cambian las curvas W invariantes por el grupo; luego C es
semejante a la espiral y por consiguiente igual.

José Babini



CUESTIONES EMEMENTALES RESUELTAS

18. Es bien conocido el problema llamado de los tres
pueblos y las tres fuentes: Dados tres puntos A, B, C y otros
ires A’, B, (', del mismo plano, es imposible trazar desde
cada uno de los primeros a cada uno de los sequndos un arco
tal que los nueve arcos no se corten en ningun punto distinto de
los seis dados. Se propone demostrar que en la superficie to-
rica y también en el plano provectivo y en el anillo de Moebius.
el problema tiene siempre solucion. ¢Qué sucede si en vez de
la segunda terna se da una cuaterna A’, B, ¢/, D?

Solucién. — Es sencilla la demostracion de que el ya cla-
sico problema es imposible en el campo euclideo; en efecto,
liguemos dos pueblos y dos fuentes:

con esta operacion ha quedado dividido el plano en dos zonas:
1 y 2. La situacién- del pueblo y fuente restantes ofrece dos
posibilidades: colocar un pueblo (fuente) en 1 y la fuente
(pueblo) en 2, en cuyo caso es posible unirlos a los ya exis-
tentes, mas no entre si; y disponerlos, pueblo y fuente, en una
misma regién (1 o 2 indistintamente). Para ello unamos pri-
mero la fuente a los dos pueblos, el plano ha quedado subdivi-
dido en tres regiones, cada una de las cuales tiene comunica-
cién solo con dos fuentes, por lo que en cualquiera de los tres
recintos que pongamos el pueblo restante siempre quedara en la
imposibilidad de unirse con una fuente.

Siendo la superficie esférica bhilatera, al igual que el
plano euclideo, el problema planteado sobre ella carece igual-
mente de solucion.

En cambio, en las superficies unilateras, como el plano
proyectivo, o el anillo de Moebius es posible cumplir con las
condiciones del enunciado, como se ve en las siguientes figuras.

-
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El mismo enunciado admite solucién en las superficies

unilateras nombradas atn para cuatro pueblos (fuentes) y
tres fuentes (pueblos).

Para cuatro pueblos y cuatro fuentes deja de ser posible
el problema tanto en el campo proyectivo como en el anillo
de Moebius, pero la demostracion de este hecho (asi como
también para el caso cinco y ires) dard tema, junto a ofras
cuestiones, para un futuro articulo.

Juan C. Grimberg
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Es féeil hacer el elogio de la Introduccién a la Meednica Fisica, de Julio
Palacios, publicada en Madrid en el afio 1942: se trata de una obra densa, de
material abundante, atil para lectura de matemétieos, fisicos, guimicos, inge-
nieros, (y ya es citar bastantes gremios) por el equilibrio de sus distintas
partes y por el enfoque de la Mecénica que lleva al lector, sin esfuerzo, desde
la especulacién matemitica hasta los dominios de la téenieca.

Es elaro que una obra destinada a tantos lectores podria, en una primera
lectura somera, ponernos alerta eontra una superficialidad o una hibridez no
tolerables en obras de su género. Pero tal prejuicio no subsiste a medida que
se la lee detenidamente.

El profesor Palacios expone en un prélogo la intencién que le ha llevado
a eseribir su Meecénica y la justifica plenamente. Obra y prélogo se confirman
v hacen légica su aparicién.

Los propésitos son claros. Se hacia neeesaria una Mecinica, en idioma
castellano, que, sin el pesado mecanismo matematico, diese, a los que desean
adquirir una base fisica, un conocimiento cualitativo de los femémenos: por
deseripeiones, por imAgenes, por enunciacién de leyes y principios. Faltaba una
Mecaniea por imégenes, es decir, para el profesor Palacios, una Mecénica Fi-
sica, opuesta @ la Mecdnica Racional, que convierte el bagaje en andamiaje
de la construcci6n matemética que halla su finalidad en ella misma.

Esta urgenecia por el conocimiento de la Mecénica se expliea por la con-
cepeién unitaria de las ciencias. Los esquemas mecénicos han sido modelos en
todas las ramas «de la Fisica y en todas las ciencias positivas. Por lo tanto la
Mecénica debe ser Dbase sobre la que se apoyen totalmente los estudios de la
Fisica.

Por otra parte, esta posicién jno estd impregnada de un sentido histérico
de la ciencia, ya que hasta mediados del siglo pasado disponia sbélo de la Me-
canica para interpretar el universo inanimado? Helmholtz, en el siglo XIX
coneretd: Es posible deseribir todos los fenémenos fisicos en términos de Me-
canica. Ademdis, como para comocer profundamente una ciencia, se debe comocer
su historia y estudiar la evolucién de sus teorias, para conprender Fisica se
debe estudiar primero Meecanica, ya que s6lo en los tltimos cien afios se agre-
garon esquemas distintos a los meedinicos para explicar los fenémenos naturales.

Para adquirir rdpidamente el dominio de la Meeanica, el profesor Palacios
toma el camino méas corto; hace lo que é1 lama un Tibro intuitivo, es deeir,
ensefia la Mecdnica esencialmente con iméigenes y en lo posible elude las ma-
teméticas.

Y para justificarse hace un elogio de la intuicién (posicién muy de la
época), tal vez algo discutible.

Es cierto que la Fisica debe enunciar las leyes generales, de las que se
deduzea la imagen del universo, respondiendo a la necesidad de aprehender la
realidad y a la creencia en la armonia interna del mundo. Para lograr esta
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meta, el pensamiento se ha lanzado sobre una doble via: la légica y la intui-
tiva, pretendiendo por ambas reducir la variedad sensible, que es cambio y
repeticién a lo permaneunte y necesario; convertir lo superficial en vertical, el
fenémeno en ley.

Y es cierto también que para haeer ciencia ‘‘es cualidad primera la pro-
piedad de pensar vagamente’’ y que no hay camino légico para el descubri-
miento de las leyes elementales. Sélo la intuicién ‘eierra el circuitogalvinico
del pensamiento’’,, como decia Hamilton, y, ayudada por el sentido del orden
oculto detras de las apariencias, logra los descubrimientos que, segfin dice el
profesor Palacios ‘‘casi todos los que no se deben a la casualidad son frutos
de la intuieién’’.

Pero nos parece excesivo que ‘considere a la intuicién como el método ideal
de investigaeién para los seres humanos en tanto que los libros de Fisica se
eseriban. para ellos y no se ‘‘deshumanice’’ esta ciencia. En primer lugar,
porque el pensamiento Lumano, puesto a resolver el conflicto draméatico ereado
entre la realidad y su necesidad de comprenderla, crea teorias, siempre cam-
biantes, para acercarse asintéticamente a esa realidad y a veces explica, para-
dojalmente, una realidad que no es precisamente la sensible. Como sucede con
la Relatividad Generalizada y la Meeanica Ondulatoria. W

Y en segundo lugar porque, y pese a todas las opiniones en contrario,
existe la Fisica ‘‘deshumanizada’’ o la que se pretende llamar de esa manera.
Acabamos de citar dos ejemplos.

Creemos que la MecAnica no puede perder su contacto con la realidad y
que lo que ocurre es que debemos habituarnos al manejo de nuevos aspectos
o aspectos diferentes de los que nos habia habituado la Meeanica Clasica. Las
Meeanicas nuevas al pretender explicar la realidad, parecen ocuparse mas bien
de mundos extrafios y diferentes a lo real; privadas del privilegio de la intui-
cién recurren Gnicamente al lenguaje matematico y luego, siguiendo un meeca-
nismo diferente al de la MecAnica Clasica interpretan y ¢‘humanizan’’ las
funciones que usaron en sus desarrollos. No es otra cosa.

Si no queremos considerar este aspeecto extremo de las MecAnicas nuevas,
que proseriben la intuicién como medio de conocimiento y mnos atenemos a la
Mecénica Clasica, nos parece peligroso reservar a la intuicién plemos derechos,
confinando a los métodos matemiticos en los tratados de Mecinica Racional.

La intunicién séla no puede explicar hechos compatibles con las leyes me-
cdnicas. Tomemos un ejemplo del libro del profesor Palacios. Bn la pag. 272,
a propodsito del movimiento del giroscopio dice: ‘‘los movimientos del giros-
copio tan contrarios a la intuicién inmediata, se hallan completamente de
acuerdo, y son los tnicos compatibles, con las leyes de la Dindmica’’.

Y en la pig. 321, en el Capitulo XXII, al tratar el fenémeno de Venturi,
dice: ‘‘resulta de lo que precede que, en contra de lo que indica la intuieiém,
en un tubo recorrido por un liquido en régimen permanente, la presién es me-
nor en las angosturas,...’’ Podriamos citar otros ejemplos.

Por eso el profesor Palacios, que no deja de comprender el peligro de
hacer una Mecénica con un méximo de imégenes y un minime de eonocimientos
mateméiticos, inicia al leetor (y para ello ha intercalado en tipo de imprenta
mis pequefio los pertinentes desarrollos) en el manejo del imstrumento mate-
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mético Gtil' para justificar los conocimientos y prevenir los posibles errores de
la intuiciém.

El libro, dividido en cineco grandes partes: Mecéinica general, Metrologia,
Mecéniea de los sélidos, Mecanica de los fluidos y Acfistica, trae una exposi-
cién previa del Céleulo Veectorial, Céleulo Tensorial y Vectorial Infinitesimal,
indispensable para la deduceién légica de las leyes. Dedica especial atencién
al estadio de las magnitudes complejas que el estudioso podrid aplicar mis
tarde en la Actstica, Optica vy Electricidad.

Esta concesion al método légico o matemético pone en evidencia que por
razones de criterio exclusivamente pedagégico se puede adoptar con rigor uno
g6lo de los métodos, el intuitivo o el racional para el conocimiento de la Me-
cdnica. Y que ésta, aunque Fisica, necesita del puntal matemético.

No puede ser de otra manera, puesto que la realidad Tisica estd com-
puesta de dos dimensiones: la intuitiva y la racional. La teoria mateméatica
viene a ser un pensar lo intuido y la intuicién a su vez, impide el confina-
miento de la especulacién fisica en la esfera abstracta de lo racional. Las dos
formas del conocimiento no se alejan una de otra; por el contrario se inte-
gran fecundamente. In la Mecénica, como en toda otra rama de la TFisica, la
descripeién del fendmeno es afianzada por el desarrollo mateméitieo y éste a
su vez cobra sentido en cuanto es base de un heeho fisico explicado o a expli-
carse. Si las Meecénicas Tisica y Racional parecen desplazarse sobre métodos
esencialmente distintos, en realidad corren paralelas como rios generados en la
misma fuente y de comtn desemboeadura. Infinidad de afluentes atraviesan
de uno a otro enrviqueciendo con sus aportes los contenidos propios de uno y
otro ric.

Pero 1la Mecfinica Fisica no abandona el fenémeno, se atiene a lo existente
v contempla su aspecto ‘‘fisico’’, es decir el que toca a nuestros sentidos y
expliea nuestra inteligenein. Por eso, pedagdgicamente, la Mecinica Fisica
es hase de tods la Tisica. Bn cambio, la Meedinica Racional, dice el profesor
Palacios, tiene un ecardeter matematico econ el que adquiere “‘gran elevaeién
v belleza los estudios mecinicos y tienen ya en si mismos su razén de ser:
son un fin y no un medio’’.

Bl tratado del profesor Palacios cumple su propdsito; es una Mecdnica
Fisiea, muy 1til para los que desean inieciarse en Meeénica. Los primeros capi-
tulos, estrictamente matemdticos, proponen cjercicios, traec temas diversos, abor-
da una cantidad de cuestiones de actualidad. Por ejemplo, el cinematdgrafo
sonoro y las aplicaciones a la mecénica de guerra. Da mnoticias sobre experien-
cias de los dltimos afios, como son las realizadas en el afio 1941 con ultra soni-
dos que actian sobre particulas de humo.

Los distintos eapitulos de la obra mno estan tratados eon igual ecriterio y
se los puede separar en tres grandes grupos.

En wuno se incluyen los capitulos que se ocupan de la descripeién de los
fenémenos v enuncindo de leyes y principios. Tales son los capitulos dedicados
a la .Cinematica ‘‘geometria en la quée intervieme el tiempo’’, lazo de unién
entre el Caleulo y la Dindmica donde ‘‘ya se entra en el terreno propio de
la Fisiea’’, dindmica del punto material, la Estitica incluida en la dinamica,
los distintos movimientos, la estdtica del sélido indeformable, el trabajo, la
energia y el principio de los trabajos virtuales. Quedan incluidos también:
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la dinAmiea de los sistemas materiales, el movimiento de un sélido rigido, la
gravedad y sistemas bajo su influencia, la gravitacién universal y el meecanis-
mo de sélido: rozamiento y elasticidad. Y el capitulo de gases.

La Mecanica de Flaidos es tratada con criterio empirico o matemético,
segun lo exija el femdmeno para mo incurrir em error; por ejemplo se deduce
la férmula de Laplace. De igual manera se’ tratan los distintos eapitulos de
Actistica. Se estudian: los movimientos ondulatorios en los flidos homogeneos,
la propagacién de ondas planas, ondas esféricas, reflexién y refraccién y ondas
estacionarias, movimiento ondulatorio en los sélidos, audicién y ultrasonidos.

En el segundo grupo se pueden reunir los capitulos dedicados a los desa-
rrollos exclusivamente mateméticos; como son: los primeros ceapitulos dedica-
dos al Céleulo, y méas adelante, la mecdnica analitica, el movimiento relativo
donde se incluye el Principio de Relatividad Restringida expuesto a la manera
clésica, un resumen del céleulo de erroves, estudio temsorial de la elasticidad,
movimientos pendulares amortiguados y giroscopio. En la Meecéanica de Flaidos
se estudia teéricamente:-los remolinos en liquidos y gases y movimientos de
s6lidos en el seno de un flaido. Y en Actstica, se desarrolla la teoria de los
resonadores e impedancia de los tubos' acdsticos.

Y, finalmente, separamos los capitulos dedicados a ‘la téc%ﬁca o de prepa-
racién para ella. Son los que se ocupan de:r mecanismos; instrumentos de me-
dida, aplicaciones del giroscopio: a los proyeetiles, torpedos, aviones y pilotaje
automéitico, estabilizacién girostitica de barcos y vehiculos monocarriles. En
Hidraulica se ven las aplicaciones a las bombas, turbinas, sustentacién de aevo-
planos, hélice, autogiro. Los altimos capitulos, exclusivamente técnicos, se dedi-
can a la TFonotecnia: micréfonos, bocinas, produccién de sefiales achsticas y
sus aplicaciones a los fonolocalizadores aéreos y submarinos, sondeos actisticos
¥y localizacién de piezas de artilleria, ondas producidas por armas de fuego
¥ cinematégrafo sonoro.

CEciniA MossiN Komin
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Ademéas han aparecido tres cuadernos de Miscelanea matemdtica.




SUMARIO

Chleulo algebraico del endecigono regular (Tema N© 43), por Sergio
SISPANOY .. .. . o e o e e el e e e e e e T

Teorema de Jordan para lag variedades poliédricas cerradas, por Julio
Rey Pastor .. .. .. .. .. .. o o0 o0 o0 ol i e o o we . 89

Pia.

Sobre las cénicas de méximo contacto (Tema N° 20), por José Babini 96

Cuestiones elementales resueltas. N° 13, por J. C. 'Grimberg .. .. .. 107
Bibliografia. — Julio Palaéiés, Introduceién a la meeénieca fisiea (C.

Mossin Kotin) .. ~ .. .. .. .o oo L 0 o0 o o0 oo . L. 109

Contribuyen especialmente al sostenimiento de.las publicaciones de
la UNION MATEMATICA ARGENTINA log siguientes

MIEMBROS PROTECTORES

CoMpaRfA INDUSTRIAL DEL NORTE DE SaNTA Fr. INGENIO AZUCARERO ‘¢ArRo’’
(Villa Ocampo. F. C. 8. F.). — Juruio Rey PAstor (Buenos Aires), — T. G.
BrrLENGIER1 y CrA. (Rosario). — TricErrl Hwos. (Rosario). — MANUEL GUI-
TARTE (Buenos Aires). — CroriLpe A. Buna (Rosario). — ErLBA R. RAIMONDI
(Buenos Aires). ~— FERNANDO L. GASPAR (Rosario). — Carnos Iserna (Ro-
sario). — PEDRO J. TRICERRI (Rosario).



