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REPRESENTACIONES DE UN RING RELACIONADO 
CON EL SPIN 1 

por GUILLERMO KNlE 

'La enlanflción de Dirac describe partículas' de spin 1/2, 
() Y 1 (1). 

En el primer caso los 4 símbolos a que intervienen en 
ella, son anticonul'utativos. En el segundo y tercer caso ellos 
determinan un álgebra nlás complicada. Canlbiando su deno
Plinación en ~, las ~. satisfacen la regla de conmutación: 

(1) 

El núnlero luaXllUO de símbolos que satisfacen mItre ellos 
esta regla, es 5(2) (según Sch.rodinger). Ellos Cletenuinan lo 
que en álgebra se llmua, un ring de 136 nlielubros (3). Si se li
mita el núnlero de eleIuentos hásicos a 4, el nÚluero de nliem
bros linealmente independientes se reduce a 126. Partiendo de tres 
sínlbolos básicos especiales que son los tres cOlllponentes del spin 
1, se obtiene un subring de 10 nliembros (4). Mi intención es 
del110strar que eligiendp tres ~ cualesquiera que no s,ean C0111-

ponentes del sg,in 1, es decir, que no satisfagan las relaciones 

(2) ~1 ~2 ~2 ~3 = i ~3 Y cíclicanlente 

se obtiene un subring 111ás general que el subring del Spl11 1, ele 
manera que tenenlOS ahora el sistema 

136, 126, 35, 10. 

Cada uno de estos 4 n1ielubros significa el número de 
nlielubros de un ring que es subring del müerior. El nlUllero y 
el grado de las representaciones que ellos adnlit'en es diferente 

(1) Prescindiendo de un factor 'i en el término de masa. 
e) GUILLERMO KNlE, Monografías físico-matemáticas N9 1: Algebra del 

spin. 
(3) Compare también: SAKATA y TAKETANI, P?'oc. Math. Phys. Soco Jap. 

22, 1940. 
(1') GUILLERMO KNIE, Revisla Electrotécnica, Noviembre de 1943. 
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y depende, pues, del número de elementos básicos. En el úl-
timo caso había 2 representaciones irrreducibles del grado l' = 1 
Y r = 3 resp. Este ,caso se obtendrá ahora por especialización 
del anterior. 

Partimos, pues, de 

que satisfacen sólamrente las relaciones (1). Para construir to
dos los productos lineahnente independientes, es conveniente, con
siderar también los cuadrados ~12 ~22 ~32, porque ellos tienan 
propiedades de conmutatividad muy sencillos. 

De (1) obtenemos por especialización de Índioes: 

multiplicando a la derecha res~. a la izquierda por ~1 e igua-
lando, se obtiene: 

(3) 

Los ~lc2 son, pues, conlllutativos (e idempotentes). 

Además conmutan con el producto de dos ~ de diferente& 
Índices. Por ej.: De (1) obtenelllos: 

~1 ~2 ~3 + ~3 ~2 ~1 = O o 

~12 ~2 ~3 + ~1 ~3 ~2 ~1 = O. , 

Como 

resulta por substitución: 

~12 ~2 ~3 = ~2 ~3 ~12 (4) 

Más favorable todavía que los ~1.2 resulta el uso de la 
combinación f\k = 2 ~k2_l. 

Pues los f\lc además de conservar las dos propiedades men
cionadas de los ~lc2 poseen propiedades de conmutación sencillas. 
co~ los ~lc. Tenemos 
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~ Z11le = ~ Z (2 ~ k2 - 1 ) 

l1k ~l= (2 ~k2 -1) ~l' 

Pero sumando, resulta 

(5) por (1). 

Además tenemos 

r 
~l111 = 111 ~l=~Z a) Y 

l1z2 = 1 b) por 
(6) 

, 
l1zl1m = l1zl1m c) 

(1) 

1 l1l ~m ~n = ~m ~n l1z d) por (3) y (4). 

Las propiedades ·enunleradas de los l1l hacen suponer que 
estos símbolos se pueden utilizar con ventaja para la obtención 
de todos los elementos del ring y la construcción del centro, es 
decir, de loselelntmtos conlTIutables con todos los ,elelnentos 
del ringo Formamos, pues, productos de los ~l. ·entr·e ellos, de 
10B 11/.: entre ellos y productos de 'los ~k con los 11/.. El número 
de productos lineahnente independientes es 12 + 7 + 15. Si agre
gamos l1k2 = 1 obtenemos 35 ténninos. El térnlino 111.11l11m es 
del más alto grado en ~/. (grado 6). Todos los denlás productos 
se dejan reducir a combinaciones lineales ele estos 35 ténninos. 
Procedelnos ahora a la construcción del centro. Los ténninos 
conmutables con todos los demás - si prescindiIllos de la uni-:
dad . - han de ser con toda seguridad las cOlllbinacio;lles sune
tricas de los l1lc o están estrechamente relacionados con ellas. 
Basta considerar: 

(7) 

81 = 111 + 112 + l1g 

82 = 111112 +11211g + 113 11'1 

8g = 11111211g· 

Encontramos fácilmente: 

~k 81 ~l:81 ~k 

!31c 82 =/=82 ~lc 

~k8g=i:-:Sg ~k 
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Luego S3 pertenece al centro. Una segunda posibilidad es 
,una combinación lineal de Si y S2: 

Basta probar con ~1 debido a la sirnetrÍa de los S. te n eI11 o s 

:~1 (111 + 112 + 113) = (111 ~ 112 -113) ~1 = (111 -111 112 - 111113) ~1 \( 
por 

~1 (111 lb + 111113 112 113) = (-111 112 -111113 + 112113) ~1 = ~ (6). 

== (-112 - 113 + 112113) ~1 l 
'Restando se obtiene: ~l(Sl - 5'2) = (Si - S2)~1' 

Luego Si - 52 pertenece al centro. Una tercera posibili
¡ ,dad no existe. El centro está fOrI11ado, pues, de (5) 

Luego hay tres representaciones. Si sus dünensiones son 
,1'1' 1'2 Y 1'3' debe ser 

(8) 

'según un teore111a bien conocido. De esto resulta de 'manera 
,unívoca: 

Existe, pues, una representación en 5 dÜ11ensiones, una en 
tres y una representación trivial unidÍlllensional. En cuanto a 
'la forn1a de estas representaciones (6), prescindiendo de un fac
tor i están relacionadas con los ele111entos básicos de las rola
ciones infinitesÍl11ales en tres resp. 5 dÜ11ensiones. 

En tres dimensiones una rotación infinitesü11al está dada por 

(5) Si 4 o 5 ~lc sirven de elementos búsicos para formal' el ring, SI - 8~ 

pertenecen también al centro, extendiéndose en este caso la numeración, hasta 
la cifra 4 resp. 5. Lo mismo se puede decir de S3 para 5 ~l~. POl'que '1\1 '1\2 113 '1\.1 '1\5 
conmuta con ~l(. Pero para 4 de lasj3lc hay una diferencia. Como '1\1 112 '1\3 '1\-1 

,anticonmuta con I3lc debe ser completada pOI' otra combinación. Se ve fácil-

'mente que '1\1 '1\2 '1\3 '1\ . .:0 - '1\1 '1\:3 '1\3 - '1\2 '1\3 '1\-1 - 113 'I\.b '1\1 - '1\.1 '1\1 Tl2 = Th '1\2 '1\3 '1\4 (1 
-.I'I\ ) satisface la' exigencia de conmutabilidad. Al correl' ~l,; de la izqujer-

~L f-L 
',da a la derecha, dos expresiones son intercambiadas, las demás no varían 

(G) Vea tam biéll G .KNIE, N 1~evas t eOl'ías físicas (en prensa). 
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dX1 = bX3 - CX2 

dX2 = CX1 - aX3 

dX3 = ax2 - tX1 • 

(9) 

Se obtienen tres elenlentos básicos de este grupo tri para-
métrico, eligiendo 

a=l, b=O, c=o 

a=O, b=l, c=o 
a=O, b=O, c=l. 

Coordinando las tres filas y columnas de un sistema de 
matrices a las coordenadas Xl' x 2' X 3 se obtiene la representa
tación: (después de lnultiplicar por i) 

O-i 

.-L (10) 

-L 

y análogaInente en cinco dinlensiones. 

(11) 

produce una reducción en el núnlero de ténninos independien
tes de 35 a 10 y elel centro de 3 a 2. Se tiene ahora: 

83 =-1 

equivalente a la unidad. 
El número de repres'émtaciones irr,educibles ahora es 2 y 

32 + 12 = 10~ 

81 - 82 se puede reemplazar por Sl = 1h + 112 + lb 

"-, ~12 + ~22 + í33
2 

debido a la relación 

2 (~12 ~22 + ~12 ~32 + ~22 ~32) = ~12 + ~22 + ~32 
consecuencia de (11) Y ele las relaciones cíclicas resultantes 
de (11). 

Buenos Aires, septiembre 1943. 

(7) Tratado por mí en Revista Elec1;1'otécn'ica, octubre' 1943. 



UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA 
DE DESARGUES, EXTENDIDO AL CASO DE UNA 

TRANSVERSAL, NO SECANTE A LA CONICA 

por ELfAS A. DE CESARE 

Recuérdese, que una involución Qp, se dice que es armó
nica~ con una proyectividad n, no involutoria, si ap' es armó
nica, con la involución n, unida para n (1). 

Sea la proyectividad no involutária 

siendo Q, su involución unida. Llamando en n, pares de pun
tos asociados, a los pares de la forma (A B'), (A' B), for
memos la involución 

(2) 

en que sean conjugados, dos pares de elementos asociados en n. 
Definida la D.p, llamemos D' al conjugado de e, en Op, 

es decir sea: 

(?) 

Por la (1), se podrá determinar el elemento D; tal que: 

o lo que es lo mismo 

nD-D' (4) 

(l) Véase: F. SEVERI, Complementi di Geometria Proiettiva. Zanichelli, Bo
logna, 1906, pág. 119. 
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De (1) Y (4) resulta: 

A B e D 1\ A' B' e' D' 

,.o también 

A B e D 1\ B' A' D' e< 

Existe así una proyectividad 

(A Be) 
n 1 = B' A' D~ (5) 

tal que: 

(6), 

Teniendo en cuenta (2), (3), resulta 

por tener tr,es pares de elem,en'tos homólogos comunes; y te
niendo en cuenta la (6), resulta que D, 'e', son eleInentos C011-

jugados en Opo 
Se puede así escribir: , 

( 
B' A B A' D' e De') 

Op :-- A B' A' B e D' C' D o 

Transformando la 1t, mediante la flp ' ~ale (1) 

-1- - -1 
(

A' B' e') 
Op o n Op = A B e - 1t • 

(7) 

Por lo tanto, la o.p, transformará a la Q, en .Q~1, y como 
,0, es involutoria, es decir Q = Q-l, resulta, que la D..p trans
forma en sí misma, a la Qo En otros términos, Q y Op, S011 per
mutables, y esto significa decir, que los ,elementos dobles ima
,ginarios de Q, son conjugados en Opo 

(2) Las transformaciones deben efectuarse en el orden Q; 1, TC, Qpo 
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Consideremos un cuadrángulo completo A B e D, inscrip-
to, en la cónica E, y s;ea r, una recta de su plano, no s'e
cante a F. 

A 

r 

Consideremos a E, eng,endrada, por los haoes de rayos: 
con centro en A y B, y llamemos n == nBA la pfoyectividad que 
resulta sobre r, cortando primero· el haz con centro en A, y 
luego el haz con oentro en B. Siendo L == A e . r; L' == Be . r,_ 
M==AD.r;}JI!'==BD.r, será nL--L' y n JIII == 111'. 

Se tendrá pues: 

n=:= (L L" 111 M" .... ) (p) 
L' L M' M ... . 

Si L 1, es el conjugado arluónico de L, respecto de L', L" 
y del luismo modo M 1> conjugado armónico de M, respecto de· 
M', M", será: 

la involución unida de la n, inv;olllción que define, los puntos, 
dobles imaginarios, según los cual'es, la r, corta a la D. 

Formemos una involución Qp de la n; se tiene: 

o --( ~<..Ip == 
M' L M L') 

LM' L'M 
(p') 
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ésta involución, será armónica, COil Q, es decir, los elmnentos 
dobles ilnaginari.os de Q, son conjugados en 0p. 

Pero la D.p, n.o es sino, la involución, que sobre r, d~ter
minan los pares de lados opuestos, del cuadrángulo cOlnpleto . 

. A BCD. Podmnos entonoes, formular la proposición: 
Los pares de puntos in~aginarios, C01nunes a la r y a h, 

son conjugados, en la involución, que los pares de lados opues
tos, de un cuadrángulo c01npleto inscripto en la cónica, -deter
minCl7~ sobre la misma recta. 

Buenos Aires, julio 1943. 

TEMAS PROPUESTOS 

47. - Se llanlan curvas-D de una superficie aquellas cuya 
esfera osculatriz en cada punto es tangente a la superficie. Se· 
pide estudiar las curvas-D sobre un cono de revolución. 

L. A. San taló 



SOBRE LA INTEGRAL J( dx)! 1-x2 23 

por ANGEL J. GUARNIER! 

1. - En la cuestión elem.ental No. 10 (Vol. VII, pág. 86) 
~se pide calcular esta integral entre los límites O y 1 Y entre 1 e oo. 

Para ello basta darle la forma de integral ,euleriana, poniendo 
1/- 1 

·x = r Y en el primer caso y x = ,j- en el segundo. Resulta: 
~ yy 

1 1 

1, J(1!;)2!3 ~ ~Jy-l"(1~y)-'!3dY= ~ B (~, ~) = 
o o 

1 r(~)r(~) 
2 r(%) 

1 r(~)r(~) 
2 r{~) 

Es fácil probar que 12 vale el doble de 11 , En efecto: 

,pues 

r(~)r(%) 

[r(~ )T 

re 
, F (x)E (l-x) =--n 

sen x 

rejsen-i 
2, ,re 

y 

2. - En el tema N°. 27 del mismo volumen (pág. 80) se 
'proponeexpr'esar la miSlna integral en fonna de int'egral elíp
tica de Leg'endre. Tal' expresión es posible, pues poniendo 
,Y = (1_X2)1/3 se tiene una curva algebraica de género 1. 
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Como es sabido, el género de una curva ,es la diferencia 
'entre el lnáximo de puntos dobles y de retrü;ceso que corres-

ponde a su orden:; (,n-1) (n-2), y el número de los que 

1 
realmente tiene: g=2(n-1) (n-2)-d-r. Las curvas de 

,género O son las unicursales, es decir aquellas cuyas coordena
das" cartesianas se pueden expresar en función racional de un 
paráluetro; las de género 1, o elípticas, admiten una expresión 
de sus coordenadas m'ediante funciones elípticas de un paráme-

tro. Estas tienen; n(n-3) puntos dobles y de retroceso. Las 

cúbicas (n 3) pueden tener a lo lnás uno ele tales puntos; 
,en tal caso son unicursales, y tOlnando el punto singular con10 
origen se puede adoptar como parálnetro la pendiente del radio 
vector. Las que carecen de un tal punto son de género 1 o elíp
ticas; se demüestra que m'ediante una perspectiva se puede 
reducirlas siempre a la fonna y2 = 4 x3 - g2 X gs, expr'eslOll 
biyn conocida en la teoría ele las funciones elípticas de Weiers
trass; ,haciendo x = p (t) resulta y = p'( t). 

Según una de las fónnulas de Plücker, la clase de una 
,curva es l-c = n (n - 1) 2d - 31'; luego las cúbicas ele género 
1 son de 6a . clase, mientras las unieursales son de 4a . o 3a . 

La curva eI\ cuestión ,es un~ cúbica sin punto doble, pues 

la derivada y' 3(1~:2)2/s ton1a en cada punto un valor 

(real) único. Luego 'es de género 1, y la integral propuesta se 
podrá expresar luediante funciones elípticas, lo cual se logra aSÍ: 

ro 

Sea 1 = f-_d~. La sustitución 1- X2 = - zS la redu-
(1-x2 )2/s . 

x 

·ce a la fonna norn1al de Weierstrass, con g2=0 y gs=-4: 
ro ro 

.1= ; f VZ:~-l =3f V4::~4 =3 u .'. z p (u ; 0,-4). Las raí-
z z 

1 .11'3 _1 . V3. 
ces de zS + 1 son: el = -1, e2 2 1 2 , es -2 -- l2' po-

,Hiendo: H2 = (el - e2) (el - es) = .( - ~ - i, ~ ) (- ~ + i 1 ) 
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= 3, los tratados indican la sustitución: z = el + H tg2 ~ = - 1 + 
2 

9 

V3 tg2 ; . De aquí: z3 + 1 =-~ 3 V-S tg2 ; (1 - V3 tg2 ; + tg·i ; )' 

y dz= (¡13 tg ; I cos' ;) el'!'; por tanto: 

3 JA y3 tg t . dep 

1 ="2 q> cos' ~JÍ3. ¡/3 t~ f Vl+tg4{-_-V3 tg2'f = 

y COlno la expresión bajo raíz es igual a 

¡ [ (1 cos ep ) 2 + (1 - cos ep ) 2 - YB sen 2ep ] = 
4 

1 . /- 1 1/-

=:= 4[2 + 2 cos2 ep - V 3 8en2 ep] =4[4-- (2 + r 3) sen2 ep] = 

2 1 '13 = 1 - ~ sen2 ep 1 - k 2 sen2 ep, queda finalmente: 
4 

1 = V27 Jn dep = V27 [J
n 

__ Je
p 1 = V27 [2k - F (ep, k)],. 

2 -yl-k2sen2cp 2 2 
~ o u 

siendo F ( ep ,k) la integral elíptica de 1 a. especie de Legendre. 
/ ;-----

Haciendo k=sen&, se tiene: sen&=Vl+~312 _-Vl+cO;30o
. 

= cos 15° = sen 75° ... & = 75°; esta expresión del módulo k lne
diantc un ángulo se utiliza en las tablas de Legendre. 

Se calculará ahora la integral propuesta entre los lünites, 
O y 1, Y entre 1 e oo. La correspondencia entre los IÍlnites de~ 
las tres variables x, z, ep es: 

x: O 1 00 

z : -1 O 00 

ep: O epl TI I 
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TC/2 

La integral cOlnpleta [( =J-.¡ dcp vale, según las 
l-h:2sen2cp 

o 
~tablas: [( = 2,76806. El ángulo ep1 se obtiene haciendo z = O ,en 

la expresión z = - 1 + {3 tg2 ~ ... tgh = ~, y CPl= 74° 27'18". 
2 2 f3 

1 4 _ epl 

r dx :;/27 J dcp Resulta: = _v_ 
o (l-x2)2/3 2 yl-/-¡:2sen2cp 
o o 

= 1,13975 X 1,84537 = 2,10326. 

] el!;)"!' Y~7] -'¡1-~~en2cp = Y~7 r]~.f]--
~ ~1 o o 4/-[ ~'ll 4-1 ~7 2 le - [ ~ i~7 [2/2,76806 -1,84537] 1,13975/3,69074 

= 4,20652, que es el doble de la anterior, como ya se vió. 
El problelna queda, pues, resuelto. Las consideraciones que 

siguen exceden la cuestión propuesta, pero ofrecen algún interés. 

3. Inversión de la integral. Conviene tener el módulo 
c0111plmnentario k y el otro período ill": l-í"2 1 - /-¡:2, k' = cos 
75° sen 15°; CO\l est,e valor las tablas dan: l-r' = 1,59814. Se 
tiene, púes: 

lc 2 =2+y3 /-¡:=sen75° .'. [(=2,76806 
4 ' 

k'2 2-y3 k' = sen 150.'. lC = 1,59814. 
4 

. . 1 
Utilizando la notación de \Veierstrass: 3 1 = u 

00 

f clz 

, y4z3+4 
z 

.·.z=p(u; 0,-4) Y x2=1+z3=I+p3 l.l.. Los períodos son: 
00 00 

j' clz K 2,76806 

COl = _lY4zLf-4 = lB = ys 
. j' dy = 2,10326 ; co') = l ,/ • 

- v4y3_4 
1 

iK' . 1,59814 
- _. L 1,21431 i. yR - y3 
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TI 

Con las funciones de J acobl: - 1 = u = -- -. 1 1 1 dqJ 
3 2 ys cp 1/1-k2sen2qJ 

. : . sen (1t - cp) = snt, siendo t = 2 V3. u. Entonces: cos cp = - cnt, 
~ 1-oo~ 1~~ ,~ ~ y tg2_=. ; de aquí: z -1 + r3 tg2 =-
2 1 +coscp 1-cnt 2 

-1 +Y 3 1+cnt , X2 = 1 + Z3 = 31/3[(2--1/3)+(2+ 1/3) cn2tl(1+cnt} 
l-cnt (1-cnt)3 

_ ,/- r4-(2+ lj3)sn2tlsn2t _ ,/-1-k2sn2t 2 _ ,/- dn2t.s. n2t 
--3v3 -12v3---snt-v27---

(1-cnt)4 (1-cnt)4 (1-cnt)4 
1/- dnt.snt 

Adoptando el signo. +: x = 2 y 27 ( ). Los períodos J.¡; y 
_ 1-cnt 2 

ik' ya fueron calculados. 
,¡¡:; 1 +cn (2V3. u) _-

Se ve que: p u -1 + V u 1/. En efecto, cuan--
l-cn (2y3.u) '" 

do el discriIninante g23 - 27 g32es negativo, las. funciones ele 
Weierstnass y J acobi están ligadas por la relación: p u = ~1 + 1i 
l+cn (2VH.u) 
1-cn (2VH.u) . 

4. - La integral en el can~po complejo. La integral de-
z 

Schwarz: O) =1-( dz) / tiene la interesante propiedad de 
1-z2 23 

ro 

transformar el eje real del plano z en un triángulo equilátero-
del plano 0), dispuesto como muestra la figura. 

'l~ 
~ 1t YJ 

=ri \ I I 

A \ 

" 
\ 

w) 

AI----+---~ 
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2 . 
En efecto: co' = (1- z2)-2/3, Arg co' = -3 [Arg (1 +- z) +- Arg-

(1- z) J. Cuando z recorre el eje real, se tiene: 

,2 2 
z<-l; Argco =--(n+-O)=- n 

3 3 
. 2 

- 1 < z < 1; Arg co' = - - (O +- O) = O 
3 

2 2 
z> 1 ; Arg co' = - - (O - n) = - n. 

3 3 

Como Arg co' 'es el ángulo que forman las curvas corres
pondientes en la transfornlación, se ve que a la semirrecta: 
( - 00 , -1) corr,esponde un seglnento de recta girado respecto 

2 
de ella - 3" n (lado e A); al seglnento (-1, +-1), el lado AB, 

Y a la sem.irrecta (1,00), 'el Be, resultando un triángulo equi
látero. El vértice e está en ,el origen, pues a z = 00 corresponde 

co = O. La longitud del segmento AB es, 'evidentelnente: AB = 
+1 

= C02 - COl = f dx = 4,20652, según se calculó antes. Si 
. (1-x2)2/3 
-1 

se utiliza el e A" se tiene A co 
-1 - j' dx luego: GA=lcoll= -( ---) -/ ' 1-x2 23 

-00 

3 . --nz 
I1z. e 2 ,IAcol=IAzl=Az; 

y análogamente: Be = I co2 1 = 

00 00 1 

f~ Se ve ahora porque se verifica que f= 21· . (1-x2)2/3' 
1 . 1 o 

Si en vez de 00 se tOIna un valor .real cualquiera a como 
límite inferior de la integral, el triángulo experimenta una tras-

a Z a Z 

lación cnya magnitnd está dada por - f ' pues ~ = f = f + f 
00 00 00 a . 

. j + ro' ... ro' = ro. -1. Si se multiplica la integral por una 

00 00 

constante e -::-/= O, . el lado del triángulo queda multiplicado por 
lel y, éste gira de un ángulo igual a A:i:g e. 
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Es innecesario agregar que la representación es conform.e, 

,:excepto en los vértices del triángulo, en que se anula co' ú ~ 
co' 

Hasta aquí se ha considerado la correspondencia entre el 
eje real y el contorno del triángulo. En cuanto al interior de 

. éste, es fácil ver que corresponde al s'81uiplano superior del pla
no z, pues, COlUO la transfo,rmación conforme cOl~serva el sen
tido de .los áll;g,ulos, a puntos situados a la izquierda del con
torno cuando se lo recorre en sentido positivo, dehen corres
ponder puntos tam.bién a la izquierda del ejex. 

Esto no significa que el exterior del triángulo corresponda 
· al semiplano inferior. En realidad, la transfonuación aquí es
tablecida corresponde a una detenuinación del argulnento de 

JI (1- z2)2, que tiene 3 valores. En el plano z hay que consi

derar una superficie de Rieluann de 3 hojas, bbtenida cortán
dolo según el eje real ele 1 a 00 y de 1 a - 00, pues - 1 Y 

1 son puntos de ranlificación de 2°. orden. Si un punto des
cribe una curva cerrada alr,ededor de B', por ej'81uplo, (que no 

· contenga a A'), el correspondiente describe tanlbién una curva 
cerracla. alrededor de B (no 'conteniendo al· A). Pero n1Íentras 
esta ú1tüua consta de una sola vuelta, la otra tiene tres, una en 
cada hoja de la superficie de Ri,muann; al atravesar el punto 
ll1óvil la s81uirrecta (1, + (0) pasa a otra hoja, pero ésto no 
sucede al atravesar el segmento (-1,+1). Cuando el 1er. l)unto 

TI 

(en z). describe un ángulo TI, el 2°. (en co) describe uno de 3 ; 
considerando 6 ángulos iguales alrededor de B, corresponden 
sucesivalnente a los seluiplanos superiores e inferiores de las 
3 hojas, aunque no la totalidad de la superficie lüuitada por 

· sus lados. En efecto : según un teorelua de Schwarz, si una 
función analítica tonla valores reales a lo largo de una curva, 
tonla valores conjugados en puntos sinlétricos respecto de la 
nlislua. A lo largo de AB la función z = f( co) es real; luego 
al triángulo IlBC lJ sinlétrico del liBC (en co), debe correspon
der el s81uiplano inferior de la la. hoja (en z), sinlétrico del 
superior. Aplicando este «principio de las inlágenes» se esta
blece la correspondencia 111ás general entre los planos z y co: 
La reflexión en (1,+00 ) del setuiplano inferior de la la. hoja 

.' da el senliplano superior de la 2a ., al cual corresponderá el 
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triángulo BAl Cv sin1étrico del BAC1, etc.; así siguiendo, re
S'ulta un ,exágono regular de centro B y lado CA, que representa 
la totalidad del plano z. Si ahora se refleja el BC2A2 en C2 /1. 2 

g'e obtiene el BSC2A2, Y reflejando el selniplano superior de la 
:3a • hoja en la semirrecta (-00,-1) se obtiene el inferior de 

It-
V 

I 

Fi~. 2. 

la la .. , luego el. exágono de centro Bs Y lado A2C2 también re
presenta la totalidad del plano z. Es decir, este plano está re
presentado por c,:ualquier exágono de una red dibuj~da en el 
0), y cOlnoestos' exágonos se reproducen en dos dimensiones, 
la función z = z ( 0)) 'es doblelnente periódica, y elíptica por 
ser polos sus únicas singularidades. Este resultado no constituye, 
desde luego, ninguna novedad, pues se vió anteriorn1ente que 

Z2 = 1 + p3 ( ;) . 

La función p (~) , definida en el plano 0), tiene sus po-
. 3 

los dobles en, los puntos C, y sus ceros en los A. y B. Es sabido 
que no tiene otras singularidades. El período real 2 .Qv con la 
variable 0), es el seglnento CC3 =3l=3x4,20652; con la va-

co 
riable u = - se reduce a la 3a . parte: 2 COl = 4,20652. El pe-

3 
dodo imaginario 2.Q2' con 0), es el segmento CC l = 2 h = lJ/3 = 

~/- 4.20652. E 
:V 3x4,20652; con u es: 20)2= Y3 2,428631. stos va-
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lores coinciden con· los calculados antles, en la inversión ele la' 
integral. Por ser negativo el discrüninante de la ecuación p' u = 
= 4 p3 U 4, los períodos 20)1 Y 20)2 no son prin1Ítivos; lo 
son.. ,en cambio, los imaginarios conjug,aelos 20)' = 0)1 (02 = 

1 1 
=3'2D' y 20)"= 0)1-0)2= 3 2Q" siendoQ'=CC4 yQ"=CC2· 

Transformando ,el eje real del plano z en una circunfe
rencia del plano t, se obtendrá 'en definitiva una función que 
transforma la circunferencia en triángulo. Es sabido que lo pri-

1 f r 1 1 f ~+t El" miel'O se ogra con una uncion (e a OrIna z ct --o 1 19wn-, 
I+t 

z) 

l· S' 

t) 

-i 

do una circunf,erencia de centro en el ong,en y radio 1, y ha-
2n' 

ciendo corresponder to -:- 1 a z = 00, y tv t2 (de argunl'entos 3 
2rr ' l/-

Y -3) a z=-l y z=l, se calcula ~=1, 1=-1, ct=-i V 3, 

Y resulta: z = i ,r¡¡-l+t . Entonces: dz= ( 2i~--dt, 1-z'= 1 + 
V 1-t 1-t 2 ' 

l+t 2 1+t+t2 1-t3 jZ~ dz . v3ft. dt 
3 (l-t) = 4 (1-t)2 4 (1-t)3' Y (1-z2)2/3 = L,''2: (1-t3)2/3 

00 V ¿;, 1 
t 

Luego la función O) = C [-( -~/ transfornla al círculo da
. 1-t3)23 
1 

do. en triángulo equilátero. 
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El problema de la representación conforme de triángulos 
y, en general, polígonos, m.ediante círculos fué resuelto por 

. Christoffel y especiahnente H. A. Schwarz basándose len el teo
relna fundamental de Riemann, pues son recintos silnplmnente 
co(nexos. Dado un trián,gulo cualquiera ele vértices 0)1 0)2 0)3 Y 
án,gulos exterior·es A1)[, A2)[, A3)[ (Al + A2 + Ag = 2 ), y tres pun
tos zl Z2 Zg de un círculo cualquiera, la función que transfonna 
éste ·en aquél es: 

Z 

O) = l-íJ. dz + k' siendo k ° y l-c' constantes. 
(Z-Zl )A1 (Z--Z2 )>"2 (Z--Zg )A3 

Zo 
t 

f dt 
Se ve que la función antes considerada: O) = k (1-tg)2/g 

1 
2 2. 

es un caso particular de aquélla, con A1=A2=Ag= 3" y tn =e3nm 

Aquélla, a su vez, es caso particular de la siguient.e, que trans
fonna un círculo en un polígono convexo de s lados: 

-O) =.: kfz dz l-c'. 
(Z-Zl)A1 (Z-Z2)A2 ••• (z-zsY"-s 

zo 
Por ejemplo, si se eligen como puntos Zi' sobre una circunfer,en-
cia de radio 1 y centro en el origen, las 4 raíces de la unidad __ 

1 
y se tOIna Al ='A2 = Ag =A4 = 2' y aden1ás k = 1, k' = 0, re-

~ 

suIta: O) {V dz , que transforma el círculo en un cuadrado. 
o 1-z4 

¡z dz 
Para obtener cualquier polígono regular SIrve: O) - • 

~ (l-zn)i 
o 

Escuela de Ingeniería, San Juan. 



ECUACION FUNCIONAL 
f (xm) : f (x) =ax 

por SERGIO SrSPÁNOV 

Generalizando la ecuación funcional 

f( x/1t) 
--=ln X m- 1 
f(x) . 

propuesta en el nÚInero 5 ele Vol. VIII (t,erna 41) nos ocupa
reInos de la ecuación 

~(1 ) 

Supongarl1os, prünero, que la variable x y las constantes 
u, In, son positivas, y que adeInás rn. 1. 

Aplicando la sustitución 

a 

f(x) =X m - 1 cp(x), 

r,educünos la ·ecuación (1) a la tOfll1a 

Haciendo lueg0' 

valnos ft tener sucesivantente 

a =e1na 

y la 'ecuación anterior se convierte en 

en donde e ,es la base de l0's logaritmos naturales. 

(2). 

(3' ) 
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La última r,elación no.s conduoe evidentemente a la si
gui,ent,e 'ecuación a dif,erencias finitas: 

AtP(y) = tP(y + 1) - tP(y) = lna. 

Con auxilio de una sumación inmediata llegamos a la 
fórmula 

tP(y) = y lna + ln C. (4) 

La letra C, representa una constante arhitraria de sumación, 
si la función tP (y) ,es analítica para todos los valores finitos de y. 

En ,el caso más general de que dicha función nO' estuviese 
sometida a ninguna condicióll, C r,epresentaría una función 
arbitraria de la forma 

C(y -- [y J), 

en donde, según la nÜ'tación de Gauss, el sÍlllbolo [y] significa 
la parte entera de la variahle y. De manera que el argumento 
se convierte en la siguiente identidad entre potencias de hase y 
límit'es 

O<y-[y]<1. 

VolviendO' a la segunda de las r,elaciones (3) podemos 
r'e,emplazar tP(y) por su expr,esión (4), lo que nos da 

cp( x) = C(eY)lna. 

Tomando logaritmos naturales de ambos miembros de la 
primera de las mismas igualdades (3), r,esulta 

de" donde 

lnx=eylnm, 

1 

eY = (ln X)lnm. (5); 

La sustitución de ,este r,esultado ,en la expr,esión para cp( x) 
r,ecién hallada, conduoe a la fórmula 

In a 

cp( X) = C(ln X) lnm. 
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Ahora, la r,elación (2) suministra la expresión para la 
función ?uscada f( x) 

a ln a 

f( X) = e x m- 1 (ln X)lnm. (6) 

Según lo ,expUt~sto anteriorm,ente, la lHtra e repl'íesenta 
:aquí una constante arbitraria, o bien, en el caso mas gener:al, 
puede ser una función arbitraria del arguluento 

y- [y], 

en donde, de conformidad con la relación (5), 

ln(ln x) 
y= lnrn . 

Hagamos algunas observaciones r·especto a l~ fórmula (6). 
El exponente 

lna 
lnm, 

no depende de la base' en la cual se toman los logaritmos y es 
igual a logma. 

En lugar de los logaritmos naturales que figuran :en 'C 6) 
pueden ,escribirse logaritlnos 'en cualquier otra base; el efecto 
producido por ,el cambio de la bas'e se neutraliza multiplicando 
e por un factor constante convenienten1ente elegido. 

A fin de ,evitar valores con1plejos para f(x) que pueden 
obt,enerse cuando O < x < 1 Y ln x les negativo, podría em
pl,earse la fórmula 

a 1n a 

f(x) =. C;I: m- 1 \lnx\lnm, (7) 

que s'e deduoe de la fórmu1a (6) reemplazando en ella C por 

In a 

C( -l)lnm. 

En la misma ocasión, se practicarían las sustituciones 
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,ten lugar de las sustituciones (3), si se quis~era tener para la 
variabl,e auxiliar y valor,es reales. 

Las igualdades (6) Y (7) suministran para f( x) valores 
reales también en. el caso. de que sean las constantes a y nI, 

.ambas negativas, si la razón 

,es real. 

Zna 
ln rn. 

En conclusión, consider'elllos algunos casos exoepoionales. 
Si rn = 1, la ecuación (1) se éonvierte en una. identidad, 

cuando a =1', ct = O: y no adlllite soluciones, cuando no s'e 
cUlllpl'e con una de ,estas condiciones. 

Si In = ° y ta 0, se obtiene 

f(x) = f(l? . x-a, 
a 

',desempeñando ,el factor 

f(l) 
a 

,el papel d'e una constante arbitraria. 
Si m ='0 t la = 0, la ,ecuación sé r,eduoo a la igualdad 

f(l) =0. 

En el caso. particular que figura en el enunciado del pro
blema se tendrán 

a=ln, ct=m -1, 

.Y por consigui,ente 

Asunción, Paraguay. 
26 de Enero de 1943. 

f(x)=CxZnx. 



TEMA RESUELTO 

33. Delnostrar la identidad 

donde con n! Un = n(n,d se indica la factorial de grado )' base 

iguales a n JI diferencia d. 

Solución. La identidad anterior podrá escribirse 

(l} 

Transfonnelnos la prilnera sumatoria aplicando el binOlnio, 
de Vandermonde. Será 

_ n. (p,d (q+r) r(q+r)d+(r+1) (l-d) 1 (Q+l',d .:E (- 1 ,1] -----:--~. -----
- p y r J (q+7') .' . p+q+r=n-l • 

Para q + r constante, la sUlnatoria en r es 

con lo que la primera sumatoria de (1) se convierte en 

n-l n(p,á 
.:E-y (l-d)n-l-p. 
p=O p. 
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Con semejantes transfonnaciones la segunda sUlnatoria de (1) es. 

n-2 n(p,a n-1 n(p,a 
I -, .:E(1-d)n-2-p= .:E -, (1-d)n-2-p (n-1- p), 

p=o p. q+r=n-2-p p=O p . 

y el segundo lniembro de (1) es 

n-1 n(p,a 
.2 -, -, (l-d)n-l-p (n - p) 

p=O p. 
n-1 n(p+1,d n-1 n(p,a n(n,a 

=.:E -- (1- d)n-l-p - .:E (1 - d)n-p = --\- = n Un' 
p=u pI p=l (p-1)! (n-1)! 

y la identidad queda den10strada. 
Tal identidad es trivial para d = 1, mientras que para d= O 

se convierta en la siguiente identidad entre potencias de base y 
grado iguales 

En: J. B a b in i, Series cu.yos coeficientes contienen, facto
riales (Revista de la Unión Matemática Argentina, Vol. 1, p. 17, 
Buenos Aires, 1937) puede verse otra demostración de la iden
tidad propuesta, así como de otra más general que da lugar a 
casos particulares sencillos como por ejemplo 

(2n+ l)un=~up uq u.J' 
p+q+r=n 

con 
, (2n-1)! ! 
u -:----

n (2n)! ! 

José Babini 
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Después del maestro maXl1110, el discípulo predilecto. Reciente aún la 
-inolvidable visita del profesor BirldlOff, siempre presente en el afecto de 
todos, cuyas lecciones fueron las primeras que despertaron eficaz interés 
en nuestro modesto ambiente, después de las. fugacísimas de tantos emi
nentes matemáticos, la misma. universidad de Harvard nos ha enviado este 
año al más prestigioso de los jóvenes investigadores norteamericanos en el 
campo de la moderna orientación abstracta que, quiérase o no, ha empren
dido esta ciencia secular. 

Toda la imponente construcción levantada en milenios de esfuerzo 
constructivo ha quedado encasillada en los dos grandes cuerpos de doctrina 
que se llaman Algebra abstracta y Geometría abstracta; el primero como 
generalización de la Aritmética, y el s~gundo siguiendo la pauta de la teo-· 
ría de los conjuntos de puntos de Cantor, o sea la teoría geométrica del 
espacio En' Por obra de Hilbert, Fréchet, Riesz, Hausdorff, se ha visto 
que el método cantoriano es aplicable a entes abstractos cualesquiera, con 
leves cambios de palabras a veces, y con sutiles distinciones de nuevos casos 
al ascender en la escala de la generalidad. Gran progreso pareció el encua
drar el Análisis' clásico en el amplio cuerpo de los espacios métricos, y en 
especial elel espacio de Hilbert, que constituye la natural ampliación del 
espacio En ; pero posteriormente se ha visto que la esencia de muchos mé
todos es más bien de índole topológica; y a medida que va creciendo esa 
imponente construcción abstracta que bajo el título genérico de Topología 
engloba disciplinas muy diversas, se va realizando la lenta y difícil tarea 

. de ubicar en ella gran parte de los métodos del clásico Análisis, y eTel na
cido en este siglo. 

La Matemática entera se va topologizando, es decir, se va haciendo 
geometría cualitativa, geometría pura de posición, mientras el Algebra o 
más bien la Aritmética abstracta, parecía una construcción insular, alejada 

. de toda aplicaciólj', después de haber influido hondamente en todo el orga
nismo la idea de "grupo". Pero recientemente ha cambiado el panorama. 
Elaborados, siguiendo el ejemplo de Boole, numerosos cuerpos de doctrina 
deductiva, a partir de diversas combinaciones de postulados aritméticos, se 
ha visto que nuevas estructuras algebraicas como los husos (lattices) sis
tematizan doctrinas que parecían infinitamente lejanas, como antaño acon-
teció con la idea de grupo, y basta ver los índices de las revistas actuales 
para medir la ampiltud del nuevo rumbo impreso a la Matemática entera 
por las nuevas ideas directrices. 

El profesor Stone ha dado un, magnífico curso sobre la teoría de las 
representaciones o correspondencias muy generales entre espacios abstrac
tos, de la que es uno de los principales creadores, y vencida la natural 

,dificultad de acomodación de las mentes educadas en los métodos clásicos, 
todos se han visto obligados a confesar que las aplicacioIies logradas jus-

o tifican el esfuerzo de abstracción necesario para entrar a fondo en ese nuevo 
mundo, parco en fórmulas, pero denso en generalidad y rico en promesas. 

Toda la obra ya realizada por el sabio profesor en su breve pero pro
o fícua labor de investigación, pertenece a ese ámbito de la moderna ma
·,temática abstracta. Sus dos grandes memorias en las Transactions of the 
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American Mathematical Society, de 1936 y 1937, descubrieron insospecha
das relaciones entre operadores en el espacio de Hilbert, álgebras de Boole, 
sistemas semiordenados y Lógica matemática. Con el sencillo artificio de 
definir la suma (mód 2) es decir, de no considerar los puntos pertenecientes 
a número par de sU~l1andos, el álgebra de Boole se convierte en anillo y es 
aplicable la clásica teoría Frobenius, Emmy Noether, Wedderburn, .... 
Estas interesantes conexiones entre campos que parecían lejanos han tenido 
repercusión en la bibliografía; la tesis de su discípulo Mac N eille y algu
nos trabajos de McCoy, lVIontgomery, Alexander, Zappin, Kakutani y los 
muy interesantes de su colega Garret Birkhoff han proseguido la indaga
ción de lazos entre esos cuerpos doctrinales, en los cuales pueden cose
charse importantes ilovedades. 

Otras conexiones surgen también de este modo algebraico de enfocar 
los problemas geométricos; y una muy importante, de la que pueden es
perarse sabrosos frutos, es la existencia entre la Topología combinatoria y 
la contínua. Ya se inician las exploraciones en tal sentido y baste citar 
p. ej. la memoria de vVallman, quien sigue método "closely related to that 
of M. H. Stone", como el mismo autor declara. 

La evolución total de la Matemática es ya un hecho; teorías enteras 
de corte clásico como la de series e integrales de Foul'ier, se simplifican 
de modo sorprendente bajo el influjo de los nuevos métodos (un ejemplo 
elocuente tomado de la sensacional memoria de Gelfand nos dió en su últi
ma clase) y según confiesa su propio autor, ya debería ser rehecha su 
obra "Lineal' Transformations in Hilbert Space and their applications to 
Analysis" aparecida en 1932, en la prestigiosa colección de las "Collóquium 
Publications" que edita la American Mathematical Society. Obra de su 
primera juventud este monumental libro, que ya descubría una fuerte per
sonalidad en la investigación y la exposición didáctica, fué el punto de 
partida que lo condujo a las investigaciones abstractas, hacia las que ha 
logrado despertar el interés de nuestros jóvenes matemáticos, con el estímulo 
del propio ejemplo y con la eficacia de su exposición clara y escueta, des
arrollada en correctísimo castellano. 

El envío en años sucesivos de profesores de la alta jerarquía de Birk
hoff y Stone, y el esfuerzo realizado por ambos para aprender a fondo 
nuestra lengua, en homenaje al país y para asegurar la fructificación de 
sus enseñanzas, es motivo de gratitud hacia ambos y hacia la gran naClon 
norteamericana, .inmensa por su extensión y por su fuerza, pero mucho 
más todavía por su espíritu. 

J. R. P. 



CUESTIONES ELEMENTALES HESUELTAS 

18 . ..-:..... Dados dos planos .y un punto P no situado en ellos, 
.se consideran todas las superficies esféricas que pasan por este 
punto P J' son tangentes a los dos planos. Se pide el lugor 
geométrico de los puntos de contacto J' el estudio del cono de 
vértice P que forrnan los radios de dichas esferas. 

Solución: 1.0) Caso genera]: Los planos se cortan según 
el ángulo diedro 2 a (tOll1aInOS aquél en que está situado P); 
adoptan1os COl110 ejes coordenados los que tienen por centro 
la proyección de P sobre el bisector de 2 a, eje y la recta pa
ralela a la intersección de los planos dados, 'eje z el que con
tiene a P y eje x la recta nornlal a las anteriores. 

Sea e un centro de esfera que cumpla las condiciones 
pedidas: e T e T' = e P = el Y tendremos (ver. la figura): 

z 

.····t:·/· .
TI /:'~:~~·t;:OIZO) 

.... .·:~;%tt~~~::,;~·5\~' .x. 

\ i¡ \ .••.••••• :/8 ./:d 

·.\.·'\/J~·?:c: 
T\)<ri¡~ ... ' ..... 

. :\.>~:::-,. . ..... . 
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En 60CC' rectángulo en C' es d'2=X2 -1- y2 
En 60PC » » O es d'2=d2 -z02 
En 6 QC'O" » » C" es d2 = (l -1- X)2 sen2

(t 

siendol l=OQ. Deducilnos: 

La ecuación del lugar ele los centros de las esferas que
cumplen el enunciado es por lo tanto: 

Curva plana de segundo grado 
A) El lugar de los puntos de tangencia <iIe las esferas y 

los planos dados será proyección de la [1;J; para obtenerla mul
tiplicamos x por cos a, : 

[2J X2 cos4a, + y2 - 2l x sen2a, cos a, -l2 sen2a, Z02 o. 

El .determinan te cuadrático vale: 

.6 = - cos4a, , es decir, 6<0 

para cualquier valor de (t. , la curva es sIempre tipo elipse. 
El detenninanle cúbico vale: 

distinto en general de cero, y que lOIna 'ese valor (ecuación 
con un solo punto real) cuando: 

a J a, = O ;. los dos planos coinciden y el punto está con
tenido en ellos. (Por el planteo resulta necesarimnente Zo = O). 

b J a, O Zo =l tg a,; el punto está sobre uno de los. 
planos. 

c J La [2J nunca puede llegar a ser circunferencia, pues 
debería ser cos4a, = 1, o sea, a, Ocaso a] ya considerado. 

dJ si l = O; Zo = O (necesarianlente, dado el planteo; si 
zo -r O daríamos un giro de 90° al sistelna de ejes y tendríamos: 
Zo O, l:::-/~O) y la curva degenera en un punto. 
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e] si Zo = O, l-::-j= O .obteneln.os una elipse c.om.o en el caso .. 
general. 

B) Estudi.o del con.o de vértioe P que f.orman l.os radi.os. 
de las esferas: 

La ·ecuación del c.on.o en el sistenla de ¡ejes de .origen tras-· 
ladad.o a P es: 

sen2a sen2a y2 +2lxz ___ [2 z2 __ +Z2=0. 
Zo Z02 

que n.o. es un con.o de r,ev.olución salv.o que:' 
a'] a = O cas.o a] anterior en que el c.on.o degenera en' 

infinitas rectas c.oincidentes n.ornlales a l.os plan.os' en P. 

h/] a -::-j= O, ~o = tg a.' El punt.o P está s.obre ún.o de lqs, 

plan.os y ,el con.o degenera en una recta n.oflnal al miSlll.o en P. 
c

/
] si Zo = o. El c.ono degenera en el plan.o bisect.or a, 

los dados. 
d'] si Zo = O; 1 = O n.o existe con.o. 

2. o) Cas.os particulares n.o c.onsiderad.os p.or la ecuación. 

A) L.os plan.os dad.os s.on paralel.os y el punt.o P es in
teri.or a ellüs (está en el seInlespaci.o respe~t.o a cada plano., 
que c.ontiene al .otr.o). 

El lugar de l.os punt.os de tang,encia es una circunferencia. 
El c.on.o es de rev.olución. 

a] si di = d2 ,el c.on.o es el planóequidistante de l.os dad.os. 
b] si di = O el c.ono se reduoe a una r'ecta: y la. circun

ferencia a un punt.o. c] di . d2 = O ya fué considerad.o. 

B) L.os planos dad.os s.on paralel.os y P n.o eS interi.or a 
ell.os . ni c.ontenid.o ,en un.o de 'ell.os. 

a] ds:-j-:O. N.o 'existe solución, a men.os que se tOlne COU1.o 
tal la siguiente: La esf,era degenera en un plan.o paralelo a l.os, 
dad.os, la circunferencia es, la impvopia y el .. c.on.o es la recta 
que pasa p.or P y es normal a l.os plan.os dad.os. 

b] ,ds = o. La curva de c.ontactü de las esferas CO~l l.os 
plan.os coincidentes es t.od.o el plan.o; las generatrices s.on t.odas. 
las rectas que pasan p.or P y lüs oentr.os de las esferas des~riben 
un parab.oloide de rev.olución de centr.o P y directrIz l.os plan.os. 
c.oinciden tes. 

Juan Carlos Grirn,berg' 



CRONICA 

ASAMBLEA DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA 
10 de julio de 1943 

Abierto el acto, por el Vicepresidente, Profesor José González Galé,. el Doc-
1;01' Rey Pastor informa que ha recibido cartas y telegramas de los miembros 
de la comisión directiva residentes en Rosario y en Santa Fe, dispuestos a con
currir a la reunión y que él les ha rogado no emprendan viaje especial, apla
:zando su venida hasta la próxima sesión en honor del Profesor Stone. A con
tinuación elogia la activa labor de la señorita Bula y los señores Babini y 
Santaló así como la fecunda obra del Secretario de la entidad doctor Fernando 
L. Gaspar, gracias a cuya prodigiosa actividad, ahora en suspenso por enfer
medad, la U. M. A. ha podido consolidar su floreciente situación y se acuerda 
·enviarle un telegrama para agradecerle,. haciendo votos para su restablecimiento. 

Puesta a consideración la renovación de la junta directiva queda constituída 
·en la siguiente forma: Presidente, José González Galé. Vicepresidente, Fernando 
L. Gaspar. Secretaria, Yanny Frenkel. Pro secretario, Juan B. Kervor. Tesorerá, 
,Clotilde A. Bula. Pro tesorera, Ester Ferrari. Vocáles: José Sortheix, Cortés 
Plá, Pedro Rossell Soler, José Barral Souto, Alberto GOtlzález Domínguez, 
E. A. De. Cesare. 

Habiéndose recibido una circular de la Biblioteca Nacional de Lima expre
sando interés por las publicaciones de la U. M. A. se resuelve enviar un ejem
plar completo de las mismas. 

Se hace constar el agrado con que se ha visto la aceptación del cargo del 
,delegado de ]a U. M. A. en el Paraguay poi' parte del eminente matemático 
'Sergio Sispánov. 

Sigue la parte científica de la reunión con asi~tencia del Profesor Marshall 
H. Stone al que saluda el presidente agradeciendo su adhesión. 

El doctor Rey Pastor informa que los alumnos de ingeniería, Klimovsky 
y Grinberg han resuelto interesantes problemas de Topología y Geometría 
Multidimensional, que ]a señorita Ferrari continúa fructuosamente sus trabajos 
'en los espacios V, así como las doctoras Celina Repettoy María A. Ferrari 

siguen aportando nuevos resultados a la teoría de las funciones DA.. 
A continuación se exponen los trabajos siguientes: 

·.JULliO REY PASTOR: Un, p'1'oble1na geornétt"ico SOb1"e fig1~ras conlVexas en En . 

FÉLIX E. HERRERA: Sobre 1m teo1'enta pa1"a elete1·rninm" el salto de ciet"tas f1ln

ciones clisco1/,tín1las" 

FAUSTO TORANZOS: Genemción, proyecliva ele hipercuácl1-icas en el espacio de 

Hilbert. 

ALBERTO CALDERÓN: Alg1~nas conaicio1WS necesa1"ias y otms slúf'icientes pam 

la conve1".r;enc'ia de las series de F01l1"ier. 

Asistieron al acto las personas siguientes: José Barral Souto, Mario Bun
:ge, Alberto Calderón, E. A. de Césal'e, EleonOl'a Cometta, Osvaldo Falc0, Sera
fina Ferrara, Ester Ferl'al'i, Yanny Frenkel, Alberto González DomÍnguez, José 
González Galé, Juan B. Kervor, .Tulio Rey Pastor, Juan Rodal, Pedro Rossel 
;Soler, Roque Scal'fiello, A. Vignatti. 

Además asistió a la parte científica de la reunión el Profesor MarshaU 
H. 8tone de la Universidad de Harward. 



~ 4. - A .. GONZÁLEZ DOMíNGUEZ. Una n1.¿eva demostración deZ .teorema Umite 
del Cálculo de Probabilidades. Con'diciones necesarias y suficie.ntes pa
ra que ~¿na funció1~ sea integral de La'lllace. 

» 5. -:- NIKOLA OBRECHKOFF. S~l1' la somrna,tion absoh¿e par la transformation 
d' E~tler des sé1'ies dive1'gen tes. 

~ 6; ...:,....RICARDO SAN JUAN . .Derivación e integración d.e. . ,se1'ies asintóticas: 
» 7. - Resolución adoptada por la U. 1M. A. en la cuestión promovida por 

el SI'. Carlos Biggeri. 

VOLuMEN iv (Fascículo .sepurado.; ,,1939) 

N9 8. - F . .AMODEO; Origen y desarrollo de ·la Geometría P1'oyectiva. 

VOLUMEN V (Fascículos separados; 1940) 

N9 9. - CLOTILDE A. BULA. Teoría y cálcuZó de los momentos (lobles. 
» lO, - OOTILDE A. BULA,. Cálc~üo de supe1"fic~es de f1'emtenc'ia~ 

VOLUMEN VI (Fas,cículos. separados; 1940 -1942) 

N? 11. -.R. FRUqHT. Zw' Geometriq, a~¿f 'cine?' Flache m'Ít inclefiniter Metrik 
(Sob1'e la Geomet1'ía de ~ma superficie con mét1'ica indf3finida). 

» 12. -.A. GONZÁLEZ. DOMíNGUEZ~ Sobre ~ma memoria del P1'of .. J. e .. Vignanx; 
» 13.":"- F. TORANZOS. Sob1'e las sing~¿Za1'idades de las Q~¿1'vas de Jo1'Clan . 
. » 14. ---,. M. BALANZAT. Fó1'mulas integrales de la i1tte1'secció1~ il,e conjuntos. 
» 15. - G.KNIE. El prQblema de ,varios electrones en la mecánica cuantis't(L. 
» 16.-:-'"A. TERRACINI. 8bb,'e la existencia clesuperficies cuyas líneas princ'i-

pales SOn dadas. . .' ..'. ..' ' 
» 17.-L. A. SANTALÓ. Valor medio del nÚl1~e1'O ele.par'tes en que ~¿na, fig~¿ftl 

,convexa es dividicla p01' n 1'ec'tas a1'bitra1'ias. 
» 18. - A. WINTNER. On the iteraM,on oi. dist,'ibution f1¿nc'tions in'the calcul~18 

of probability (Sob,'e la iteración de funciones de dist1'ibución e11, tJl 
cálc~blo de p1'obabilidade.s). 

» 19; - E. FERRARI. Sobre la paradoja de Be1''trand. 
» 20. --::- J. BABINI. 80b1'e alg2¿nas p1'opiedades' de las de1'ivadas y cie1'tas pti~ 

mitivas de los polinomios de' Legeneke. 
» 2L ---, R.. SAN JUAN.U'n algoritmo de s1¿mació1i de series dive,1'gentes. 

'» 22. - A. TERRACINI. Sobre alg1-L1tOS 'lugares geométricos. ' 
» 23.":"- V. y A •. FRAILE Y C. CRESPO.· El luga1' géomét1'ico y l'Llgares de puntos 

á1'eas· en el plano. 
~ 24. -' R. FRUG¡HT. C01'onas de gr'LlpOS y sus S1lbgnlpos, co'n 'una aplicación 

a los dete1·minantes. 
» 25. -' E .. R.RAIMONDI. Un .problema de probabilidades geométricas sobre 

. los conjuntos de triángulos. 

VOLUÚEN VII (1940 ~ 19·11) 

Notas y memorias ·de J. BABINI, H. E.CALCAGNO, E. FERRARI¡ V.y A. 
FRAILE. i C~ CRESPO, G. KNIE, J. J. REBELLA, S.RIOS;R.,. SAN JUAN, L; A. 
SANTALÓ, . A. TERRACINI. 
, Soluciones de· temas propuestos. Bibliografía, .Crónica~ etc. 

VOLUMEN. VIII (1942) 

Notas y memorias de J. BABINI, .. M. BALANZAT, R. FRVCHT, E.. GASPAR, 

F. E'GAS;PAR, J. E. HERRERA~ W. MXCHLER,;E. R. RAIMONDI,J. J .. REBELLA, 

J. REY PAS'l'OR" Pó ROSSELL SOLER, M., .8ADOSKY, L.A. SANTALÓ. 

Solu,ciones de temas propuestos). B~bliografía" Crónica, etc. 

E~ \1942 la U: M.' A. ha. iniciado la publicación de Ul1allUeVa serie de' '.Me
morias y monografías" de las que han aparecido hasta ahora las si~uiel1tes: 
N9' 1. - GUILLERMO KNIE, Meéánica ond'llZato1'ia en el' espaciO C'l41'VO (1 volu-

men de 152 páginas). .. '.. ..... , .. 

Además .lúm aparecido tres' cuadel'llos de Miscelane.a matemática. 
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