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REPRESENTACIONES DE UN RING RELACIONADO
CON EL SPIN 1

vor GUILLERMO KNIE

"La emanaciéon de Dirac describe particulas de spin 1/2,
0y 1(Y).

En el primer caso los 4 simbolos @ que intervienen en
ella, son anticonmutativos. En el segundo y tercer caso ellos
determinan un &lgebra més complicada. Cambiando su deno-
minacion en B, las B satisfacen la regla de conmutacion:

<1> B[ Bm Bn + Bn Bm B[ = Bl bnm + Bn E)lm .

El ntmero maximo de simbolos que satisfacen entre ellos
esta regla, es 5(2) (segun Schrédinger). Ellos determinan lo
que en algebra se llama, un ring de 136 miembros (3). Si se li-
mita el ntimero de elementos basicos a 4, el ntmero de miem-
bros linealmente independientes se reduce a 126. Partiendo de tres
simbolos basicos especiales que son los tres componentes del spin
1, se obtiene un subring de 10 miembros (+). Mi intencidén es
demostrar que eligiendo tres B cualesquiera que no sean com-
ponentes del spin 1, es decir, que no satisfagan las relaciones

(2) BBy —ByBs=1PRs 7y ciclicamente

se obtiene un subring més general que el subring del spin 1, de
manera que tenemos ahora el sistema

136, 126, 35, 10.

Cada uno de estos 4 miembros significa el ndGmero de
miembros de un ring que es subring del anterior. El ntumero y
el grado de las representaciones que ellos admiten es diferente

(*) Prescindiendo de un factor ¢ en el término de masa.

(*) GuinLermo KNIE, Monografias fisico-matemiticas N° 1: Algebra del
spin.

(®) Compare también: SAxATA y TAXRETANI, Proc. Math. Phys. Soc. Jap.
22, 1940.

(*) GuinLsrMo KNI, Revisla Electrotéenica, Noviembre de 1943.
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y depende, pues, del nimero de elementos basicos. En el ul-
timo caso habia 2 representaciones irreducibles del grado r=1
y r=38 resp. Este caso se obtendra ahora por especializacion
del anterior.

Partimos, pues, de
Bl: 321 Bs

que satisfacen solamente las relaciones (1). Para construir fo-

dos los productos linealmente independientes, es conveniente, con-

siderar también los cuadrados B.2 B.,2 B.2, porque ellos tienen
1* Pa® P

propiedades de conmutatividad muy sencillos.

De (1) obtenemos por especializacién de indices:
Bl [322 -+ 522 [31 = B]_ 5

multiplicando a la derecha resp. a la izquierda por B; e igua-
lando, se obtiene: ‘

(3) B12 Bz2 - [322 512

Los 3,2 son, pues, conmutativos (e idempotentes).
ke p P

Ademés conmutan con el producto de dos 3 de diferentes
indices. Por ej.: De (1) obtenemos:
By BaBs+ BsBaBy=0 o
B1%Ba B+ By By By By=0.
Como
By BgPa+ PBeBgPy=0
resulta por substitucion:
B1% By By =By By By (4)
Mas favorable todavia que los B2 resulta el uso de la
combinacion 1, =202 —1.

Pues los n; ademas de conservar las dos propiedades men-
cionadas de los B2 poseen propiedades de conmutacién sencillas.
con los By. Tenemos
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Byme= By (282 —1)
e By= (2812 —1) By
Pero sumando, resulta
(5) Bimk+ nkB;=0  por (1).

Ademas tenemos

Biy=m B =5 a) y
) ion2=1 b)  por (1)
l N M = 1 Moy c)
BB =BnBay d)  por (3) y (4).

Las propiedades enumeradas de los m; hacen suponer que
estos simbolos se pueden utilizar con ventaja para la obtencién
de todos los elementos del ring y la construccion del centro, es
decir, de los elementos conmutables con todos los elementos
del ring. Formamos, pues, productos de los Bj enire ellos, de
los ny entre ellos y productos de los Bj con los n;. El ntmero
de productos linealmente independientes es 127+ 15. Si agre-
gamos n;2=1 obtenemos 35 términos. El término nxmnym,, es
del mas alto grado en By (grado 6). Todos los deméas productos
se dejan reducir a combinaciones lineales de estos 35 términos.
Procedemos ahora a la construccion del centro. Los términos
conmutables con todos los deméas — si prescindimos de la uni-
dad — han de ser con toda seguridad las combinaciones simé-
tricas de los m; o estan estrechamente relacionados con ellas.
Basta considerar:

S;=n+ng+mns
(7) Sg=mnyng+npng + 13 Ny
Ss =M1 M2 Ma-
Encontramos facilmente:
Br Sy=/=S, Bk
Br Se==Ss Bk
BrS3 =-S5 Br
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Luego S; pertenece al centro. Una segunda posibilidad es
una combinacion lineal de S; y S,:

S; 4 ¢S;.

Basta probar con B, debido a la simetria de los S. Tenemos

By (ny4+ng+ng) = (g —ne—13) By = (Ny—ny N — Ny Mg) By |
-

po
(6)-

By (711 Mo+ My Mg -+ Ne Tl?,) = <“’11 Me — Ny N3 + 1o 713) Bi=
- (—1\2 — Mg+ Mg T\3) By

Restando se obtiene: B,(S;—S,)=(S;—S,)B;.
Luego S;— S, pertenece al centro. Una tercera posibili-
+dad no existe. El centro estd formado, pues, de ()

S5, S;—S, y de la unidad.

Luego hay ftres representaciones. Si sus dimensiones son
ry, g Y T3, debe ser
r? 4 g2 =35 (8)

segin un leorema bien conocido. De esto resulta de ‘manera
qunivoca:

ry=>5 ry=3 rg=1.
Existe, pues, una representaciéon en 5 dimensiones, una en
tres y una representacion trivial unidimensional. En cuanto a
la forma de estas representaciones (¢), prescindiendo de un fac-
tor ¢ estan relacionadas con los elementos basicos de las rota-
ciones infinitesimales en tres resp. 5 dimensiones.
En tres dimensiones una rotacion infinitesimal estd dada por

(®) ®i4 05 P sirven de elementos bisicos para formar el ring, S;—S;
pertenecen también al centro, extendiéndose en este caso la numeracién, hasta
la cifra 4 resp. 5. Lo mismo se puede decir de §; para 5 Bj. Porque ny ngng ngny
conmuta con 3, Pero para 4 de las B, hay umna diferencia. Como nym,ngny
anticonmuta con B), debe ser completada por ofra combinacién. Se ve féeil-
mente que ny MeMg M, — Ny Me Mg~ Mg Mg My — Mg Ny Ty — Me My Ny = g Mg Mg My (T
— 3'n ) satisface la exigencia de conmutabilidad. Al correr 8, de la izquier-

}.L
+da a la derecha, dos expresiones son intercambiadas, las demés no varian

(°) Vea tamhién G. KNig, Nuevas teorias fisicas (en prensa).
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dzy, = cxy — axg (9)

Se obtienen (res elementos bésicos de este grupo tripara-
meétrico, eligiendo

a=1, b=0, ¢=0
a=0, b=1, ¢=0
a=0, b=0, c=1.

Coordinando las tres filas y columnas de un sistema cde
matrices a las coordenadas z;, x,, ®; se obtiene la representa-
tacion: (después de multiplicar por i)

' oot 0—t
i (10)
i —i
y analogamente en cinco dimensiones.

El caso especial: By =1 (B, By — B2By) (7) (11)

produce una reduccion en el ntmero de términos independien-

tes de 35 a 10 y del ceniro de 3 a 2. Se tiene ahora:
N 83:—1

equivalente a la unidad.
El ntmero de representaciones irreducibles ahora es 2 y

32 +12=10.
S;— S, se puede reemplazar por S;=n;+1,-+ns
~ [312 + 522 'F ng
debido a la relacién
2 (612 ng -+ 1312 632 + \322 Bgz> — 612 + [322 + 632
consecuencia de (11) y de las relaciones ciclicas resultantes
de (11).
Buenos Aives, septiembre 1943.

(") Tratado por mi en Rewvista Electrotécnica, octubre 1943.



UNA DEMOSTRACION DEL TEOREMA
DE DESARGUES, EXTENDIDO AL CASO DE UNA
TRANSVERSAL, NO SECANTE A LA GONICA

por ErfAs A. pE CESARE

Recuérdese, que una involucion Qp, se dice que es armoé-
nica, con una proyectividad =, no involutoria, si Qp, es armo-
nica, con la involucién (), unida para = ().

Sea la proyectividad no involutoria

~(ABC 1
ﬁ:Aﬂ@) @

siendo (), su involucién unida. Llamando en =, pares, de pun-
tos asociados, a los pares de la forma (AB’), (A’B), for-

memos la involucién
a < A B A'B 5
PT\BABA @

\

en que sean conjugados, dos pares de elementos asociados ecn =.
Definida la Q,, llamemos D’ al conjugado de C, en 0,

es decir sea:

Q,C=D. (3)
Por la (1), se podra determinar el elemento D, tal que:
1] =D
o lo que es lo mismo

nD=D" (4)

(*) Véase: F. Suviri, Complementi di Geometria Proiettiva. Zanichelli, Bo-
logna, 1906, pag. 119.
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De (1) y (4) resulta:
ABCD AN ABCD
0 también
ABCD N BADC.

Existe asi una proyectividad

7( ABC ) -
“E\pap )
tal que: ‘

o D=C". (6),

Teniendo en cuenta (2), (3), resulta
TCIEQP

por tener tres pares de elementos homologos comunes; y te-
niendo en cuenta la (6), resulta que D, 7, son elementos con-
jugados en (), N
Se puede asi escribir:
%

Pt
-~
~—

_[BABADCDC
"“\ABABCDCD)].

Transformando la =, mediante la (),, sale (1)
A'BC )
=g,

QVﬂ%ﬂE(ABC

Por lo tanto, la Q,, transformard a la (), en 1, y coma
(), es involutoria, es decir O=01, resulta, que la Q, trans-
forma en si misma, a la 0. En otros términos, Q. y (,, son per-
mutables, y esto significa decir, que los elementos dobles ima-
ginarios de (), son conjugados en (),

(*) Las transformaciones deben efectuarse en el orden Qp_l, T, QP.
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Consideremos un cuadrangulo completo ABCD, inscrip-
to, en la conica Ii, y sea r, una recta de su plano, no se-
cante a I

Consideremos a I', engendrada, por los haces de rayos
con centro en A y B, y llamemos n==np, la proyectividad que
resulta sobre r, cortando primero el haz con centro en A,y
luego el haz con centro en B. Siendo L=AC.r; L'=BC.r,
M=AD.r;M'=BD .r, sera nL=L" y =M=M.

Se tendra pues:

LL'MM . ..\
1== (
“=\prwwu. )W

Si L,, es el conjugado arménico de L, respecto de L', L”
y del mismo modo M,, conjugado arménico de M, respecto de

M, M”, sera:
0= L L MM,
L,.L M\M

la involuciéon unida de la =, involucion que define, los puntos
dobles imaginarios, segtin los cuales, la r, corta a la I

Formemos una involucién €}, de la n; se tiene:

ML ML
Q, = !
' (LMDM) P
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ésta involucion, serd armoénica, con (), es decir, los elementos
dobles imaginarios de (), son conjugados en (),

Pero la (),, no es sino, la involucién, que sobre r, deter-
minan los pares de lados opuestos, del cuadrangulo completo
ABCD. Podemos entonces, formular la proposicién:

Los pares de puntos imaginarios, comunes a la v y a b,
son conjugados, en la involucidn, que los pares de lados opues-
tos, de un cuadrdngulo completo inscripto en la cdnica, deter-
minan sobre la misma recta.

Buenos Aires, julio 1943.

TEMAS PROPUESTOS

47.-Se laman curvas-D de una superficie aquellas cuya
esfera osculatriz en cada punto es tangente a la superficie. Se
pide estudiar las curvas-D sobre un cono de revolucion.

L. A. Santals



SOBRE LA INIEGRAL [0 i

por ANGEL J. GUARNIERL

1.—En la cuestion elemental No. 10 (Vol. VII, pag. 86)
:se pide calcular esta integral entre los limites Oy lyentrele oo.
Para ello basta darle la forma de integral euleriana, poniendo

— 1
=) y en el primer caso y x= V——en el segundo. Resulta:

1

1 11
_ 12 (12 gy — ~ B (=~ =\ =
J((l ) fy =y =55 (53)

ro| =

r(3)1(5)
()

L1
2

)1

1
11
fa f(l w2\ fy 6 (1—y)~ 2/f‘dym—B (—6-,_3-) =

1 rEriE)
2 T1(y)

Es facil probar que I, vale el doble de I,. En efecto:

I, r(5)r(s) _m/sens

( — =
ZOEST

pues

T (2)F (1—a) = 1
(@b (1—2) sen% y F(§)=V7c.

2. —En el tema No. 27 del mismo volumen (pag. 80) se
‘propone expresar la misma integral en forma de integral elip-
tica de Legendre. Tal expresion es posible, pues poniendo
y=(1—a?)1/3 se tiene una curva algebraica de género 1.
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Como es sabido, el género de una curva es la diferencia
entre el maximo de puntos dobles y de retroceso que corres-

ponde a su orden: % (n—1) (n—2), y el numero de los que

realmente tiene: ¢ ::% (n—1) (n—2)—d —r. Las curvas de

género 0 son las unicursales, es decir aquellas cuyas coordena-
das’ cartesianas se pueden expresar en funcién racional de un
pardmetro; las de género 1, o elipticas, admiten una expresion
de sus coordenadas mediante funciones elipticas de un parime-

. 1
tro. Estas tienen 5- n(n—3) puntos dobles y de retroceso. Las

2

cubicas (n=3) pueden tener a lo méas uno de tales puntos;
en tal caso son unicursales, y tomando el punto singular como
origen se puede adoptar como parametro la pendiente del radio
vector. Las que carecen de un tal punto son de género 1 o elip-
ticas; se demuestra que mediante una perspectiva se puede
reducirlas siempre a la forma y2=4x3 — g,z — g3, expresion
bien conocida en la teoria de las funciones elipticas de Weiers-
trass; haciendo x=p (1) resulta y=p'(%).

Segtin una de las formulas de Pliicker, la clase de una
curva es k=n (n—1)—2d—3r; luego las ctlibicas de género
1 son de 62. clase, mientras las unicursales son de 42. o 32.

La curva en, cuestion es una cibica sin punto doble, pues
2z
3(1—x2)23
(real) tnico. Luego es de género 1, y la integral propuesta se
podra expresar mediante funciones elipticas, lo cual se logra asi:

la derivada y' —— toma en cada punto un valor

[e's]
" d . .
Sea I = j (1—96 La sustitucion 1 —z2=—28 la redu-

x2)2/3'
ce a la forma normal de Weierstrass, con ¢,=0 y g3=—4:
ee] [ee]
3 dz o dz . »
I= EIMZS] ]/—4?;—12311 .. z=p(u;0,—4). Las rai-
z _ 1 =
ces de 2341 son: e, =—1, 6225—\-17]/2 , e3:§~~i12—3—; po-

niendo: H2= (e, —e,) (e; —e3) = ‘(*%wi Kzg_) (—%—l—ig)
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=3, los tratados indican la sustitucion: z=e; + H tg? éi =1+

1/§tg2“‘) De aqui: ~3+1 3V3[g“—(1_l/§t02 @+tgt_>

y dz= (‘/g tgg

7

l—Sf 1/§tggi.c1@ _
cos?-¥ /_?: . 7§ tg |/1~|—tg4$-—]/§ tg2 L

cos? g) de; por tanto:

2
9

i -
2 V3 Vcoq‘l P 1sent? ——VB sen? 2 P cosz? (P

y como la expresion bajo raiz es igual a

“3:[(1 +cos )2+ (1 —cos¢)? VSsen?cp]
:%[2—}-2(}0& —]/SQen- ¢|= 1[4__(2 |_V3 ) sen? ]_

B i/ﬁ f V27 1/27
I= ]/1 k"sen2cp - [f _/] 2A F( A)}

siendo F(cp,k) la integral eliptica de 12. especie de Legendre.

sen? =1 —k?sen? ¢, queda finalmente:

Haciendo k—=sen®, se tiene: sen9 :Vl"'l' ‘;3 |2 :l/ 1+002s 30

=08 150 =sen75°.-. $ ="T59; esta expresion del médulo %k me-
diante un angulo se utiliza en las tablas de Legendre.

Se calculara ahora la integral propuesta entre los limites.

0y 1l yentre 1l e w. La correspondencia entre los limites de
las tres variables x,z, ¢ es:

r: 0 1
:—1 0 o
p: 0 @y 7

[
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La integral completa K = f /i

—————=—vale, segin las
——l{?seanp

tablas: K —2,76306. El angulo ¢, se obtiene haciendo z=0 en
Ly o=Ta02718".

la expresion z=—1-+7 31g? g-'-tg% .

Resulta: [ = SR
' (1—902)"/3 2 ] {1-k%sen%e

=1,13975 x 1,84537 = 2,10326.
et 7 Py
= '/27f IR
J (1—ax2)2/3 V1— k sen? cp

q‘)

Vo i/

} 27 [2 k— /} = 1—22—7— [2 % 2,76806 — 1,84537]=1,13975 x 3,69074
0

=4,20652, que es el doble de la anterior, como ya se vib.
El problema queda, pues, resuelto. Las consideraciones que
siguen exceden la cuestion propuesta, pero ofrecen algtn interés.

8. — Inversién de la integral. Conviene tener el modulo
complementario %k’ y el otro periodo if : k'?=1—k? I’ =cos
750 =sen 159; con este valor las tablas dan: k’=1,59814. Se
tiene, pues:

Je =283 | sen7Bo .. K —2,76806

4
k'? = 2_4V3’ k' =sen 150 ... K’ =1,59814.
(lz,
Utilizando la notacion de Weierstrass: — [=u= [
Vaz3 44

z=p(u;0,—4) y x2=1+23=1+p3u. Los peuodos son:
[ee]

I 7 ©ody
/ ~ ju—y Wf2,10326 N CD‘):i '——d—‘wj—'— ==
Jiz5d i 20 ) Ay
1

=1,214311.

K _ . 1.59814
VH i3
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T

d
Con las funciones de Jacobi: 1 I=u= 14 — [ S —
3 293 A Y1—Ik2sen2ep

.:.sen(n— ) =snt, siendo {=2 ?Vé— u. Enfonces: cos ¢ =—cnf,
o ¢ _1—cosp 1+4cnt

t = ; d i@ r=— 11312 0 =
y 8 2 1l4cosp 1—cnt e aqu +1stg 2
Cpqyg et a1 s gy3l(2-13)4(2498) cnt](1+ont)
l1—cnt’ (1—cnt)3
oys [4—(2+7V3)sn2tlsn2t —-1_—:]{251121& 2157 dn2¢.sn2{
=313 (1—cnt)4 =123 (1—cnt)4 - var (1—cnt)*
Int.snt
Adoptando el signo +:z=2 @%f—m}t—ﬁ Los periodos % y
. —cn

ik’ ya fueron calculados.
. ) . o 1+cn (2/3.u)
Se ve que: pu= l—H/lecn (2V§.u)
do el discriminante ¢,3—27¢,2 es negativo, las funciones de
Weierstrass y Jacobi estan ligadas por la relacion: pu=e, 4 H
1+-cn (2VH.u)
1—cn (ZVﬁ.u) .

. En efecto, cuan-

4. — La integral en el campo complejo. La integral de
z

dz

Schwarz: o= / ey tiene la interesante propiedad de
_...z «
) i

transformar el eje real del plano z en un tridngulo equildtero-

del plano w, dispuesto como muestra la figura.

¥
2\’) N ' B\
oS 1 H

-4

_\: C g U

Figd
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En efecto: o' = (1—22)72/%, Arg o’ = —é— [Arg (1-+2) 4 Arg

(1—2)]. Cuando z recorre el eje real, se tiene:

z<<—1; Argm’:—g(ﬁ+0):——2§n
2

—1<z<l; Argm’:—g(o_‘_@:o

z>1; Argo’=— _g_(ofﬂ :gn'

Como Arg o’ es el angulo que forman las curvas corres-
pondientes en la transformaciéon, se ve que a la semirrecta
(—o,—1) corresponde un segmento de recta girado respecto

de ella — gﬂi (lado CA); al segmento (—1,+1), el lado AB,

y a la semirrecta (1,), el BC, resultando un tridngulo equi-
latero. El vértice C esta en el origen, pues a z=o corresponde

©=0. La longitud del segmento AB es, evidentemente: AB=
-1
dx

=Wy Wy = "(1-—902)2/3
1

=4,20652, segln se calculé antes. Si

3 .
se utiliza el CA, se tiene Aw=Az.e 2" , JAw|=|Az|=Az;

—1
_ C _
luego: CA=|o,|= /?1—‘52)7/3, y anédlogamente: BC=|w,|=

oo 1

T de N :
m. Se ve ahora porque se verifica que / =2 / .
1

1 0
Si en vez de o se toma un valor .real cualquiera a como

limite inferior de la integral, el tridngulo experimenta una tras-
z

a z a
lacién cuya ragnitud estd dada por — / , pues @= / = / + /
(o0} lOO [ee]

a a a
= / o' o =0— [ . Si se multiplica la integral por una
[0 (o0

constante C=/=0, el lado del tridngulo queda multiplicado por
|C| y éste gira de un 4ngulo igual a ArgC.
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Es innecesario agregar que la representacion es conforme,

. 1

:excepto en los vértices del tridngulo, en que se anula o ¢—.
excepto en lo { lel t lo, q la o' c—
«w

Hasta aqui se ha considerado la correspondencia entre el
eje real y el contorno del tridngulo. En cuanto al interior de
-éste, es facil ver que corresponde al semiplano superior del pla-
no z, pues, como la transformacién conforme conserva el sen-
tido de los angulos, a puntos situados a la izquierda del con-
torno cuando se lo recorre en sentido positivo, deben corres-
ponder puntos también a la izquierda del eje .

Esto no significa que el exterior del triangulo corresponda
al semiplano inferior. En realidad, la transformacion aqui es-
tablecida corresponde a una determinacion del argumento de
f/(l—z?)?, que tiene 3 valores. En el plano z hay que consi-
derar una superficie de Riemann de 3 hojas, obtenida cortn-
dolo segun el eje real de 1 a 4~ y de 1 a — o, pues —1 y
+1 son puntos de ramificacion de 2°. orden. Si un punto des-
cribe una curva cerrada alrededor de B’, por ejemplo, (que no
contenga a A’), el correspondiente describe también una curva
cerrada alrededor de B (no conteniendo al A). Pero mientras
esta ultima consta de una sola vuelta, la otra tiens (res, una en
cada hoja de la superficie de Riemann; al atravesar el punto
movil la semirrecta (1,4o) pasa a otra hoja, pero éslo no
sucede al atravesar el segmento (—1,+1). Cuando el ler. punto

T
(ea z) describe un angulo =, el 2°. (en ) describe uno de 3

considerando 6 angulos iguales alrededor de B, corresponden
sucesivamente a los semiplanos superiores e inferiores de las
3 hojas, aunque no la totalidad de la superficie limitada por
sus lados. En efecto: segun un teorema de Schwarz, si una
funcién analitica toma valores reales a lo largo de una curva,
toma valores conjugados en puntos simétricos respecto de la
misma. A lo largo de AB la funcién z=f(») es real; luego
al trisngulo ABC,, simétrico de! ABC (en ), debe correspon-
der el semiplano inferior de la 12. hoja (en z), simétrico del
superior. Aplicando este «principio de las imégenes» se esta-
blece la correspondencia més general entre los planos z y o:
La reflexion en (1,4-o) del semiplano inferior de la 12. hoja
-da el semiplano superior de la 2a., al cual correspondera el
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triangulo BA,Cy, simétrico del BAC,, etc.; asi siguiendo, re-
sulta un exagono regular de centro B y lado CA, que representa
la totalidad del plano z. Si ahora se refleja el BC,A, en C,yA,
se obtiene el B;C,A,, y reflejando el semiplano superior de la
32, hoja en la semirrecta (—oo,—1) se obtiene el inferior de

la 12., luego el exdgono de centro B; y lado A,C, también re-
presenta la totalidad del plano z. Es decir, este plano esta re-
presentado por cualquier exdgono de una red dibujada en el
®, y como estos exagonos se reproducen en dos dimensiones,
la funcién z=z(w) es doblemente periddica, y eliptica por
ser polos sus tnicas singularidades. Este resultado no constituye,
desde luego, ninguna novedad, pues se vi6 anteriormente que
&)

aore (3).
La funcién p (g) , definida en el plano w, tiene sus po-

los dobles en los puntos C, y sus ceros en los A y B. Es sabido

que no tiene otras singularidades. El periodo real 20, con la

variable ®, es el segmento CC;=381=3x4,20652; con la va-
w

riable =g se reduce a la 32. parte: 2w;=4,206562. El pe-

riodo imaginario 2(),, con o, es el segmento 001:2h:l1/§:

4.20652 .
}/3x4,20652; con u es: 2w,= ~g 2428630 Estos va-
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lores coinciden con los calculados antes, en la inversién de la
integral. Por ser negativo el discriminante de la ecuaciéon p’'u=
=4pdu+4, los periodos 20, y 2w, no son primitivos; lo
son, en cambio, los imaginarios conjugados 2o’ =, -+ w0,=

1 1
:——B—Z.Q.' y 20" = 0 — w,=—2(" siendo (¥ =CC, yQ"=CC,.
o

Transformando el eje real del plano z en una circunfe-
rencia del plano ¢, se obtendrd en definitiva una funcién que
transforma la circunferencia en triangulo. Es sabido que lo pri-

mero se logra con una funcion de la forma z=«

9

A

m4-=

!
;

Fig. 3

do una circunferencia de centro en el origen y radio 1, y ha-

. 2n
ciendo corresponder f{y=1 a z=o, y {1, (de argumentos 3

y —_2;) az=—1lyz=1, se calcula p=1,vy=—1, 0 =—1 /3

—14¢
y resulta: z=1i ]/3 —+— Entonces: dz= 2iY3_ dt, 1—22=1+
1—t (1— t)"

1—z2)2/3 o

Titye  146h2  1—8 [ de
3(=) =y /<

transforma al circulo da-

Luego la funcion o=0C /

1—13) 2/3

do en tridngulo equﬂatero.

P Bligion-
+t
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El problema de la representacién conforme de tridngulos
y, en general, poligonos, mediante circulos fué resuelto por
Christoffel y especialmente H. A. Schwarz basandose en el teo-
rema fundamental de Riemann, pues son recintos simplemente
conexos. Dado un tridngulo cualquiera de vértices oy w,m; y
dngulos exteriores A7, Xgm, Ay (N + Xy +X3=2 ), y tres pun-
tos 2,2,z de un circulo cualquiera, la funcién que transforma
éste en aquél es:

dz

o=>F — 4k’ siendok7/-0 v k' constantes.
(—rs(z—z P ez oy
&)

. y o t
Se ve que la funcion antes considerada: o=k / A—pyn
2 2

. 7 —=NIL
es un caso particular de aquélla, con M=A=X\;— 3y t,—es
Aquélla, a su vez, es caso particular de la siguiente, que trans-

forma un circulo en un poligono convexo de s lados:
z

. ] / dz L
W=k .
Zo(z——zl)/\z (z—z9) s, .. (2—2z)M

Por ejemplo, si se eligen como puntos z;, sobre una circunferen-
cia de radio 1 y centro en el origen, las 4 raices de la unidad,

1
y se toma M\ =Ng=Xrg=\,= o y ademéas k=1, k=0, re-

sulta: o= / ——, que transforma el circulo en un cuadrado.
Para obtener cualquier poligono regular sirve: o= / a )
)3

Escuela de Ingenieria, San Juan.



ECUACION FUNCIONAL
flam): f(x)=ax
‘por SERGIO SISPANOV

Generalizando la ecuacion funcional

propuesta en el namero 5 de Vol. VIII (tema 41) nos ocupa-

remos de la ecuaciéon

f(am) : f(w) =ax. )

)

Supongamos, primero, que la variable x y las constantes

a, m, son positivas, y que ademdas m/~1.
Aplicando la sustitucién

f(a) =71 p(a),
reducimos la ecuacion (1) a la forma
p(zm) : p(x) =a.
Haciendo luego
m:eeﬂnm’ @(w) :eq)(y),
vamos ' tener sucesivamente
M = geOFhinm @(xm) =ePOo+D, a—elna
y la ecuacién anterior se convierte en
ebO+h — 40 — glna,

en donde e es la base de los logaritmos naturales.

@)
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La dltima relacion nos conduce evidentemente a la si-
guiente ecuacion a diferencias finitas:

Ap(y)=v(y+1)—b(y)=lna

Con auxilio de una sumaciéon inmediata llegamos a la
férmula

b(y) =y a4 IinC. (4)

La letra C, representa una constante arbitraria de sumacion,
si la funcion ¥(y) es analitica para todos los valores finitos de y.

En el caso mis general de que dicha funcién no estuviese
sometida a ninguna condicion, € representaria una funcidén
arbitraria de la forma

Cly—[y),

en donde, segun la notacién de Gauss, el simbolo [y] significa
la parte entera de la variable y. De manera que el argumento
se convierte en la siguiente identidad entre potencias de base y
limites

o=y—[yl<l

Volviendo a la segunda de las relaciones (3) podemos
reemplazar $(y) por su expresiéon (4), lo que nos da

p(z) = Cler)"e

Tomando logaritmos naturales de ambos miembros de la
primera de las mismas igualdades (3), resulta

Ine=eyinm

de” donde
1

. e¥=(lnx)nm, (5)

7

La sustitucién de este resultado en la expresion para ¢(x)
recién hallada, conduce a la fé6rmula

ina

o(z) =C(lnx) =,
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) Ahora, la relacién (2) suministra la expresién para la
funcién buscada f(x)

ina

f(z) =C:f:m%1 (Ina)im, (6)

Segtn lo expuesto anteriormente, la letra C representa
. . . . my
aqui una constante arbitraria, o bien, en el caso mas general,
puede ser una funcién arbitraria del argumento

y =},
en donde, de conformidad con la relacién (5),

__In(Inx)
~ Inm

Hagamos algunas observaciones respecto a la férmula (6).
El exponente

lna

lnm

no depende de la base en la cual se toman los logaritmos y es
igual a log,,a.

En lugar de los logaritmos naturales que figuran en (6)
pueden escribirse logaritmos en cualquier otra base; el efecto
producido por el cambio de la base se neutraliza multiplicando
C por un factor constante convenientemente elegido.

A fin de evitar valores complejos para f(z) que pueden
obtenerse cuando 0<x <<l y Inz es negativo, podria em-
plearse la férmula

na

f(z) =Car=1|lng|mm, (7

que se deduce de la formula (6) reemplazando en ella C por
Ina
C(—1)mm,

En la misma ocasién, se practicarian las sustituciones

L= 8_.eylnm’ Cp(w) —e— 4‘<9’)
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en lugar de las sustituciones (3), si se quisiera tener para la
variable auxiliar y valores reales.

Las igualdades (6) y (7) suministran para f(x) valores
reales también en el caso de que sean las constantes a y m,
ambas negativas, si la razén

lna
Inm

s real.

En conclusién, consideremos algunos casos excepcionales.

Si m=1, la ecuacién (1) se convierte en una identidad,
cuando a@=1, o =0: y no admite soluciones, cuando no se
cumple con una de estas condiciones.

S5i m=0 y a==0, se obtiene

o) =1 o=,

desempefiando el factor

f(1)

a

el papel de una constante arbitraria.
Si m=0 y a=0, la ecuacién se reduce a la igualdad

£(1)=0.

En el caso particular que figura en el enunciado del pro-
blema se tendran

a=m, a=m—1,

Y por consiguiente

f(x)=Czlnz.

Asuncién, Paraguay.
26 de Enero de 1943.



TEMA RESUELTO

33. Demostrar la identidad

Ny = p Uy gy —d JUp Uy Uy
parpren—1 P2

donde con n!u,=nMd se indica la factorial de grado y base
iguales a n y diferencia d.

Solucidn. La identidad anterior podra escribirse
kS

nu,=Iuy, .y + (1 —d) Zu, vy Uy (1)
pFr=n—1 pg-tr=n—2

Transformemos la primera sumatoria aplicando el binomio
de Vandermonde. Sera

npd (—p—1)32 (r1)(rHd
Zup Uy g =3 1 ( ') ( + )
phren—l  rppgen—1 Pl q! (r+1)!

_ n(p-d (q—f—r) (—1)1 [(g+r)d+(r+1)(1— d)](q*’d
photr=n—1 Pl N T (g+m)!

Para q-r constante, la sumatoria en r es
A (q ) d 1= dfsnd =(q 1)1 (1= d)o
con lo que la primera sumatoria de (1) se convierte en

"—1 n(p.d

p—O p!

(1—d)r1-p,
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Con sémejantes transformaciones la segunda sumatoria de (1) es

n—=2 (p a n—1
= L S(l—d)r2-r= B‘P-—(l—d)”“ “P(n—1—p),
=0 P! ogtrn9p o p!

y el segundo miembro de (1) es

1 p(p.a
30 gper (ap)
=0 P!
n—1 nlp+id n—1 nipe nind
-TZWf l1—-d)y-tr— 3 ——— (1—d)» P=——=nu,
2 T E ey G = oy

y la identidad queda demostrada.

Tal identidad es trivial para d =1, mientras que para d=0
se convierta en la siguiente identidad entre potencias de base y
grado iguales

n® pP q? (r1)r+t

(1)1 profraap! gl (DT

En: J. Babini, Series cuyos coeficientes contienen facto-
riales (Revista de la Union Mateméatica Argentina, Vol. I, p. 17,
Buenos Aires, 1937) puede verse otra demostracion de la iden-
tidad propuesta, asi como de olra mas general que da lugar a
casos particulares sencillos como por ejemplo

(2n—1)11
(2n+1)u, p+q§+"ri£ u, u, con u, @1

José Babini
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Después del maestro méximo, el discipulo predilecto. Reciente afin la
‘inolvidable visita del profesor Birkhoff, siempre presente en el afecto de
todos, cuyas lecciones fueron las primeras que despertaron eficaz interéds
en nuestro modesto ambiente, después de las fugacisimas de tantos emi-
nentes matematicos, la misma universidad de Harvard nos ha enviado este
afio al més prestigioso de los j6évenes investigadores norteamericanos en el
campo de la moderna orientacién abstracta que, quiérase o no, ha empren-
dido esta ciencia secular.

Toda la imponente construceién levantada en milenios de esfuerzo
constructivo ha quedado encasillada en los dos grandes cuerpos de doetrina
que se llaman Algebra abstracta y Geometria abstracta; el primero como
generalizacién de la Aritmética, y el segundo siguiendo la pauta de la teo--
ria de los eonjuntos de puntos de Cantor, o sea la teoria geométrica del
espacio E,. Por obra de Hilbert, Fréchet, Riesz, Hausdorff, se ha visto
que el método cantoriano es aplicable a entes abstractos cualesquiera, con
leves cambios de palabras a veces, y con sutiles distinciones de nuevos casos
al ascender en la escala de la generalidad. Gran progreso parecié el encua-
drar el Andlisis' cldsico en el amplio euerpo de los espacios métricos, y en
especial del espacio de Hilbert, que constituye la natural ampliacién del
espacio E, ; pero posteriormente se ha visto que la esencia de muchos mé-
todos es méas bien de indole topolégica; v a medida que va creciendo esa
imponente construceién abstracta que bajo el titulo genérico de Topologia
engloba diseiplinas muy diversas, se va realizando la lenta y diffcil tarea
de ubicar en ella gran parte de los métodos del clisico Anélisis, y del na-
cido en este siglo.

La Mateméatica entera se va topologizando, es deecir, se va haciendo
geometria cualitativa, geometria pura de posicién, mientras el Algebra o
més bien la Aritmética abstracta, parecia una construceién insular, alejada
de toda aplicacién, después de haber influido hondamente en todo el orga-
nismo la idea de “grupo”. Pero recientemente ha cambiado el panorama.
HElaborados, siguiendo el ejemplo de Boole, numerosos cuerpos de doetrina
deductiva, a partir de diversas combinaciones de postulados aritméticos, se
ha visto que nuevas estructuras algebraicas como los husos (lattices) sis-
tematizan doectrinas que parecian infinitamente lejanas, como antafio acon-
tecié con la idea de grupo, y basta ver los indices de las revistas actuales
para medir la ampiltud del nuevo rumbo impreso a la Matemética entera
por las nuevas ideas directrices.

El profesor Stone ha dado un-magnifico curso sobre la teoria de las
representaciones o correspondencias muy generales entre espacios abstrac-
tos, de la que es uno de los prinecipales creadores, y vencida la natural
-dificultad de acomodacién de las mentes educadas en los métodos clasicos,
todos se han visto obligados a confesar que las aplicaciones logradas jus-
tifican el esfuerzo de abstraccién necesario para entrar a fondo en ese nuevo
mundo, pareo en férmulas, pero denso en generalidad y rico en promesas.

o Toda la obra ya realizada por el sabio profesor en su breve pero pro-
ficua labor de investigacién, pertenece a ese dmbito de la moderna ma-
stemética abstracta. Sus dos grandes memorias en las Transactions of the
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American Mathematical Society, de 1936 y 1937, descubrieron insospecha-
das relaciones entre operadores en el espacio de Hilbert, dlgebras de Boole,
sistemas semiordenados y Légica matematica. Con el sencillo artificio de
definir la suma (méd 2) es decir, de no considerar los puntos pertenecientes
a niimero par de sumandos, el dlgebra de Boole se convierte en anillo y es
aplicable la eclisica teoria Frobenius, Emmy Noether, Wedderburn,....
Estas interesantes conexiones entre campos que parecian lejanos han tenido
repercusién en la bibliografia; la tesis de su discipulo Mac Neille y algu-
nos trabajos de MeCoy, Montgomery, Alexander, Zappin, Kakutani y los
muy interesantes de su colega Garret Birkhoff han proseguido la indaga-
cién de lazos entre esos cuerpos doctrinales, en los cuales pueden cose-
charse importantes hovedades.

Otras conexiones surgen también de este modo algebraico de enfocar
los problemas geométricos; y una muy importante, de la que pueden es-
perarse sabrosos frutos, es la existencia entre la Topologia combinatoria y
la continua. Ya se inician las exploraciones en tal sentido y baste ecitar
p. €). la memoria de Wallman, quien sigue método “closely related to that
of M. H. Stone”, como el mismo autor declara.

La evolucién total de la Matemética es ya un hecho; teorias enteras
de corte cldsico como la de series e integrales de Fouvier, se simplifican
de modo sorprendente bajo el influjo de los nuevos métodos (un ejemplo
elocuente tomado de la sensacional memoria de Gelfand nos dié en su Glti-
ma clase) y segln confiesa su propio autor, ya deberia ser rehecha su
obra “Linear Transformations in Hilbert Space and their applications to
Analysis” aparecida en 1932, en la prestigiosa coleccién de las “Colloguium
Publications” que edita la American Mathematical Society. Obra de su
primera juventud este monumental libro, que ya descubria una fuerte per-
sonalidad en la investigacién y la exposicién did4etica, fué el punto de
partida que lo condujo a las investigaciones abstractas, hacia las que ha
logrado despertar el interés de nuestros jévenes mateméaticos, con el estimulo
del propio ejemplo y con la eficacia de su exposicién clara y escueta, des-
arrollada en correctisimo castellano.

El envio en afios sucesivos de profesores de la alta jerarquia de Birk-
hoff y Stone, y el esfuerzo realizado por ambos para aprender a fondo
nuestra lengua, en homenaje al pais y para asegurar la fruetificacién de
sus ensefianzas, es motivo de gratitud hacia ambos y hacia la gran nacién
norteamericana, .inmensa por su extensién y por su fuerza, pero mucho
més todavia por su espiritu.

J. R. P.



CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS

18. — Dados dos planos y un punto P no situado en ellos,
se consideran todas las superficies esféricas que pasan por este
punto Py son tangentes a los dos planos. Se pide el lugar
geométrico de los puntos de contacto y el estudio del cono de
vértice P que forman los radios de dichas esferas.

Solucién: 1.0) Caso general: Los planos se cortan segin
el angulo diedro 2« (tomamos aquél en que estd situado P);
adoptamos como ejes coordenados los que lienen por centro
la proyeccion de P sobre el bisector de 2, eje y la recta pa-
ralela a la interseccion de los planos dados, eje z el que con-
tiene a P y eje x la recta normal a las anteriores.

Sea C un ceniro de esfera que cumpla las condiciones

pedidas: CT=CT'=CP=d y tendremos (ver la figura):
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En AOCC rectangulo en €' es d?2=a2-y2
En AOPC » » O es d?2—=d?—z,2
En nQCC” » » G es d? = (l+x)2sene

sienda [=0Q. Deducimos:
x2 + y2 = (I x)2? senZa — z,2.

La ecuacion del lugar de los centros de las esferas que
cumplen el enunciado es por lo tanto:

x? cos?o + y2 — 21 x sen?a — [2 sen2a 4 22 =0

[1] z=0.

Curva plana de segundo grado

A) El lugar de los puntos de tangencia de las esferas y
los planos dados serd proyeccién de la [1]; para obtenerla mul-
tiplicamos x por cosa:

[2] 2 costa+ y2 — 21 xsen2a cos a— [2senZa 4 2,2 =0.

El .determinante cuadratico vale:
A=—costa, es decir, A <0

para cualquier valor de «; la curva es siempre tipo elipse.
El determinante cibico vale:

A = z,2 costa — [2 sen?a cos2a

distinto en general de cero, y que toma ese valor (ecuacion
con un solo punto real) cuando:

a] «=0; los dos planos coinciden y el punto estd con-
tenido en ellos. (Por el planteo resulta necesariamente z,=0).

b] a0 z,=Itga; el punto estd sobre uno de los.
planos.

c] La [2] nunca puede llegar a ser circunferencia, pues
deberia ser costa =1, o sea, a=0 caso a] ya considerado.
. d] si [=0; z,=0 (necesariamente, dado el planteo; si
2o7/-0 dariamos un giro de 90° al sistema de ejes y tendriamos
zo=0, [7=0) y la curva degenera en un punto.
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e] si z,=0, {-/=0 obtenemos una elipse como en el caso-
general.

B) Estudio del cono de vértice P que forman los radios
de las esferas:

La ecuacién del cono en el sistema de ejes de origen tras-
ladado a P es:
sen?a , senZa

— 12z ;—+22=0.
2y 2y

x2 cos2a +y2 + 21z z

que no es un cono de revolucion salvo que:’
a’] ao=0 caso a] anterior en que el cono degenera en
infinitas rectas coincidentes normales a los planos en P.

b’] af/to,% =tga. EIl punto P estd sobre uno de los

planos y el cono degenera en una recta normal al mismo en P.
¢/] si z;=0. El cono degenera en el plano bisector a.
los dados.
d’] si z,=0; =0 no existe cono.

2.9) Casos particulares no considerados por la ecuacién.

A) Los planos dados son paralelos y el punto P es in-
terior a ellos (estd en el semiespacio respecto a cada plano-.
que contiene al otro).

El lugar de los puntos de tangencia es una circunferencia.
El cono es de revolucion.

a] si dy=d, el cono es el plano equidistante de los dados.

b] si dy=0 el cono se reduce a una recta y la circun-
ferencia a un punto. ¢] d;=d,=0 ya fué considerado.

B) Los planos dados son paralelos y P no es interior a
ellos ni contenido en uno de ellos.

a] dg/-0. No existe solucién, a menos que se tome como
tal la siguiente: La esfera degenera en un plano paralelo a los.
dados, la circunferencia es la impropia 'y el cono es la recta
que pasa por P y es normal a los planos dados.

b]. dy=0. La curva de contacto de las esferas con los.
planos coincidentes es todo el plano, las generatrices son todas
las rectas que pasan por P y los centros de las esferas describen
un paraboloide de revolucién de centro P y directriz los planos.
coincidentes.

Juan Carlos Grimberg



CRONICA

ASAMBLEA DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA
10 de julio de 1943

Abierto el acto, por el Vicepresidente, Profesor José Gonzdlez Galé, el Doc-
tor Rey Pastor informa que ha recibido cartas y telegramas de los miembros
de la comisién directiva residentes en Rosario y en Santa Fe, dispuestos a con-
currir a la reunién y que él les ha rogado no emprendan viaje especial, apla-
zando su venida hasta la préxima sesién en honor del Profesor Stone. A con-
tinuacién elogia la activa labor de la sefiorita Bula y los sefiores Babini y
Santalé asi eomo la fecunda obra del Secretario de la entidad doctor Fernando
L. Gaspar, gracias a cuya prodigiosa actividad, ahora en suspenso por enfer-
medad, la U. M. A. ha podido consolidar su floreciente situacién y se acuerda
-enviarle un telegrama para agradecerle, haciendo votos para su restablecimiento.

Puesta a consideracién la renovacién de la junta directiva queda comstituida
en la siguiente forma: Presidente, José Gonzilez Galé. Vieepresidente, Fernando
L. Gaspar. Secretaria, Yanny Frenkel. Prosecretario, Juan B. Kervor. Tesorera,
Clotilde A. Bula. Protesorera, Ester Ferrari. Vocdles: José Sortheix, Cortés
P14, Pedro Rossell Soler, José Barral Souto, Alberto Gopzilez Dominguesz,
E. A. De. Cesare.

Habiéndose recibido una ecircular de la Biblioteca Nacional de Lima expre-
sando interés por las publicaciones de la U. M. A. se resuelve enviar un ejem-
plar completo de las mismas.

Se hace constar el agrado con que se ha visto la aceptacion del eargo del
‘delegado de la U. M. A. en el Paraguay por parte del eminente matemditico
‘Sergio Sispanov.

Sigue la parte cientifica de la reunién con asistencia del Profesor Marshall
H. Stone al que saluda el presidente agradeciendo su adhesién.

Bl doctor Rey Pastor informa que los alumnos de ingenmierfa, Klimovsky
y Grinberg han vresuelto interesantes problemas de Topologia y Geometria
Multidimensional, que la sefiorita Ferrari continda fructuosamente sus trabajos
en los espacios V, asi como las doctoras Celina Repetto 'y Maria A. Ferrari
siguen aportando nuevos resultados a la teoria de las funciones Dy .

A continuacién se exponen los trabajos siguientes:

Junio REY PasTorR: Un problema geométrico sobre figuras convexas en E_ .

Firix E. HERrERA: Sobre un teorema para determinar el salto de ciertas fum-
ciones discontinuas.

Fausto TORANZOS: Generacion proyectiva de hipercuddricas en el espacio de

Hilbert.

ALBERTO CALDERON: Adlgunas condiciones necesarias y otras suficientes para
la convergencia de las series de Fourier.

Asistieron al acto las personas siguientes: José Barral Souto, Mario Bun-
ge, Alberto Calderén, E. A. de Césare, Eleonora Cometta, Osvaldo Falee, Sera-
fina Ferrara, Ester Fervari, Yanny Frenkel, Alberto Gonzilez Dominguez, José
Gonzéilez Galé, Juan B. Kervor, Julio Rey Pastor, Juan Rodal, Pedro Rossel
Soler, Roque Secarfiello, A. Vignatti.

Ademés asisti6 a la parte cientifica de la reunién el Profesor Marshall
H. Stone de la Universidad de Harward.



» 4,— A, Gonzirez DoMmiNGUEZ. Une aueva demostracidon del teorema limite
del Cdlculo de Probabilidades. Condiciones necesarias y suficientes pa-
ra gue wna funcion sea integral de Laplace.

» 5.— NigoLA OBRECHKOFF. Sur la sommation absolue par la transformation
d’Buler des séries divergentes. )

> 6.— RICARDO SAN JUAN. Derivacidon e inlegracion de series asintéiicas:

» 7.— Resolucién adoptada por la U. M. A. en la cuestién promovida por
el 8r. Carlos Biggeri.

VoruMEN IV (Fasciculo separado; 1939)
Ne 8.—F. Amopro: Origen y desarrollo de la Geometria Proyectiva.

) VoLumeN V (Fasciculos separados; 1940)

Ne¢ 9. — CromiLpe A. Burna. Teoria y cdleulo de los momentos dobles.
» 10.— Coritpe A. BUnA. Cdleulo de superficies de frecuencia.

VoLuMEN VI (Fasciculos separados; 1940 -1942)

N¢1l.— R. FrUCHT. Zur Geometrig auf einer Fliche mit indefiniter Metrik
(Sobre la Geometria de una superficie con méirica indefinida).

» 12.— A, GoNzirrz DoMINGUEZ. Sobre una memoria del Prof. J. C. Vignaus.

» 13.— F. ToraNzos. Sobre las singularidades de las curvas de Jordan.

» 14.— M. BALANZAT. F'érmulas integrales de la interseccion de conjuntos.

» 15.— G. ENIE. El problema de warios elecirones en la mecanica cuantistu.

» 16.— A. TERRACINI. Sobre la ewistencia de superficies cuyas lineas princi-
pales son dadas.

» 17.— L. A. SANTALG. Valor medio del mimero de partes en que una. figura
.convena es dividida por n rectas arbilrarias.

» 18.— A. WINTNER. On the tteration of distribution functions in the calculus
of probability (Sobre la iteracién de funciones de distribucién en ¢l
caleulo de probabilidades).

» 19.— E. FERrARL Sobre la paradoja de Bertrand.

» 20.—J. BaBINI. Sobre aigunas propiedades de las derivadas y ciertas pri-
mitivas de los polinomios de Legendre.

» 21.—R. SAN JUAN. Un algoritmo de sumacidn de series divergentes.

» 22.— A. TERRACINI. Sobre algunos lugares geoméiricos. )

» 23.— V. y A. Tramme y C. CrESPO.- Bl lugar geométrico y lugares de puntos
areas en el plano.

> 24.—R. Frugar. Coronas de grupos y sus subgrupos, con una aplicacidn
a los determinanies.

» 25.— E. R. RaiMoNDI. Un problema de probabilidades geoméiricas sobre
los conjuntos de tridngulos. .

VoruvMmeN VIT (1940 - 1941)

Notas y memorias de J. Basini, H. E. CavncaeNo, E, FERRARL, V. y A,
Fraite y C. CrEspo, G. Knig, J. J. ReprLna, S. Rios; R, San Juaw, L. A,
SANTALG, A, TERRACINI.

Soluciones de temas propuestos. Bibliografia, Créniea, ete.

VoruMmeN VIIT (1942)

Notas y memorias de J. BasiNi, M. BAnanNzAT, R. FrucHT, E. GASPAR,
F. L. GAspaRr, J. E. HrrrerA, W. MAcHLER, F. R. Raivonpi, J. J. REBELLA,
J. Rey PasTor, P. ROSSELL SOLER, M. SADOSKY, T. -A. SANTALG.

Soluciones de temas propuestos, Bibliografia, Croéniea, ete.

En 1942 1a U. M. A. ha iniciado la publicacién de una nueva serie de ‘‘Me-
morias y monografias’’ de las que han aparecido hasta ahora las siguientes:
N¢ 1.— Gumrzemo RNig, Mecdnica ondulatoria en el espacio curvo (1 volu-

men de 152 piginas).

Ademés han aparecido tres euadernos de Miscelanea matemdtica.
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