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SOBRE LA DISTRIBUCION PROBABLE DE
‘GORPUSGULOS EN UN CUERPO, DEDUCIDA DE LA
DISTRIBUCION EN SUS SECCIONES Y
PROBLEMAS ANALOGOS

por L. A, SanTand

Supongamos [N corpusculos de forma convexa distribuidos
«de manera arbitraria en el interior de un cuerpo también con-
vexo K. Si V es el volumen de este cuerpo llamaremos den-
sidad media de corptsculos en K al cociente

N .

D= % 1

> W

0 sea al ntmero de ellos por unidad de volumen si la reparticién
fuese uniforme.

Si una recta arbitraria que atraviesa el cuerpo corta a n

de estos corpusculos y la longitud de la cuerda que deter-
mina en K es s, el cociente ~ serd la densidad media de los -

corpusculos sobre la recta. Haciendo esta operacién con varias
rectas elegidas "al azar, el objeto de esta nota consiste en ver
cémo de estas distribuciones sobre las rectas se puede deducir la
densidad media (1) del cuerpo entero.

En lugar de cortar por una recta se puede también cortar
por varios planos y deducir de la densidad de corptsculos en las
secciones la densidad de ellos en todo el cuerpo. También con-
sideramos los casos (§ 2, nos. 7, 9) de cortar por franjas limi-
tadas por dos planos paralelos o bien por cilindros de seccion
convexa.

Como aplicacién se obtiene en § 2, n°. 3 un resultado
clasico de la teoria cinética de los gases.

El método de demostracién consiste en utilizar algunos
resultados de Probabilidades Geoméiricas o de Geometria In-
tegral para los cuales remitiremos al lector principalmente a
los libros de BrascEEE «Vorlesungen iber Integralgeometrie,
Iy II» [1] o al de DELTHEIL « Probabilités géometriques» [2] 1),

———

(*) Los paréntesis cuadrados se refieren a la Bibliografia citada al final.
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§ 1. CASO DEL PLANO

1. Secciones por una recta. Supongamos primeramente una
figura convexa K que contenga en su interior [V corpusculos ¢
congruentes entre si pero de forma cualquiera (con la sola res-
triccién de ser también convezxos).

Una recta cualquiera G del plano vendrd determinada por
sus coordenadas polares p,¥ o sea su distancia a un punto fijo
y el angulo de su normal con una direccién también fija. Dar
una recta arbitraria en el plano significa lo mismo que dar al
azar un par de ntmeros p y ¥ (p cualquier nimero positivo y
¥ comprendido entre 0 y 2n) y para medir un conjunto de rec-
tas se toma la integral extendida a este conjunto de la forma
diferencial [1, p. 7], [2, p. 59],

dG=dp.d*%. (2)

A
Con esta expresion si se considera una linea cualquiera de
longitud ! y llamamos n; al nimero de puntos en que es cor-
tada en cada posicién de la recta G se verifica [1, p. 11], [2, p. 60].

[nidG=21 (3)

extendida la integracién a todas las rectas que cortan a la
linea considerada, tnicas para las que es n;==0.

Vamos a aplicar esta féormula (3) a la linea formada por
todos los contornos de los corptsculos contenidos en K (fig. 1).

Fig. 1.
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Si u es el perimetro de cada uno de ellos, la longitud total sera
Nu y si se representa por n el ntmero de corpusculos que son
cortados por la recta G, como cada uno tiene dos puntos de
interseccion, sera

/n dG=Nu (4)

6.K=|=0

donde con el simbolo G.K==0 entendemos que la integracién debe
extenderse a todas las rectas que cortan a K.

Por otra parte, si se representa por U el perimetro de la
figura K, por ser convexa y por tanto ny constante e igual a dos,
la férmula (3) nos da como medida de todas las rectas que
cortan a K:

JdG-u. (5)

6.K=/=0

Dividiendo (4) por (5) se deduce, como wvalor medio del
nimero de corptisculos que son cortados por una recta arbi-
traria G que atraviesa la figura K:

. R=N % (6)

2. Llamando s a la longitud de la cuerda que la recta G
determina en K y F al 4rea de esta figura, es ficil ver que
[1, p. 19], [2, p. T4],

B o

Por tanto la longitud media de las cuerdas de K vale, divi-
diendo (7) por (5),

S

S=7

(&)

3. Si se quiere ahora ver la densidad de corptsculos sobre
las rectas que atraviesan a K, bastard dividir el nimero medio
(6) de ellos por la cuerda media (8), obteniéndose



_Ts— n B’ (©)

]Z, es la densidad media D de corptsculos en la figura
total K o sea el namero de ellos por unidad de 4rea si la repar-
ticion fuera uniforme, luego (9) puede escribirse

pero

g=—D, (10)

T

que es la relacién que liga la densidad media de corptsculos sobre
las cuerdas de las rectas que atraviesan a K con la densidad total

de ellos.

Por ejemplo, si los corptsculos son circulares de radio r es
de=2rD. (11)

Esta expresion representa también el ntmero de corptsculos
que encuentra la recta G por unidad de longitud y por tanto la
distancia media entre ellos sera la inversa, o sea

1
2rD

de=

(12)

ue nos da la distancia media entre dos corpusculos vecinos de
I
los N que estdn distribuidos al azar en el drea F.

8. POLYA en un articulo muy sugestivo [5], en el que llega
al mismo resultado, aunque por camino completamente distinto,
da a esta cuestion la siguiente interpretacién grafica: Si desde
un punto arbitrario de un bosque rodeado de é&rboles con seccién
circular de radio r distribuidos con una densidad media D, se
mira en todas direcciones hasta donde alcanza la vista (fig. 2) la
distancia visible media estd dada por (12).

Tomando la inversa de la féormula (10) tendriamos una
expresin més general de esta misma distancia media para el
caso de no ser las secciones circulares. (Ver el Apéndice, § 3).




Fig. 2.

4. Secciones por una banda paralela. Sea el mismo proble-
ma anterior, pero ahora supongamos que se corta la figura K
por una banda limitada por dos rectas paralelas a distancia A
y de la densidad media de corpusculos en la seccién queremos
deducir la densidad en la figura total (fig. 3).

Fig. 8.

La posicion de una de estas bandas paralelas queda ‘deter-
minada, en el plano, por las mismas coordenadas p,% de una
recta que puede ser, por ejemplo, su paralela media. Represen-
tando ahora por dB (densidad para conjuntos de bandas para-
lelas) la misma forma diferencial dpd® de antes, o sea

dB=dpd% (13)

y siendo n el nimero de corplsculos que en cada posicién que-
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dan total o parcialmente interiores a la banda B, es sabido
que (2)

/ndB=nNA—§—N’u (14)

estando extendida la integracién a todas las bandas B que cortan
a K y siendo, como antes, N el ntimero total de corpusculos
contenidos en K y u la longitud del contorno de cada uno de ellos.

La medida total de las bandas paralelas de anchura A que
cortan a K es [7, p. 18]

[dB=U 4= ' (15)

B.KL/~0

luego dividiendo (14) por (15) se deduce como wvalor medio
del niimero de corptsculos enconirados por una banda arbitraria

nAtu
7A+U

ﬁ:

N. (16)

Esta formula nos resuelve de paso el problema siguiente:

Supuestos n corpusculos de forma convexa cualquiera y
perimelro u interiores a una figura convexa K, el nimero me-
dio de ellos que son alcanzados por una pincelada de anchura A
dada arbitrariamente sobre esta figura, estd dado por (16).

La férmula (16) se encuentra también en H. GAspar (3,
p. 136].

(*) Sobre bandas paralelas méviles en el plano y para las férmulas (15)

¥ (17) se puede ver nuestra memoria [7].
La férmula (14) se puede deducir de la de BrascHRE [1, p. 37]
fcﬂl A =27 (Co 4+ C P+ U, U,) (%)

con solo suponer que la figura IT que aqui interviene, de 4rea F,, longitud T,
¥ curvatura total C,, se reduce a una banda de plano limitada por rectas para-
lelas a distancia A. Habri que sustituir @K por 4B, F, por % A,U,porly
C, se anula. Como figura fija se suponen aqui los N corplsculos, los cuales,
siendo convexos, dan Cy = 27, C; = 27N y U,= Nu. Con estas sustituciones
la. férmula (*) pasa a la (14) que utilizamos en el texto.

Una demostracién directa de la férmula (14) ha sido dada por E. GASPAR
[3, p. 135].
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5. Llamando f al 4rea de la parte de K que queda interior
a la banda B, es sabido también que [7, p. 19], [1, p. 51],

[1dB—=AF. (17)

B.K=/=0
y por tanto el valor medio de f vale

fi (18)

T

Dividiendo (16) por (18) se tendra el valor medio de lu
densidad de corpusculos en las secciones obtenidas cortando K
por B, que valdré

sp= (1+-3) D- (19)

Esta es la relacién buscada que nos liga la densidad total
D con la densidad media de las secciones.

§ 2. CASO DEL ESPACIO,

1. Secciones por una recta. Sea en el espacio un cuerpo
convexo K conteniendo en su interior N corpusculos iguales tam-
bién convexos pero de forma cualquiera y distribuidos de una
manera arbitraria. Queremos obtener la relacién existente entre
el nimero de estos corpusculos que corta una recta al azar que
atraviesa el cuerpo con el ntimero total de ellos.

Una recta en el espacio estid determinada por cuatro para-
metros que pueden ser: las coordenadas x,y de su punto de
intersecciéon con un plano normal y la longitud y latitud ¢ y @
que fijan su direcciéon. Representando por d() el elemento de area
sobre la esfera unidad correspondiente a la direccion de la recla,
para medir conjuntos de rectas se toma [1, p. 66], [2, p. 90]
la integral extendida al conjunto que sea, de la forma diferan-
cial

dG =dx dy dQ. (20)

Por ejemplo, llamando n, al ntimero de puntos de inter-
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seccién de la recta G con una superficie de area F, este ntimero

n, dependera de la posicién de la recta, y extendiendo la inte-
gracion a todas las posiciones de la misma se verifica [1, p. 69],
[2, p. 89],

[nydG==F. (21)

Consideremos la superficie formada por la suma de las
superficies de los N corptsculos, cuya drea valdra Nf, si f es

el 4rea de cada uno de ellos. Como G sélo puede tener con cada

corpusculo dos puntos de interseccion, llamando n al ntimero

de corpusculos que la recta G encuentra al atravesar K, la fér-
mula (21) da

ndG=%ﬂv. (22)

G.Ke/=0
S

Por otra parte, la medida del conjunto total de las rectas

que cortan a K es (también segan (21) y siendo ahora F el
el area de K)

dG=3F, (23)
G, K=[=0

Iuego, dividiendo (22) por (23):

n-vL (24).

que nos da el valor medio del nimero de corptisculos que en-
contrard una recta arbitraria que atraviesa a K.
2. Llamando s a la longitud de la cuerda que la recta G

determina en K, es facil ver, teniendo en cuenta (20) que
[1, p. 77]

[sdG—2aV (25)

6.KZ/—0

siendo V el volumen de K. De (25) y (23), por division, obte-
nemos como valor medio de la longitud de la cuerda s:

<

4

E:

(26)

=
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Dividiendo el ntiimero medio de corptsculos que encuentra
G por la longitud media (26) de la cuerda, se tendrd la densi-
dad media d; de corptisculos sobre la recta G que serd

5,=1D, (27)

.
N
v

Esta es, por consiguiente, la relacidn existente entre la den-
sidad de corpusculos sobre una recta que atraviesa el cuerpo y
la densidad total en el mismo.

Dividiendo, inversamente, (26) por (24}, se obtendra la
distancia media entre los corpisculos vecinos, que valdra

recordando que D es la densidad de los corpusculos en K.

d:ﬁ%. (28)
Al decir distancia media entre corptsculos «vecinos» enten-
demos, como se deduce de la manera como obtenemos la f6r-
mula (28), que se consideran tnicamente las distancias de cada
corpusculo a aquellos que son visibles desde el mismo, es decir,
que se pueden unir por-un segmento que no encuentra a ningin
otro corpasculo intermedio.
Si los corptisculos son esféricos de radio r, sera

= 1
d'_‘;{;ﬁ)_' (29)

PéLva, en el articulo ya citado [5], obtiene también esta
formula que interpreta de la manera siguiente: supuesta una
caida de nieve formada por copos esféricos de radio r con una
densidad D, la distancia visible media segtn todas las direccio-
nes desde un punto envuelto por la nevada, esta dada por (29).
(Ver el Apéndice § 3).

8. Aplicacion a la teoria cinética de los gases. El mismo
método anterior sirve para resolver el problema siguiente: Sea
un cuerpo K de 4rea F.y volumen V que contiene en su inte-
rior V corpusculos convexos e iguales entre si. ¢Cual sera el re-
corrido libre medio de un punto sin dimensiones que se mueve
dentro de K en direcciéon arbitraria (todas igualmente proba-
bles)?
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Sea (G la recta sobre la cual en un momento considerado se
‘mueve el punto (fig. 1, aunque ahora estamos en el espacio, la
figura 1 sirve lo mismo). Los recorridos libres posibles serin
los segmentos de esta recta limitados por dos corptsculos suce-
sivos o por un corpusculo y la pared de K. Llamando como
antes s a la cuerda total que ‘G determina en K o sea s=AB y
.8; a las cuerdas parciales interiores a los corptsculos, la suma de
recorridos libres posibles sobre G es

S—-—ZSL',

-extendida la sumacién al ntmero de corpusculos que son corta-
dos por la recta G. En cuanto al ntmero deé recorridos libres o
sea de segmentos en que la cuerda s de G queda dividida por
los corptsculos y las paredes del recipiente, es n+41 siendo n,
como antes, el nimero de corptsculos cortados por G. Exten-
diendo la integracién a todas las rectas que cortan a K, la for-
‘mula (25) da:

[ (s— X5, dG =2x (V — Nv), (30)

G.EZ/=0

siendo v el volumen de cada corptsculo. Ademas por la for-
mula (21):

(n+1)dG= 5 (F+Nf) (31)

G.K—/—0

siendo f el area de cada corptsculo y F la del cuerpo K.
El valor medio de los recorridos libres se obtendra dividiendo
su suma total (30) por el nimero de ellos (31) o sea

4 (V—Nv)

=Ty

(32)
En el caso de ser los corpusculos esféricos de radio r esta
férmula queda

4 (V—gNrrd)

t= F44nreN

(33)
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Esta formula se puede aplicar al caso del recorrido medio
de las moléculas de un gas. Para ello basta observar que hasta
ahora hemos considerado el recorrido medio de un punto sin
dimensiones, si se ‘quiere que sea el de una molécula o corpisculo
de radio r bastard suponer que ella se reduce a un punto y todas
las deméas duplican el radio puesto que entonces cuando el punto
toque a una de estas moléculas de radio doble, es efectivamente
el caso en que las dos moléculas se encontrarian. Sustituyendo
en la férmula anterior r por 2r se tiene pues como recorrido
libre medio de las moléculas de un gas la férmula conocida
(ver por ejemplo [4, p. 34]),

< 4(V=b)
= F16nr2N (34)
indicando por b el volumen total de estas moléculas supuestas
de radio 2r.

En general para un gas a no mucha presién b y F son des-
preciables al lado de los demds términos de esta expresion y
como valor aproximado se toma

14 1
472N~ 4mr?D (25)

1=

%
siendo D el ntmero medio de moléculas por unidad de volumen.

4. Caso de trayectorias curvas. Recordando algunas for-
mulas més de Geometria integral es facil demostrar que el re-
corrido libre medio de un punto en el interior del cuerpo con-
vexo K que contiene N corpusculos distribuidos arbitrariamente
es independiente de la forma de la trayectoria. Es .decir, iiene
el mismo valor dado por (32) lo mismo si la trayectoria es
rectilinea, como alli se supuso, que si es circular o eliptica o
oualquiera.

En efecto, supongamos que el punto debe moverse des-
cribiendo una trayectoria de forma arbitraria (pero siempre la
misma) por ejemplo la representada por una curva cerrada C
de longitud L (fig. 4).

Esta curva € (plana o alabeada) viene fijada en el espacio
por seis coordenadas que pueden ser las tres x,y,z de uno de
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sus puntos, méas las & y ¢ de una direccién por este punto, més.
la © de una rotacién alrededor de esta direccion. Entonces es

Tig. 4.

sabido que para medir un conjunto de posiciones de una fal
linea se toma la integral de la llamada densidad cinemdtica que
&

vale [1, p. 64], [6, p. 13],
dC =cos ¥ dzdydzd$ do dr. (36).

Esta medida tiene la propiedad que la caracteriza de ser
independiente ‘de la posicién de los ejes coordenados de refe-
rencia, o, en ofras palabras, es invariante por movimientos.

Llamando n; al ntmero de puntos de intersecciéon de esta
linea con las superficies de los N corpusculos més la del cuer-
po K que los contiene, vale [6, p. 39],

[ndC—dz2 (F+Nf) L (37)

siendo como antes f el area de los corptsculos y F la de K.

Luego si n es el namero de partes, interiores a K y limi-
tadas por dos corpusculos o las paredes, en que ¢ queda dividida,
(fig. 4), como es n;=2n, seré

/'n dC =272 (F+N ) L. (33)

Por otra parte, si s es la parte de C que en cada posicion
queda interior a K y I's; la suma de las partes interiores a los.
corptsculos, se verifica [6, p. 42]
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[(s—=s))dC =82 (V—Nv) L. (39)

Dividiendo la longitud total (39) de las partes en que C
queda dividida por los corpusculos y paredes de K, por la
suma del nimero de partes (38), se tendrd la longitud media
de ellas o sea el recorrido libre medio para un punto cuya tra-
yectoria tuviera la forma de la linea C, que serd

i 4(V—Nv)

TFENY
que es el mismo valor (32) obtenido para el caso de las trayec-
torias rectilineas.

5. Secciones por un plano. Veamos ahora la relacién exis-
tente entre la densidad de corpusculos en una seccién plana ar-
bitraria del cuerpo y la densidad total. Un plano viene determi-
nado por tres pardmetros que pueden ser: su distancia p a un
punto fijo y la latitud y longitud % y ¢ de la direccién de su
normal. Para medir conjuntos de planos se toma la integral,
extendida al conjunto de que se trate, de la forma diferencial
11, p. 66], [2, p. 92]

%

dE =dp dQ (40)

siendo, como antes, dQ el elemento de 4rea sobre la esfera uni-
dad correspondiente a la direcci6én normal al plano.

Supuestos como siempre N corptsculos congruentes de area
f, volumen v e integral de curvatura media m.(3) repartidos
arbitrariamente en el interior de K, si se representa por n el
namero de ellos que son cortados por un plano E que corta a
K, es sabido [1, p. 102] que se verifica

(*) Recuérdese que se llama integral de la curvatura medic a la integral

1 f (L +}_) do extendida a toda la superficie del cuerpo siendo 7, y #, los
7y Ta

radios principales de curvatura correspondientes al elemento superficial do.
Por ejemplo para un corpisculo esférico de radio r seria m — 4z 7. 8i la super-
ficie convexa tiene lineas de discontinuidad de la curvatura media, el valor que
8e debe atribuir a m es el limite de la curvatura media del cuerpo paralelo ex-
terior a distancia e cuando ¢ tiende a cero.
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fn dE =N m. (41y

Por otra parte, la medida de todos los planos que cortan a
K es [1, p. 72], [2, p. 95],

JdE=M (42)

E.KZ)=0

siendo M la curvatura media total de K. De (41) y (42) por
division se deduce el wvalor medio del numero de corpusculos
que serdn cortados por un plino dado al azar, que serd

_ m
n=N—

M

6. Llamando o al area de la seccién que el E)lano E deter-
mina en K es facil deducir de la definicién (40) que es [1, p. 74]

f o dE =2V (44)
y dividiendo por (42), el valor medio de o sera:

(45)

6= ZnK

M

Dividiendo el ntmero medio (43) de corpusculos que son
cortados por E, por el valor medio (45) del 4rea de la seccidn,
se tendrd la densidad media de corpusculos en las secciones de
K por un plano arbitrario, que valdra

mN m (46)

5%y o

que relaciona la densidad media de la seccidn con la densidad:
del conjunto.

Si los corpusculos son esféricos de radio r, es m=4nr y
esta relacion se reduce a

d,=2rD.

(43)
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7. Secciones por franjas paralelas. Lo mismo dicho en el
n°. 4 de § 1 para el caso del plano, se puede repetir para el
espacio, suponiendo que se corta el cuerpo convexo K por una
franja de espacio limitada por dos planos paralelos a distancia
A. La posicion de una de estas franjas queda determinada por
la de un plano invariablemente unida a ella, de manera que
como medida de un conjunto de franjas se toma la integral de-
la misma expresion diferencial (40) que ahora representaremos.
por

dB =dpdQ. (47)

Llamando n al ntmero de corpusculos que en cada posicién

son alcanzados por la franja B, tiene lugar la férmula [1, p. 101],
(8],

[ndB=(2nA+m) N (48)

siendo, como antes, m la curvatura media total de cada cor-
pusculo. Como ademés la medida total de las franjas que cor--
tan a K es [7, p. 34],

[dB =M +2ma, (49).

Y B.Ej=0

el valor medio del numero de corpisculos que son alcanzados
por un corte de anchura A dado al azar en el cuerpo K seré el
cociente de (48) y (49) o sea

—  27A+m

8. Llamando v al volumen de la parte de K que queda in--
terior a la franja B es [7, p. 35],

[vdB—2mAV, (51):

luego, segun (49), el valor medio de este volumen valdrd

_ 27AV

V= mﬂ . (52)"
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Dividiendo (50) por (52) se obtendra el valor medio de la
densidad de corpusculos en las secciones de K por B,

o= (14 505) D (53)

) . N ., :
poniendo, como siempre, D=—-. Esta es la relacion que liga

7
la densidad total D con la densidad media de las secciones.
Si los corptsculos son esféricos de radio r es m —=d4mnr.

9. Secciones por cilindros convexos. Un cilindro convexo
queda determinado en el espacio por la posicién de una recta
paralela a sus generatrices, mas un giro alrededor de esta recta.
Representando por G esta recta y por t el giro, como medida
de un conjunto de cilindros se toma la integral de la expre-
sién [6, p. 45]

A

dZ =dGdr ,, (54)
siendo dG la expresién dada en (20). D
Con esta definicién se obtiene *) que la medida de todos
los cilindros congruentes que cortan a un cuerpo convexo K
es [6, p. 46]

[dZ= 2n (4no +nF +\M) (55)

Z.E—[=0

siendo o el 4rea y X el perimetro de la seccién recta del cilin-
dro Z y F.y M el 4rea y curvatura media de K respectivamente.

Ademas llamando n al nimero de corpusculos encontrados
por este cilindro al atravesar K, tiene lugar [1, p. 101], [8],

[ndZ =25 (xf +3m 4 40) N - (56)

luego, el valor medio del nimero de corpusculos enconirados por
un cilindro que atraviesa al azar el cuerpo K es

(*) Aprovecho la oportunidad para corregir que en [6] pag. 46 y 52 en
esta férmula (55) y en la (58) falta en el segundo miembro el factor 2, como
g ficil darse cuenta siguiendo el razonamienmto alli empleado.




= (mf-+Am+-4no)

f e
aF4\M+4dno ) (57)

10. Llamando v al volumen de la parte de K que queda in-
terior a Z en cada posicion es [6, p. 52] \

[vdZ =gtV (58)

y teniendo en cuenta (55) el valor medio de este volumen v
sera

4ncsV
dnonF-\M *

V=

(59)

Dividiendo por este volumen medio el ntmero medio (57)
de corptsculos, tendremoés la densidad media de ellos

az=(1+lf;—}§:1?)0

que es la relacion que liga la densidad media de corpusculos en
las secciones de K por cilindros congruentes arbitrarios, con
la densidad total en el interior de K.

Si los corfiﬁsculos son esféricos de radio r habrd que sus-
tituir f=4nr?, m=A4nr.

§ 3. ApfnpICE

En § 1, n°. 3y § 2, n°. 2 hemos identificado la distancia
media entre dos corpusculos vecinos con la distancia visible me-
dia, considerada por POLYA, desde un punto situado en el inte-
rior del espacio que contiene a los corpusculos. Esta identifica-
cién es licita considerando la manera como deben entenderse
dichos valores medios y que se deduce de c6mo han sido obtenidos
en cada caso. En el camino seguido por POLYA, se empieza por
considerar un segmento de longitud x que parte de un punto
fijo y se calcula luego su longitud media suponiendo que todos
los corptsculos se colocan al azar. Ello equivale a buscar la
longitud media de los segmentos que se pueden colocar en la
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regién de los corptsculos sin que corten a ninguno de ellos.

En esta forma es claro que la longitud media obtenida debe re-

" sultar igual a la distancia media obtenida por nosotros.

El camino seguido por nosoiros se generaliza sin dificultad
a n dimensiones. Consideremos, en efecto, como densidad para
medir conjuntos de rectas la forma diferencial dG=dP,_;dw,,
siendo dP,_; el elemento de volumen de un hiperplano normal a
la recta y do, el elemento de drea sobre la esfera unidad del es-
pacio de n dimensiones correspondiente a la direccion de la recta.
Esta expresion de dG es la generalizacién inmediata de (2) y (20).

La medida de las rectas que cortan a un cuerpo convexo K vale

dG=" f sdw, =% _,F, (60)

6.k /=0

representando por o el drea de la proyeccién del cuerpo K en
la direccion dw, y poniendo 1/2 por tratarse de rectas no orien-
tadas; la segunda integracion estd extendida a toda la esfera uni-
dad n-dimensional; F es el drea de K y %, ; el volumen de la
esfera unidad del espacio de n—1 dimensiones (5).

Por tanto, si f es el area de cada corptsculo y ¥V el nimero
de ellos interiores al cuerpo convexo K, llamando n al ntmero:

de corptsculos cortados por la recta G en cada posicion, serd

fn AG= 5 %, Nf. (61)

El namero de corpusculos encontrados por una recta arbi-

traria sera, pues, como siempre

n=

N. (62)

i~

Por otra parte, llamando s a la longitud de Ia cuerda que
G determina en K es

(®) Para esta férmula (60) recordar la llamada férmula de CAUCHY, por
ejemplo en BONNESEN-FENCHEL, Theorie der konvexen I drper, Berlin, 1934,

pag. 48.
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1
sdG:EmnV (63)
6.K=/=0 g

siendo o, el 4rea de la esfera n-dimensional y V el volumen de

K. De (63) y (60):

wn

§=

v
n—1

Si esta longitud media la dividimos por el ntmero medio e
corptsculos encontrados por la recta arbitraria, tendremos la

distancia media buscada, que sera

— Vv
__" 5)
p—1 / N (60/

Si los corptsculos son esféricos de radio r es f=w,r?1

y poniendo como siempre W_:D resulta

— 1- -
\ d= D (66)

El producto %, ;7" 1 es el volumen de la esfera de n—1
dimensiones de radio r. Esta férmula (66) nos da pues la dis-
tancia visible media desde un punto del espacio de n dimensiones
supuesto rodeado por corpusculos esféricos de radio r situados
al azar. Es facil comprobar que (66) comprende come casos

particulares a (12) y (29).
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TEMAS PROPUESTOS

48.-Sea G un conjunto de puntos del plano, de medida M.
Siendo A, B dos cualesquiera de sus puntos, se supone que la
distancia entre ellos no es nunca de la forma ]/cz2+ b2, siendo
a,b nimeros enteros cualesquiera (no nulos a la vez). En eslas
condiciones, demostrar que es M<1.

L. A. Santald

49. - La distincién entre espacios separables y perfectamen-
te separables fué establecida por Urysohn (Math. Annalen, 94,
1925, p. 290), dando un ejemplo de espacio numerable y no
perfectamente separable.

Se pide dar un ejemplo de espacio (V), no numerable, se-
parable y no perfectamente separable.

¢El espacio anterior podrd ser accesible?

M. Balanzat




SOBRE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE 20 ORDEN

por SErGIO SISPANOV

Hemos propuesto en el No. 1 de este volumen (tema 42)
encontrar la integral intermediaria, con una constante, de la
ecuacion diferencial de 2°. orden

2

149"\ 1 1 1
(tn y'y) =~z Ty oy

a que se reduce el problema sobre las ecuaciones diferenciales
analogas a las de Clairaut, y de 3er. grado con respecto a la va-
riable dependiente y. Su integral se presenta también en el pro-
blema sobre las oscilaciones amortiguadas, poniendo de relieve
una relacion que existe entre ambas cuestiones tan diferentes a
primera vista.

He aqui la resoluciéon: Restando y agregando al segundo
miembro de la ecuaciéon la fraccién -

yl
-y

lo representamos bajo la forma
1.1 14y ¥

T +—3_' m+y+x+y

o lo que es lo mismo

(nay + < —[in(a+ )} 4+

Reconcentrando en el primer miembro los términos con
logartimos podemos escribir la ecuacién propuesta del siguiente
modo

(z+y) (A+y') 1,y
[ S = Sy

Efectuando la divisién indicada en el primer miembro y
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reduciendo a comtn denominador los términos del segundo
miembro, vamos a tener

THYTYY | ey
[ (14 L) [ 2500

Ahora vemos que ambos miembros se convierten en 0, si

z+y+yy=0. _ (1)

La ecuacion homogénea a que se llegd, puede integrarse
‘mediante la sustitucién

y =xz

que conduce al siguiente resultado

Inx+ f ﬁ-= const. ' (2)

Efectuando de diferentes maneras el céilculo de la cuadra-
tura que figura en el primer miembro, se obtienen distintas
formas de la integral buscada.

ler. método. Haciendo uso de la férmula

z.dz 1 1 911
fm—=§l)l <22+Z+1) —ﬁarctng __1_/__.§_.

sin dificultad encontramos
9:41

—-—urc tng ——

CgV“ V3
N J 224241

1 2z 41
——are tog———
CZBV—— V3

I A

20. método. Si, antes de la integracion, la funcién sub-
integral se descompone en sumandos, resulta

z.dz 1 dz dz 1 (z—w)o
/z2+z—{—1 T o—w2 (m 7—w mz/z—coz‘) r— g In (z—o2)0?’

p<d




— 167 —

siendo

(-1+i18) y  of= = (=1—i)3)

ol —

W =

raices primitivas de la unidad de 3er. grado.
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2) vamos a

tener

[z (2o (z—o)]e _ Inc,

"o (et

en donde ¢ es una constante.
Recordando que xz es igual a y, podemos escribir

(y—oz)o
(y—w2z)o?

La dltima relacion se verifica idénticamente haciendo
y—oz=c %, y— o2z =c,l>,
en donde ¢y, ¢, son nuevas constantes y £ es nueva variable
auxiliar.

Despejando e y se obtienen las férmulas

cy to—c, t0? _ Colw—cyw? fo?
o ’ w—co?

w—0?
Si se pone ahora
co=(0—w?).C, y —c¢=(0—02).GC,
resultan finalmente
$=Cl’ tm+02 .tm?'
9 ®)
y=0;. 0to+C,. 02",

Es muy facil comprobar que la integral (3), que aparente-
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mente depende de dos constantes y en realidad de una sola,
verifica a la ecuacion (1).
En efecto, diferenciando las relaciones (3) vamos a tener

n dt

do=(Croto 4 Cot) B dy— (Crot 1ot Gy 107) &

y por consiguiente

Ly Cho? to LCyote®

T dz Cioto+C0te*”

El denominador de la tdltima expresién es igual a y. De
manera que

yy=0C, 0ttt Gy oiw,
B
Sumando ordenadamente las foérmulas (3) con la recién
obtenida resulta

r+y+yy=_1+w0+w?).(Ct>+Cyte%)
Yy como

14+ o0t w2=0,
entonces
z+y+yy =0

3er. método. Para el calculo de la cuadratura que figura
en la ecuacion (2) pueden emplearse también funciones trigono-
méiricas. Con este objeto representemos dicha cuadratura bajo
la forma
z.dz

(433

Si se introduce la nueva variable ¢ por la férmula

V3
z+ 5= 3 cot @,
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la cuadratura anterior se convierte en
1 1
— —cot do=— o —Inseno.
f (1/3 ¢ ) do Al P

Sustituyendo este resultado en la relacién (2) y teniendo en
cuenta que y es igual a xz hallamos sin dificultad

_2
[m =Ce V3sen¢g
o (4)

y=Ce V3 sen (cp+§2 7).

La integral obtenida podria deducirse directamente de la
forma (38) reemplazando en ella ¢ y £ por las expresiones

t—%[cos (Zg lnt) 1-isen (]%3—_ lnt)]

a las que son iguales respectivamente, en virtud de las férmulas.
de Euler.
Haciendo luego

1 15}
""C]_:GZZ'_;_C y }*Zs'lnt=(9

se llegaria a la forma (4).

En conclision hagamos constar que la integral general de
la ecuacién propuesta con dos constantes arbitrarias depende de
una ecuacién diferencial de Abel no integrable por cuadraturas.

Las relaciones (4) nos indican que a las variables x e y se
les puede considerar como coordenadas cartesianas de un punto
material M (x,y) que participa en dos movimientos vibratorios
armoénicos amortiguados, perpendiculares entre si. De suerte que
los diagramas de la integral obtenida forman un caso particular
de las curvas de Lissajous.

Si los periodos de oscilaciones y sus decrementos logaritmi--
cos son iguales, dichas curvas tienen ecuaciones

r=Ae—*Tsen (2}1: T+G)

2n <5)
y=DBe—#Tsen (Tr-{—ﬁ )

siendo A y B amplitudes méaximas de las oscilaciones, o y B
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fases iniciales de las mismas, T, periodo comun de las oscila-

ciones, kT su decremento logaritmico, y v el tiempo (fig. 1).
En el momento inicial del tiempo t=0 el moévil sale de

una posicién My(x,, y,) de coordenadas ‘

x,=Asena, yo=DBsenB,
engendrando, luego, una espiral con el punto asintbtico O.
Dicha espiral es logaritmica, st A=DB y ademés 8 —a=+ 12

Si la diferencia de fases B—a se hace igual a 0 0 a + =, las
oscilaciones se efect@ian a lo largo de una recta. La trayectoria
se convierte en una elipse, cuando k=0, pero B—a no es igual
ni a0, nia-m _

Se sabe que las ecuaciones (5) determinan el movimiento
de un punto material M bajo la influencia de una fuerza de
atraccion F. hacia un centro fijo O, proporcional a la distancia
r=0M del moévil a este centro. Se supone, ademéis, que la
resistencia f del medio es proporcional a la velocidad w del
moévil y tiene la direccion diametralmente opuesta a w.

&Y

Sigd.
La integral (4) es un caso particular de las integrales (5)
que se caracteriza, evidentemente, por los siguientes valores de
los elementos que determinan el movimiento:
1 2
A=B=C;T=2n, k=—=; =0, B= =7; t=0.
G 3 v

Asuncién, Paraguay.




SUGESIONES DE CICLOS SOBRE UNA ESFERA ®)

por W. MACHLER

Consideremos sobre la esfera unitaria con el centro O una
sucesién de ciclos ¢ (k=1, 2, ..., n) con los centros O y
los didmetros dj, de modo que

10) ¢ toque cpyy (k=1, 2, ..., n—1)

—_—

20) los ciclos ¢ y los vectores OOy, (k=1, 2, ..., n) for-
men alternadamente roscas a la derecha resp. izquierda. Guando
se asocia a los ciclos ¢j roscas ya sea sblo a la derecha o a la
izquierda mediante los vectores

(—1yx 00,
=
k [OOkI

cuyos valores son inversamente proporcionales a los didmetros
dj, y donde X\ es un factor de proporcionalidad independiente de
k, las rectas Ej 'Ek+1 (=1, 2, ..., n) son tangentes a una
misma esfera con el centro O.

Demostracién: Sin restriccién podemos suponer A=1. Sea
Aj, el punto de contacto de los ciclos ¢, y ¢,y y pongamos

OF;, = (k=1,2, ..., n)

—> ¥ — . .
=240y, @3y = 245 Oy Si U es un vector unitario pro-
porcional al vector /s A @'kyy (2) podemos considerar el trie-
dro formado por los vectores

SR f Y

Tseng Aett = Sen ¢’

ar,

y su triedro reciproco con los vectores a%*,, a:*/cjul, 1*, donde se
tiene

WA | nAa arp/Nay.y
at = MO g AN g o R
(*) Bajo ‘‘ciclo’’ entendemos una circunferencia sobre la cual se ha elegido
un sentido de recorrido. Cuestiones andlogas a las de esta nota para el caso
del plano han sido tratadas en W. MAcCHLER ‘‘Sobre wuna propiedad de las
seceiones conicas verdaderas con centro’’, Revista de la Unién Matemética Ar-
gentina, vol. VIII, p. 145, 1942.
(*) Con A indicamos producto vectorial; con X producto escalar.
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con V=ux(ar Adryy) Yy ¢ como é&ngulo comprendido enire
los vectores a'; y &'z exigiendo 0 <¢<<m. El vector u* es
un vector unitario proporcional a &*: A 8%,. Podemos poner

—_—
OEp=2% (-— l)k a*,
—_—
OEjy =23 (— 1) agyy
en donde [d|=1. Poniendo V*=1*x(a%*. A &%), tendremos,
a causa de la reciprocidad de los triedros considerados la relacion
VV*=1,

y los valores absolutos a*;, 8%, W*=1, de los vectores a*,
&*kﬂ_‘l, * son los valores reciprocos de las alturas ay, senp=a';=dy,
appq8en @ =’z =dj,y, u=1 paralelas a ellos del paralepipedo
formado por los vectores a, a1y, W

—_— —
El paralelepipedo formado por los vectores ‘OEy, OEpyy, U™
tiene el volumen absoluto '

V| = 1 ___seng
A apsen® Ay

Ep Epyy es un vector diagonal del paralelégramo formado por

—_—
los vectores OFEy, OEp,,.
Se obtiene
OF, — OF : 1 |8k~ &y |
OEj, — OEj ;| = |a% + 8%y | = [UA (22 —8ppy) [= =5,
|OE}, kﬂ-l‘ \ kT k,-{—l’ IV[I (ax k:l—l)! @@y

Como el punto Aj y los puntos finales de los vectores
@'z, &'k4y con el punto inicial Az son puntos de una circunfe-
rencia mayor de la esfera unitaria con el centro O se tendra

'k — &hy |[=2sen .
Obtenemos pues
sen @

O, —OFy.,| V|
1/2 |OE—OEpy |— ————=|V¥|.

/ ‘ 4 +1 @1y .

Esto demuestra que el centro O tiene la distancia 5 2 la

-

recta Ey By, y es pues independiente de /.

17 de Julio de 1943. Valparaiso, (Chile).
Universidad Téenica.



CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS

11. — Divididos en n partes iguales cada uno de los dngulos
de un cuadrildtero estudiar la naturaleza de los cuadrildteros
que forman las rectas de division tomada una por cada vértice.
Casos particulares.

Solucién. — Sea A’ B’ G’ D’ el cuadrilatero formado por las
rectas que separan de cada angulo su parte n-sima. Gomo se vé
en la figura el dngulo A’ es exterior al tridngulo AA’D y por
tanto ‘

A=n——A——D

n
Anilogamente

B "Ltp_ 14
n n

C,:T[_P_—_Ec_ LB
n n

D’=ﬁ——z~——ll)—— —LC.
n n

De estas relaciones se deducen las siguientes propiedades:

a) Si ABCD es inscriptible, los 4ngulos opuestos son su-
plementarios, y por tanto A’4+C'=m, es decir, A’B'C'D’ es
también inscriptible.
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b) Si n=2, A’+C" ==, o sea, A’B' ("D’ resulta inscrip-
tible.

¢) 8Si ABCD es un paralelogramo, resulta A’=C", B’=DI»,
es decir, también A’B’'C’D’ es un paralelogramo.

d) Si ABCD es un rectangulo, resulta A’=B'=C"=D'=
= j;, luego A’ B’ (' D’ también es un rectingulo.

e) 8i ABCD es un cuadrado, segtn lo anterior, 4’ B’ C’ D

es desde luego un rectangulo, pero ademads se observa que

BCG' =B cos f , AB'=ABCOS"%1“

BB =ABsen ;;l~ s AA/::ADS‘BII%,
de las primeras igualdades se deduce BC'=AB y de las
segundas BB'=A A’ y por substraccién resultd B’ C'=A'B’.
Por tanto: si ABCD es un cuadrado, también A’B' C'D’ es
un cuadrado.

Andrés Valeiras

(Alumno del Instituto N. del Profesorado-

de Buenos Aires)

21. En la revista Mathematical Monthly (vol. 44) se caleula
1

. 1 Iy= .. .
el lim (x sen — -+ *) diciendo que por ser xsen — equiva-

2—>CO Zr x x
lente a la unidad, el limite es e. Aunque en este caso parti-

cular el resultado es cierto, el razonamiento es errdneo. Buscar

ejemplos en que tal razonamiento conduzca a resultados falsos
y calcular correctamente el limite propuesto.

Solucidn. Sea d(z) infinitésimo; siguiendo el razonamiento.

del enunciado seria
. 1\z
Im (1--9(x)+=)" =e,
Jim (143()+3)

pero en realidad es

lim (1+6(x} + %)m =lim (1+ i )9’ — plHlimede)

300 1—>00 FRCES]
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que sélo es igual a e para el caso en que 5(z) sea infinitésimo:
de orden superior a %
Apliquemos este resultado al ejercicio propuesto. Es

1 1 1
xSBnE—:l“w-}—mw...

Luego en este caso, la Tuncién d(z) es infinitésimo de se-
gundo orden y el limite buscado resulta efectivamente e. Pero.
si en vez de s‘en% se pone, por ejemplo, log (1 +%> resulta el
limite }e.

Otra solucién directa del mismo problema se obtiene apli-
cando la regla de L’Hospital, de la manera siguiente. Haciendo.

T= % y tomando logaritmos, el limite buscado, aplicando suce-

sivamente la regla de 1'Hospital, es el antilogaritmo de

lim log (*7"+=2) —lim _ 1 (z cosz—senz | 1)
z—>0 z z—>0 :z 4z 22
. —zsenz]-2z . —zcosz—sen z+-2

= lim =lim 1

2cosz—zsenz+6z

sen z z 2
0 ﬁlé—f—zcos +3z 0

Y

y por tanto si el limite del logaritmo es 1, el limite buscado

es e.
Andrés Valeiras
Alumno del Instituto N. del Profesorado
de Buenos Aires

23. Si en un dngulo triedro se inscribe una sucesion de es-
feras tal que cada una toque a la precedente, ¢;qué relacion
existe entre los radios de dos esferas consecutivas?

Solucidn. Evidentemente los centros de todas estas esferas
estan sobre la recta lugar geométrico de los puntos que equidistan
de las tres caras del triedro. Tracemos por esta recta un plano
normal a una de las caras del triedro; la interseccién serd una
recta tangente a todas las esferas. La seccién de todas las esferas.
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por este plano nos dar4, pues, la figura formada por una suce-
si6n de circulos tangentes como indica la figura.

(]

\ CA /\B C:" /

En la figura vemos que MC; y MC; son las bisectrices in-
terior y exterior respectivamente correspondientes al vértice M
del tridngulo VMB. Por tanto: los centros C; y G, de dos
esferas consecutivas son conjugados arménicos respecto ‘del vér-
tice V y del punto de contacto B de las esferas.

Por otra parte, llamando « al &ngulo quekforma la recta
VC; de los centros con la tangente comin VA, se tiene, por
semejanza de tridngulos

Ty Ve,

1 —_—
ro VCGHritr,
ry

0 bien, poniendo VC, = s
sen o

ry

ri+(ry+ry)sena ’

"y _
ro
de donde se deduce ficilmente

ry l—sena
1--sena’

=
«que es la relacién buscada.
* El 4ngulo a, que es el dngulo que la bisectriz del triedro
forma con cada una de las caras del mismo se puede calcular
facilmente en funcién de los datos del triedro, ya sea analitica
0 trigonométricamente.

Faiwel Goldszein

(Alumno de Ingenieria)
Buenos Aives



COMUNICACIONES

E. Corominas. Sobre la teoria de la derivacién. (Sesion del T de
Octubre de 1941).

Estos resultados, asi como la teoria correspondiente, se escin-
den en dos ramas: la teoria de la derivacion de Peano y la teoria
correlativa que estudia las derivadas de Riemann-Schwarz. Se-
gun la definicion de Peano las derivadas vienen definidas por la

formula
f(a:o—f—h) f(mo) f( 0) f”< ][( ( 0)

y segtin Riemann-Schwarz son simples limites de diferencias
divididas. La derivada ordinaria y la derivada simétrica son
ejemplos de derivadas de Riemann-Schwarz de primer orden y
la schwarziana

0> h? 4. h*+4-0(h™)

Hm f(xo+h)—2f(2o)+f(z5—h)

h—>0 h2

es un ejemplo de derivada de segundo orden. Cuando definimos
la diferencial como la parte principal del incremento y a su
vez la derivada como cociente de diferenciales, utilizamos la de-
finicion de Peano, mientras que, definiéndola como limite del
cociente incremental, utilizamos la definicion de Riemann-
Schwarz; es sabido, sin embargo, que las dos definiciones son
equivalentes. En cuanto se pasa al segundo orden, derivada ordi-
naria, derivada de Peano y derivadas de Riemann-Schwarz son
conceptos bien distintos, ya que la derivada ordinaria es gene-
ralizada por la de Peano y ésta a su vez por la multitud de
derivadas de Riemann-Schwarz que se puedan dar. Para las
derivadas de Peano en otras comunicaciones se enunciaron todos
los teoremas clasicos del calculo diferencial; luego la tnica
propiedad que se pierde en la derivada de Peano es la que se
origina en su definicién, que en vez de obtenerse a partir de la
derivada anterior se obtiene directamente de la funciéon. Denjoy
estudié bajo qué condiciones se conserva, en las derivadas de
Peano, esta propiedad de las derivadas ordinarias, dando el teo-
rema fundamental de que cuando el resto que es de la forma

O0(h™) =h"e(xg,h) (e(xy, h)— O para h—0)
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es uniformemente acotado, todas las derivadas hasta el orden n
son ordinarias salvo eventualmente la ultima (orden n) de la
cual nada se puede afirmar. El Dr. Corominas ha demostrado
sucesivamente que la acotacién uniforme del resto equivale a la
de f™(x) y que, en estas mismas hipotesis del teorema de
Denjoy, f™(x) también es derivada ordinaria. Asi, pues, para
las familias de funciones de derivadas acotadas el algoritmo de
Peano no da ninguna ampliacién a los conceptos clasicos, tan
solo puede generalizar la derivada para la familia de funciones
de derivadas (Peano) no acotadas. Con todo ello queda aclarada
cudl es la naturaleza intrinseca de la generalizacién de Peano.
Todavia se puede disminuir la hipétesis, sustituyendo la acola-
cion de f™(z) por la acotacion en un solo sentido, es decir, su-
perior o inferior. Las aplicaciones de este teorema central son
multiples y variadas.

En la teorfa de Riemann-Schwarz los resultados son los
siguientes : '

10.) Basta que exista

. f(mo+h)—f(ze—h")
Jim =y

B0

(h y W>0 tendiendo simultineamente a cero siendo funciones
continuas de una variable Gnica) para que exista derivada laterai
a la derecha. Asi, por ejemplo, si existe el limite de

f(zo+mh)—f(x,—nh)

(m—n)h

(m==n y los dos positivos) para h tendiendo a cero por la de-
recha y por la izquierda, existe también derivada ordinaria. El
enunciado sigue siendo cierto cuando m y n son de distinto signo
y valor absoluto, mientras que cuando m=-—n obtenemos la
derivada simétrica

f(zg+-mh)—f(z;—mh)
. 2mh

en la cual, al cambiar h en —h obtenemos la misma expresion.
Con ello queda bien claro que la derivada simétrica puede gene-
ralizar la ordinaria, como en efecto asi sucede, y que ésta es la
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unica generalizacion de la derivada ordinaria como limite de la
pendiente de cuerdas de extremos infinitamente préximos al
punto (h positiva y negativa). Es interesante recalcar que los
infinitésimos h y h’ no pueden ser equivalentes, pues en este
caso es facil demostrar que en vez de generalizar restringimos el
concepto de derivada, ya que puede existir la derivada ordinaria
sin que exista aquella.

20.) Guando existe el limite, para h— 0 de la diferencia
dividida tomada en los puntos

(h, kh, k2h, .. ., k"h) (1>k>0)
entonces para cada h; (kh<h;<h)

la formula de Peano

gt B) =f(ae) + Frfe) bt D1 oy T )

(n—1)!
_]_ﬂi 0> hr 4 0(hm)

_|_

es cierta para la sucesion de puntos

| 2o+ hy ki i=1, 2, 3,

Las derivadas intermedias, de la primera a la de orden n—1
dependen de 1a sucesion elegida o sea de hy, siendo funciones con-
tinuas de ella. Por el jprocedimiento transfinito de cadena de in-
tervalos de Lebesgue, se demuestra que para las funciones sin
puntos angulosos las derivadas 22. y 32. de este tipo, cumplen
el teorema de Ricci y por tanto el teorema fundamental del
cdlculo integral. El concepto de punto anguloso para‘la derivada
de tercer .orden, es una generalizacion del concepto ordinario.

F. Toranzos. Sobre la generacién proyectiva de las hipercuddricas
en el espacio de Hilbert. (Sesién del 10 de Julio de 1943).

Continuando un trabajo explicado en otra reunién de la
U.M.A., el autor se propone encontrar un criterio general para
engendrar proyectivamente las hipercuddricas en el espacio de
Hilbert. En la exposicién anterior se dieron criterios no generales.

Se utiliza para realizar el objetivo propueéto, un teorema
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de Vitali, en el que se prueba que cualquier proyectividad puede
obtenerse por el producto de tres proyectividades simples, una de
primera clase (traslacién), otra de segunda (afinidad) y otra
de tercera (homologia). Aplicando esto se obtiene la expresion
analitica de la proyectividad mas general. Se definen las hiper-
cuddricas, como las transformadas de una esfera mediante la
proyectividad general. Finalmente se compara esta definicion
con otra algebraica que resultaria de considerar las hipercuadri-
cas como formas cuadraticas.

K. E. HerrsrA. Determinacién del salto de una funcién. (Sesién
del 10 de Julio de 1943).

El problema ha sido abordado entre otros por Fejér, Si-
don, Csillag, Lukécs y Sasz, que dieron métodos particulares
para la determinaciéon del salto.

El autor, siguiendo a Titchmarsh, que ha dado un teorema
general sobre integrales singulares exigiendo determinadas condi-
ciones al ndcleo, da un teorema semejante para la determinacion
del salto generalizado D,, a saber:

Si K(¢,)\) es un ntcleo integrable en el sentido de Lebesgue
respecto de ¢ en el intervalo (0,B) para cualquier valor de X\
tal que: '

(1) [K(t,\) =G\ para tg—l(
(2) [t+8 K(t,\)|= -(\:—E para > i}\

con B =0 cualquiera que sea \ (pero con la convencién de reem-
plazar cuando B=0, A% por Ig\) y si f(¢) es una funcion pe-
riédica de periodo 2B, integrable Lebesgue entre —B y B, se
verifica en todo punto donde exista un nuamero D, con la pro-
piedad:

3  [If(e+w) —f(a—u) = Dyl du=0(1)
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que:
B
B 1 ‘
lim — B B B
o0 | BN [+t — f(z—)]dt=D,
con
B
A =lim fK(t’}‘) d.
A0
b

El teorema cortiene como casos particulares resultados ob-
tenidos por Sidon, Lukécs y Sasz que consideran ntcleos K (¢, 1)
especiales.

Tales ntcleos presentan la caracteristica comin de que

B
[ |K(t,\)!dt permanece acotada cuando \— oo,
L !

La circunstancia de que el primer método dado para la de-
terminacion del salto (debido a Fejér), conduce a un nicleo tal
que la integral de su moédulo crece indefinidamente cuando X\
tiende a oo, induce a investigar bajo qué condiciones es posible
seguir obteniendo aquél a partir de (4) mediante ntcleos K(¢,\)

B

de los cuales la integral [ |K(i,\)|dt no estd acotada cuando
0
\ 5
A— oo, aunque si lo estd [ K(¢,\)dt.
0
Resulta asi que si K(¢,)\) es tal que |K(t,\)|< Gy A% para
1 . ‘ i
téI s [#PHB K (5, N)|= Cy para t>l\ y ademas para todo o

B
fijo [ K(t\) {f(z+1t) —f(e—t)— D, } dt—0 cuando r\— o,
0
sigue verificindose (4) en todo punto donde existe un ntimero
D, tal que: ' ‘
B . [ 1Fw+u) —f(@—u) —Dyjdt = 0(t1+7)

con Y>>0 cualquiera y 0=a=vy, 0=B<¥.
Si la funcion f(t) es de variacién acotada, (5) se verifica
en casi todos los puntos con D,=0 y y<(1 cualquiera.
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A. CALDERON. Sobre la convergencia. de desarrollos de Fourier. (Se-
sién del 10 de Julio de 1943).

En este trabajo se generalizan los teoremas de convergencia
de los desarrollos de Fourier en serie trigonométrica a los desarro-
llos en serie de funciones o (P) de una familia ortonormal cual-
quiera.

Para ello se transforman las sumas parciales de la serie en
una integral singular donde aparece un ntcleo del tipo

Zei(P) . «(Q)

sen[(m—+1/5)(—y)]
2sent/y(z+y)

— analogo al de la integral de Dirichlet

—y se buscan propiedades del mismo necesarias y suficientes para
la convergencia. Utilizando teoremas conocidos se llega a los re-
sultados siguientes: Para que converja el desarrollo de toda fun-
cion continua es necesario y suficiente que

0 si el entorno € no contiene Q

>0 1 si & contiene Q

lim f Za(P). Q). aP]

donde ¢ es un entorno cualquiera del recinto R donde estin de-
finidas las funciones, y que:

f‘ g‘@i(P) .0;(Q)|dP <A para todo m.
1
R

Para los casos en que no se verifica esto Gltimo se enuncia
otra condicién de expresion menos breve, que asegura la conver-
gencia de los desarrollos de funciones continuas con derivada
continua, y los de funciones continuas de variacién acotada de
una variable.
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G. Kn1E, Nuevas teorias fisicas. Un vol. de 184 pag. Buenos Ai-
res, 1944.

El libro presenta cuatro teorias modernas que han sido concebidas en los
Gltimos afios y son caracteristicas para la manera de pensar de la fisica com-
temporanea; las cuatro son relativistas, pero la primera estd un poco aparte,
porque es una teoria clasica, mientras las otras tres som ondulatorias. La
electrodindmica lineal es simplemente una generalizacién de la teoria de Max-
well. Es una teoria de Maxwell, hecha ‘‘superrelativista’’. Pues se le ha apli-
cado por segunda vez el principio de la relatividad que exige un limite ma-
ximo para las magnitudes fisicas. El tensor de energia-impulso se ha dedu-
cido con prolijidad, para hacer resaltar bien el origen de los teoremas de con-
servacién. También en otras partes se ha cedido cierto Iugar al principio di-
daetico. Pero no siempre; asi, que la lectura del libro no se limita siempre
a una asimilaeién pasiva. Entre las tres teorias ondulatorias hay una estrecha
relacién. Lia teoria del fotén mno es otra cosa que la de dos particulas de Dirae
sin interaceién. Para expresarme sumariamente: es la duplicacién de la teoria
del electrén, expuesta en la segunda parte. La relacién entre la tercera y la
cuarta parte se podria expresar asi: IV — III 4 algo.

Pues resulta el curioso fendémeno de que la teoria del fotén contiene im-
plicitamente la del mesén. Solamente en la forma se distinguen las dos partes.
La tercera parte emplea en gran parte mnfimeros hipercomplejos, mientras la
cuarta, usando las representaciones eoneretas, vuelve a sistemas lineales de
ecuaciones y adquiere asi un aspeeto netamente elasico. En la teoria del mesén
se ha prescindido de la extrema reduceién a un minimo de ecuaciones, por
eliminacién de las redundantes ecuaciones que corresponden a los valores pro-
pios seero, que ha sido introducida por los investigadores japoneses, porque esta
forma no se ha analizado todavia suficientemente. La fuerte disminucién en
la produccién de libros fisico-mateméticos ha tenido la consecuencia —para
nosotros halagiiefia— de que es en nuestro pais, donde se ha tratado por pri-
mera vez en conjunto una serie de teorias de palpitante actualidad. Para el
estudioso argentino se ofrece asi una ocasién cémoda de informarse ripida-
mente sobre los Gltimos problemas de la fisica mateméitica moderna.

G. K.



— 184 —

NOTAS Y MEMORIAS PUBLICADAS POR EL
Pror. MARSHALL H. STONE

(Ver la biografia en este mismo volumen, p. 138)

On the order of an analytic funetion at a singular point. (Annals 26,
1924). An unusual type of expansion problem. (Trans. 26, 1924). — Three
theorems normal orthogonal sets (Bull. 31, 1925). — Developments in Logendre
polynomials (Annals 27, 1925). The convergence of Bessel’s series (Bulletin 32,
1926). A composition of the series of Fourier and Birkhoff (Trans. 28, 1926).
Series of Legendre polynomials (Bull.. 32, 1926). Integrals analogous to Fou-
rier integrals (Bull. 32, 1926). The Borel summability of Fourier series (Amexr.
J., 48, 1926). Expansions in Bessel functions (Annals, 28, 1926). The normal fre-
quenty funetion and general frequenty funetions (Bull. 33, 1927). The summa-
bility of Fourier series (Bull. 33, 1927). Irregular differential systems of order
two and the related expansion problems (Trans. 29, 1927). The expansion pro-
blems associated with regular differential systems of the second order (Trans.
29, 1927). A characteristic of certain sets of t1‘igononletric functions (Amer.
J. 41, 1927).

Certain integrals analogous to Fourier integrals (Math. Zeit. 28, 1928). De-
velopments in Hermite polynomials (Annals, 29, 1928). Hermitian symmetric
operators in abstract Hilbert space (Bull. 35, 1929). Anuncio de tres comuni-
caciones en Bull. 35, 1929. Hausdorff’s theorem concerning Hermitian forms.
(Bull. 36, 1930).

Linear Transformation in Hilbert space (Proc. Acad. Wash. 15, 1929 y
1930). A mnote on the theory of infinite series. (Amnmals. 32, 1931). On one-pa-
rameter unitary groups in Hilbert space. (Annals, 33, 1932). On the structure
of Boolean algebras (Bull. 39, 1933). Boolean algebras and their application
to topology. (Proc. Acad. Wash. 20, 1934). Postulados for Boolean algebras and
generalized Boolean algebras. (Amer. J. 57, 1935). The determination of re-
presentative elements in the residual classes of a Boolean algebra. (Fund. math.
25. 1935). Subsuntion of the theory of Boolean algebras under the theory of
rings. (Proc. Acad, Wash. 21, 1935). Applications of Boolean algebras to topo-
logy. (Ree. Moseou, 1, 1936). Elementary proof of the spectral theorem.:(An-
nals, 37, 1936). The theory of represemntations for Boolean algebras.: (Trans.
40, 1936). Applications of the theory of Boolean rings to general Topology.
(Trans. 41, 1937). Algebraic characterizations of speeial Boolean rings. (Fund.
Math. 29, 1937). Topological representations of distributive lattices and Brou-
werian logies. (Casopis, 67, 1937). Elementary proof of some known theorems
" of the theory of complex Eueclidian spaces. (Duke J. 3, 1937). Note on formal
logie. (Amer. J. 59, 1937). The representation of Boolean algebras (Bull. 44,
1938). General theory of spectra (Proe. Acad. Wash. 26, 1940 y 1941). Charac-
teristic fonetions of families of sets. (Duke J. 7, 1940).
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CRONICA
SOBRE LA RESOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES

Consecuente con su propésito de estimular a los estudiantes universitarios
v a los aficionados a la Matematica, dedica esta revista algunas péginas a eo-
laboraciones elementales, sin exigencias rigurosas de novedad, difieil de aquila-
tar en problemas sencillos que datan de tiempo remoto y que han sido tratados
méas de una vez. .

Este cardcter tenia una breve nota sobre la resolucién grafica de la ecua-
cién de 29 grado, extractada de una extensa exposicién de su autor; y al com-
pletarla con una nota de redaceién para extenderla a la ecuacién edibica, eon
motivo de otra reciente aparecida en Math. Monthly, se hizo notar explicitamen-
te que tales construcciones no pueden tener pretensiones de novedad. Confirman-
do esta opinién, se nos informa que en el Boletin Matemdiico, Afio XTI, ntim. 4
y 8, aparecid la misma solueién al problema en forma elegante, debida al Sr.
A. Heurtley de la Riestra; y nos complacemos en declarar la coincidencia, la-
mentando no haber conocido estas notas, muy anterioves, del distinguido eolabo-
rador del Boletin.

Incitados por tal coincidencia hemos revisado bibliografia para averiguar
a quien pueda corresponder la prioridad en tal construecién. Desechando nume-
rosisimos trabajos que se ocupan de diversas comstrucciones grificas relativas
a la ecuacién ctbica, (sin contar las de la cuadratiea), los que més se
relacionan eon la aludida construecién, a juzgar por las referencias, remontan
a Grunert y son entre otros de Cunyngham, Gleason, Haldeman, Ballantine, Lod-
ge, Running. Fujimgki, Bixby, Amadera, Borriere, Frink,... Alguna se sirve
de la tangente a la grifica de la ecuacién cfibica, desde su interseecién real,
deduciendo de ella lag raices complejas; otras reducen el problema al trazado de
tangente a la curva y —4° con evidente ventaja de exactitud. De otras nos
faltan referencias, aun indirectas.

La inconcebible pobreza de las bibliotecas en colecciones de revistas, sal-
vo las muy modernas, nos ha vedado consultar casi todas las memorias y que-
da por tanto en pie el interrogante sobre la coincidencia total o parcial con otra
anterior, de la comnstruecién pero en ningfn easo quedaria disminuido el mérito
del Sr. Heurtley de la Riestra.

LA BIBLIOTECA MATEMATICA DEL DR. DASSEN. SU DONACION A LA SOCIEDAD
CIENTI{FICA ARGENTINA

La valiosa coleccién de obras de mateméticag y ciencias afines que forma-
ba parte de la importante Biblioteca del Ingeniero y doector Claro C. Dassen,
ex-profesor de la Facultad de C. E. F. y N,, que falleciera hace dos afios, fué
donada por la familia del extinto a la Sociedad Cientifica Argentina para que
pase, de ese modo, al servicio de las personas estudiosas.
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'

Es un conjunto de libros de mateméiticas de inestimable valor, muchos de
ellos irreemplazables por lo antiguo y famoso de las ediciones y, sin duda,
tnicos en el pais. Hay varios Euclides, desde el de Tartaglia (1565) hasta la
edicién Peyrard (1804) y otras; el Arquimedes de Tartaglia (1562), de Com-
mandino (1565) y el de Peyrard; Theon de Smyrna; Heron de Alejandria; la
Aritmética de Diofanto (Basilea, 1575) el Pappo de Commandino (Venecia,
1589): dos ediciones de las Cénicas de Apolonio (Bolonia 1566 y Florencia
1664), también la edicién de Woepeke sobre las cantidades irracionales; lo
mismo podrian citarse las varias ediciones de Galileo, Tartaglia, Cardan y de
Leonardo de Pisa; la Vida de Pitigoras de Dagier (1706) y otras diversas
de Fino Orontio, de Ludovico Quadri, Clavius, Guido Grandi, Ozanam, Guido-
baldo Dal Monte, ete. M4s modernos, Fermat, Maurpertuis, Ricati, Euler, La-
grange, hasta los grandes autores del siglo pasado, rematando con la gran en-
-ciclopedia de Klein y Molk. Figuran también ecolecciones de importantes re-
vistas mateméticas y las actas de los Congresos Internacionales de Paris (1900),
Roma (1908) y Cambridge (1912). Merecen sefialarse igualmente muchas obras
de filosofia matemética: Couturat, Boole, Fleury, Laisant y otros, asi como
libros cldsicos de enseflanza elemental de geometria, 4lgebra, ete.

La donacién comprende también varios instrumentos mateméticos: plani-
metros, integradores y compases especiales. b

La entrega oficial se hizo en una solemne reunién ptblica a la que asis-
ti6, especialmente invitada, la familia del Dr. Dassen, el dia 29 de octubre
pasado. Hablaron en este acto el Presidente de la Sociedad Cientifica Dr. G.
Bosch y el Ing. Emilio Rebuelto, quien destacé el valor de la coleccién reci-
bida refiriéndose en especial al de alguno de sus ejemplares. El doctor Ro-
dolfo Dassen, expresé el deseo que habia inspirado la donacién, de que esos
libros fueran elementos accesibles a la labor de los matemAticos del pais.

Para un mejor aprovechamiento de esa seecién de su Biblioteca, la So-
ciedad tiene en vista la organizacién de un centro especial de estudios mate-
méticos que pondri bajo el nombre tutelar del Dr. Claro C. Dassen.
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