TALLER DE CALCULO AVANZADO - PRIMER CUATRIMESTRE DE 2008

Practica 2

1. Estudiar la convergencia de las siguientes series:

a EOO n2+3n—1'

( ) n=1 2n243
(b) >nty 3n-

(c) ZZ‘; \/ﬁ-
(d) iy

Y ()

1
h 220:1 n24+2n+3"°
(i) >y sin(%)

2. (*) Demostrar la desigualdad

1+1+1+ +1>1(+1)>1+1+ + !
273 n = 273 n+1

3.8ir,=1+3+%+---4+1—In(n), demostrar que r, converge.

4. Hallar la suma de las siguientes series:

)

) Yool D@
(©) ot i

)

(d) Yop2, F

3n%2—4n+2

5. Hallar la suma de la serie ) ° | 2=

Sugerencia: descomponer el término general en la forma

z),n2—47~b+2_,axJr B __C
' (n—2)!

n! Tl (n—1)

6. Cuantos primeros términos hay que tomar en las series siguientes para que su suma
difiera no més que en 1/10% de la suma de las series correspondientes:

00 _1\n+1
(a) 302, S




10.

11.

12.

13.

14.

(c) Ziil %

.Es cierto que si Y o2 ag y oo b son dos series divergentes, entonces
Y onZ agby es divergente?

Probar el siguiente teorema de Abel: Si {a,} es una sucesién decreciente de niimeros
positivos, y si Y a, converge, entonces na, — 0 si n — oco. Sugerencia. nag, <
n+t1 + Apyo + -+ - + agy — 0 8i n — oo, y similarmente para nag,+1.

(a) Supongamos que una sucesion (an)nen cumple que lim, o na, = 0. ;(Qué se
puede decir de la convergencia de Y a,,?

(b) Encontrar una sucesién (a,)nen tal que la sucesiéon na, no converja a 0 y tal
que Y a, sea convergente.

(¢) (Es posible obtener el resultado del {tem anterior si la sucesién es de términos
no negativos?

Probar el siguiente criterio de convergencia (condensacién de Cauchy): Sea b, una
sucesién decreciente de nimeros no negativos. Entonces la serie ) b, converge si y
sélo si la serie ) 2"bon converge.

Decir si las siguientes series convergen condicional o absolutamente:

(a) Mostrar que si Y a, converge absolutamente, entonces Y a2 converge. ;Vale
este resultado si Y a, converge sélo condicionalmente?

(b) (Si Y a, converge y a, > 0, se puede concluir algo de > \/a,?

Supongamos que la serie Y n?|a,| converge. Entonces

1
(a) existe ng € N tal que |a,| < 3 barang <n,

(b) la serie ) a, converge.
(c) la serie > y/|ay| converge.

Probar el siguiente criterio de Dirichlet: Sea {b,,} una sucesién mondtona decreciente
de nimeros positivos, con lim b, = 0. Sea {a,} una sucesién de nimeros reales tales
que las sumas parciales S,, = a1 +- - - +a,, satisfacen S,, < K, K constante. Entonces
la serie Y amby, es convergente. Sugerencia. y ;i ambm = S1(b1 — b2) + Sa(ba —
b3) + -+ Snfl(bn - bnfl) + Snbn-



15.

16.

17.

18.

19.

Verificar las formulas para todo 6 que no es multiplo de 27:

sin(nf/2) sin((n + 1)6/2)
sin(6/2)
sin(nf/2) cos((n + 1)0/2)
sin(6/2)

sinf +sin20 +---+sinnf =

cosf +cos20 + --- +cosnf =

Sea {b,} una sucesién decreciente de niimeros positivos, con lim b, = 0. Usando los
dos ejercicios anteriores, mostrar que, si # no es multiplo de 27, las series

Z b, cosnb, Z by, sin nbd

son convergentes. Asi, por ejemplo, las series Y (cosnf)/n® y > (sinnf)/n®
convergentes para todo a > 0.

Sea |a| < 1. Mostrar que

1

2 -1 _
14+2a+3a”+---+na” +---—m.

Si Y an, y Y. b, son series convergentes (no necesariamente absolutamente), jes
la serie producto (de Cauchy) convergente? Sugerencia. Considerar a, = b, =

(_%_1,71 > 1.

Hallar los valores de = para los cuales convergen las series:

() 302, &

(b) 302 ,2: 2
)

(

(c Zn 1 n+f

d) Y00, 27 sin()
() Yope, 3"z

() S nl(z+1)"

20. Sea a, la sucesién definida como

) o si n es par
an = . .
s si n es impar

Mostrar que la sucesion b, = /a, no tiene limite. Estudiar la convergencia de la
serie Y apx"



