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1. Sea an =


bn si n es par

cn si n es impar

a) Probar que si bn −→ ` y cn −→ `, entonces an −→ `

Dado ε > 0 debemos encontrar un número n0 ∈ N —relacionado con el ε dado— para el
cual sea cierta la implicación siguiente

n > n0 =⇒ |an − `| < ε

Como sabemos que bn −→ `, dado este ε, podemos asegurar que existe un número natural
n1 que verifica

n > n1 =⇒ |bn − `| < ε
Pero lo mismo sucede con la otra sucesión; luego, existe otro número natural n2 tal que

n > n2 =⇒ |cn − `| < ε

Entonces, si tomamos n0 = max{n1, n2}, la condición n > n0 implica –en particular– que
n > n1, n2. Por lo tanto, vale

n > n0 =⇒ |an − `| =

|bn − `| si n es par

|cn − `| si n es impar
<


ε si n es par

ε si n es impar
= ε

b) ¿Qué pasa en otro caso?

Veamos qué tiene que pasar con las sucesiones (bn) y (cn) en el caso en que (an) tenga
lı́mite. Llamemos

a = lı́m
n→∞

an

Para cualquier ε > 0, sabemos que existe n0 ∈ N tal que

n > n0 =⇒ |an − a| < ε

Pero entonces, si tomamos n > n0 y n par resulta –dado que an = bn en ese caso–

|bn − a| < ε
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Análogamente, si tomamos n > n0 y n impar resulta –ahora an = cn–

|cn − a| < ε

Dado que ε > 0 es arbitrario, esto nos dice que las sucesiones (b2m) y (c2m+1) también
convergen a a.

Este hecho y el resultado anterior nos permiten afirmar que

an −→ a ⇐⇒ b2n −→ a y c2n+1 −→ a

En consecuencia, si alguna de las sucesiones (b2n) o (c2n+1) no tiene lı́mite o bien conver-
gen a lı́mites distintos se puede asegurar que (an) no tendrá lı́mite.

2. Calcular los lı́mites de las sucesiones siguientes

a)
n√
n2 + n + 7

Usando uno de los resultados, para calcular este lı́mite nos alcazarı́a ver que esta sucesión
esta encerrada entre dos sucesiones que convergen al mismo lı́mte. Intentemos encon-
trarlas. Tenemos

n2 6 n2 + n + 7 6 n2 + n2 + n2 6 3n2

siempre que n > 3. Por lo tanto,

n√
n2 6

n√
n2 + n + 7 6

n√
3n2

para n > 3.

Calculemos el lı́mite de las sucesiones de los extremos de estas desigualdades. Para ello
nos servirá recordar que

n√n −→ 1 y n√a −→ 1 (si a > 0)

y también que un producto de sucesiones convergentes converge al producto de los
lı́mites, pues entonces obtenemos

n√
n2 = ( n√n)2 −→ 12 = 1

y
n√
3n2 =

n√
3

n√
n2 −→ 1.1 = 1

En consecuencia
n√
n2 + n + 7 −→ 1
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b)
−n3 − 3n2 + 5n − 2
4n5 − 3n4 − 2n2 + 7

Analicemos numerador y denominador por separado. En este caso necesitaremos recor-

dar que
1
nk −→ 0 cuando n→ ∞, cualquiera sea el número natural fijo k. También que si

la sucesión es producto de dos, una de las cuales tiende a infinito y la otra a un número
real no nulo, entonces su lı́mite es infinito.

−n3 − 3n2 + 5n − 2 = n3︸︷︷︸
↓

+∞

(
−1 − 3

n
+

5
n2 −

2
n3

)

︸                   ︷︷                   ︸
↓
−1<0

−−−−−→ −∞

Con respecto al denominador,

4n5 − 3n4 − 2n2 + 7 = n5︸︷︷︸
↓

+∞

(
4 − 3

n
− 2

n3 +
7
n5

)

︸                 ︷︷                 ︸
↓

4>0

−−−−−→ +∞

El hecho de saber a qué tiende el numerador y el denominador —dado que ambos tienden
a infinito— no ayuda a saber a qué tiende el cociente.

Pero, usando las cuentas anteriores, podemos reescribir ese cociente de forma tal que sı́
nos a permita calcular el lı́mite

−n3 − 3n2 + 5n − 2
4n5 − 3n4 − 2n2 + 7

=
n3

(
−1 − 3

n + 5
n2 − 2

n3

)

n5
(
4 − 3

n − 2
n3 + 7

n5

) =
1
n2︸︷︷︸
↓
0

(
−1 − 3

n + 5
n2 − 2

n3

)
(
4 − 3

n − 2
n3 + 7

n5

)
︸                  ︷︷                  ︸

↓
−4

−−−−−→ 0

c)
n!
nn

En este caso no hace falta hacer mucho cálculo para comprobar que tanto el numerador
como el denominador tienden a +∞, lo que no nos soluciona el problema. Reescribamos
el cociente

n!
nn =

n
n

n − 1
n

n − 2
n

. . .
2
n

1
n

Todos los factores están entre 0 y 1, luego

0 6
n!
nn =

n
n

n − 1
n

n − 2
n

. . .
2
n

1
n
6 1

Esto tampoco nos dice mucho sobre el lı́mite pues los extremos no tienden a lo mismo.
Pero, si separamos un factor — digamos 1

n — los demás siguen estando entre 0 y 1 y en
consecuencia
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0︸︷︷︸
↓
0

6
n!
nn =

n
n

n − 1
n

n − 2
n

. . .
2
n

1
n
6

1
n︸︷︷︸
↓
0

Ahora sı́ podemos afirmar que
n!
nn −→ 0

d)
an

n!
(a > 0)

Notemos que si 0 < a 6 1, entonces

an

n!
= an︸︷︷︸

↑
entre 0 y 1

1
n!︸︷︷︸
↓
0

−−−−−→ 0

En cambio, si a > 1, an −→ ∞; luego, en este caso vamos a tener que apelar a otros
argumentos para calcular el lı́mite.

Podemos aplicar el criterio de D’Alembert a la sucesión an = an

n! . Debemos calcular el
lı́mite de

an+1

an
=

an+1

(n + 1)!
n!
an =

a
n + 1

−−−−−→ 0 < 1

En consecuencia, dado que este lı́mite es menor que 1 podemos decir que

an

n!
−−−−−→ 0

e)
n√
3n2n − 4n + 7

Aplicamos el resultado que no asegura que

an+1

an
−→ ` =⇒ n

√
an −→ `

supuesto que an > 0 para todo n ∈ N.

En nuestro caso es an = 3n2n − n2 + 4. Calculemos entonces el lı́mite de ese cociente

an+1

an
=

3(n + 1)2n+1 − (n + 1)2 + 4
3n2n − n2 + 4

=
(n + 1)2n+1

(
3 − n+1

2n+1 + 4
(n+1)2n+1

)

n2n
(
3 − n

2n + 4
(n)2n

)

Lo que se puede reescribir en la forma

2
n + 1

n

3 − n+1
2n+1 + 4

(n+1)2n+1

3 − n
2n + 4

(n)2n

−−−−−→ 2
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Luego,
n√
3n2n − 4n + 7 −−−−−→ 2

3. Mostrar que la sucesión an =
2n

3n + 1
es de Cauchy.

Dado ε > 0 debemos encontrar un número natural n0 para el que sea cierta la implicación

n > n0

p > 0

 =⇒ |an+p − an| < ε

Trabajemos con |an+p − an| y veamos cuál debe ser la relación de n0 con ε

|an+p − an| =
∣∣∣∣∣

2(n + p)
3(n + p) + 1

− 2n
3n + 1

∣∣∣∣∣ =
|(2n + 2p)(3n + 1) − (2n)(3n + 3p + 1)|

(3n + 3p + 1)(3n + 1)

=
|6n2 + 2n + 6np + 2p − 6n2 − 6np − 2n|

(3n + 3p + 1)(3n + 1)
=

2p
(3n + 3p + 1)(3n + 1)

=
2p

3n + 3p + 1
1

3n + 1
6
↑

062p63p+3n+1

1
3n + 1

6
1

3n

Basta entonces tomar un n0 que verifique

1
3n0

< ε

o sea
n0 >

1
3ε

lo que es posible en virtud del principio de Arquı́medes.

Hemos probado entonces que existe n0 ∈ N tal que si n > n0 y p > 0

|an+p − an| 6 . . .
↑

cuentas anteriores

6
1
3n

<
1

3 1
3ε

= ε

Esto muestra que la sucesión es de Cauchy.

Observación: notar que el n0 que encontramos es independiente de p, sólo depende de ε.

4. Sea (an) una sucesión no acotada. Mostrar que tiene una subsucesión que diverge a +∞
o a −∞

Que la sucesión no sea acotada implica que no existe ningún M > 0 que verifique

|an| 6 M



6 MARIA DEL CARMEN CALVO

para todo n ∈ N. Esto nos dice que

? no existe M > 0 tal que an 6 M para todo n ∈ N
o bien que

? no existe M′ > 0 tal que an > −M′ para todo n ∈ N
Supongamos que vale la primera, si no fuera ası́ deberı́a valer la otra y la demostración serı́a
análoga.

Si consideramos, por ejemplo, M = 1 podemos asegurar –dado que an � M para todo n–
que existe n1 ∈ N tal que

an1 > 1

Tomando ahora M = 2, podemos asegurar que existe n2 ∈ N –que podemos suponer mayor
que n1– tal que

an2 > 2

Un procedimiento inductivo nos muestra que para cada k ∈ N existe otro natural nk tal que

nk > nk−1 y ank > k

El hecho que nk > nk−1 y que están definidos para todos los k ∈ N nos asegura que (ank) es
una subsucesión de (an). Y la desigualdad

ank > k

para todo k ∈ N implica que
ank −→ +∞


