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1. Sean A , B subconjuntos no vacios de numeros reales tales que A C By B estd acotado
superiormente. Probar que sup A < sup B.

En primer lugar observemos que si @ es una cota superior de B, como todo elemento de A
también lo es de B, entonces a es cota superior de A; i.e., A estd acotado superiormente y
como ambos son no vacios podemos asegurar que existen sup A y sup B.

Nos falta ver que sup A no puede superar a sup B. Recordemos que sup B es —en particular—
una cota superior de B, por lo cual también lo es de A. Por lo tanto, siendo el supremo la
menor de las cotas superiores, necesariamente debe ser sup A < sup B.

2. Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. Probar que existe una sucesion (a,) C A tal
que a, — inf A.

La idea principal es que cualquier nimero que sea mayor que inf A no puede ser cota inferior
de A, dado que el infimo es la mayor de las cotas inferiores.

Consideramos entonces, una sucesion de nimeros —mayores que inf A— pero que se vayan
acercando a inf A. Por ejemplo, llamemos x, = inf A + %

Por ser x, > inf A, sabemos que no puede ser cota inferior; por lo tanto debe haber un
elemento de A que sea menor que x,. Sea entonces, para cada n € N,

1
a, €A tal que a, < x, =inf A + —
n

Es claro que esta sucesion cumple todo lo pedido pues, por ser a, € A es infA < a, para
todo n € N, por lo cual

1
infA <a, <infA + —
n

lo que asegura que a, — inf A.

3. Sea A Cc R no vacio y acotado inferiormente. Probar que si B es una cota inferior de A y
existe una sucesion (a,) C A tal que a, — B, entonces inf A = .

Como S es cota inferior, s6lo nos resta ver si y es otra cota inferior entonces, y < 8.
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Si fuera y > B, como a, — B, debe existir un ny € N tal que

y<a,<pB

para todo n > ny. Pero esto no es posible porque S es cota inferior de A. Luego, debe ser
v < By en consecuencia podemos afirmar que

B =infA

4. Calcular supremo e infimo —si existen— de

3n-2
A_{5n+4 neN}

y probar que lo son.

3n-2
Sn+4

(d  Escribamos la expresion de una manera que resulte més facil de manejar

31-2 353n-2 315n-10 3 15n+12-12-10
Sn+4 5351+4 5 152+12 5 151 + 12
:é(l_i)
5 151+ 12
3 66
5 751+ 60

Se trata entonces de buscar supremo e infimo de

3 66
A_{§_75n+60/n€N}

(d  Veamos si este conjunto estd acotado

66

Siendo i 0 para todo n € N, tenemos
3 66 - 3
5 752+60 5

3 .
para todo n € N. Lo que nos asegura que : es cota superior de A.

. e . 66
Por otro lado, para ver si estd acotado inferiormente, notemos que la sucesion ————— es
3 75n + 60
decreciente, por lo que — es creciente y también lo es — — ———. En conse-

75n + 60 5 715n +60°
cuencia, esta expresion toma su menor valor cuando n = 1 y entonces 5 es cota inferior de

A.
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(4 Calculemos el supremo y el infimo

Notemos 631—3'1_2
My =51+4

1 e ) )
€ A. Resulta entonces que 5 es cota inferior y estd en el conjunto,
es decir )
5 =minA = infA

3 ) .
Con respecto al supremo, sabemos que 3 es cota superior de A. También es claro que

66

_% 3
75n+60 5

3_
5

66
75n+60

y como % - € A para todo n € N, un resultado andlogo a 3., nos asegura que

%: sup A

5. Calcular supremo e infimo —si existen— de
A={xeR/x2—x<2}
y probar que lo son.
Comencemos por reescribir la desigualdad x> — x < 2 de forma que nos resulte més facil
trabajar con ella
P¥-x<2 &= xX-x-2<0 = @x+Dx-2)<0 = -l<x<2

Esto nos dice que
A=(-12)

Claramente, —1 es cota inferior y 2 es cota superior. También son, respectivamente, infimo
y supremo de A. En efecto, usando nuevamente 3., basta notar que las sucesiones

-1+ cA , 2-HcaA

satisfacen

6. Probar que siy — x > 1, entonces existe m € Z tal quey < m < x.

Sabemos que
[x] <x<[x]+1 , bI<y<[l+1
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Bastaria ver entonces que [x] + 1 < [y]. Si fuera [x] + 1 > [y] seria

[x] f ] <[x]+1

y—x>1>0=x<y

pero siendo [x], [y], [x] + 1 € Z,
[x] = [¥]

lo que no puede suceder pues y — x > 1.

. Sea x € R. Mostrar que existen sucesiones de niimeros racionales (r,) y (r}) tales que
ra<x<r, Yy r—r,—0

para todo n € N. ;Se puede determinar si estas sucesiones son convergentes?

(1 Construimos (r;,)

Lo hacemos por un procedimiento inductivo, a partir de la densidad de los nlimeros racionales.

Dados los nimeros reales x — 1 y x, exister; € Q : x—1<r <x
Dados los nimeros reales max{x — %, ri}y x, existe r, € Q : max{x — %, r}<r,<x

Dados los nimeros reales max{x — %, r}y x, existe r3 € Q : max{x — %, rn}<r3<x

Dados los nimeros reales max{x — n]?, r,}y x, existe . € Q @ max{x — ﬁ Fpl < Fpp1 < X

De esta forma construimos una sucesion creciente de nimeros racionales (r,) que satisface
x—i<r, <x

de donde,

ry —™ X

A Construimos ()

Lo hacemos por un procedimiento inductivo, a partir de la densidad de los nlimeros racionales.

Dados los nimeros reales x y x + 1, existe r; € Q : x <rj <x+1

4

“ : 1 . / . ’ . 1 7
Dados los nimeros reales x y min{x + 3,7}, existe r; € Q : x <r; <minfx + 3,7}

z . 1 ’ . ’ . ’ . 1 ’
Dados los nimeros reales x y min{x + 3,75}, existe r; € Q : x <r; <minfx + 3,75}

P - 1 ’ - / . ’ . 1 /
Dados los nimeros reales x y min{x + —,r,}, existe r,,; € Q : x <r, | <min{x + —,r}
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De esta forma construimos una sucesion decreciente de nimeros racionales (7;) que satisface
’ 1
X<r, <X+
n

de donde,

’
r, —X

Finalmente, como ambas tienden a x, es claro que r,, — r;, — 0.

8. Estudiar la monotonia y acotacion de la sucesion

a = \/i
an1 = V2 +ay,

Para estudiar la monotonia debemos ver que a,.; — a, tiene siempre el mismo signo,

1 9 9 1
\/T 2+a,-a (an—g)z—z z—(an—g)z
Apyl — Ay = a, —a, = = — =
" " S V2 +a, + a, V2+a,+a, ~V2+a,+a,

Analicemos esta desigualdad

1\ 1
Z_(x_i) >0 = x—§‘<% — -1l<x<?2
(d  Acotacién
Probemos por induccién que 0 < a,, < 2.
* P(1) es verdadera
a; = V2¢€(0,2)

* P(n) verdadera = P(n + 1) verdadera

an+1: V2+an>0 y an+1: \/2+an ? V2+2:2

a,<2
(d Monotonia
9 1\2
3~ (@ —3) > 0
aﬂ+1 - an e ———
V2+a,+a, 1
0<a,<2

Luego, (a,) es estrictamente creciente.
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9.

10.

Un ejemplo

Consideremos una sucesion (a,) que verifica

n
az, = — 1
n+1

n
Qs = Vn — 1

Esto no garantiza que a, — 1 ni que converja a otro valor pues, por ejemplo, podria ser

n!
A3p2 = 77 — +0

2n
y en tal caso no tendria limite ya que, de tenerlo, todas las subsucesiones deberian tender a
ese valor.

Hallar todas las subsucesiones convergentes de la sucesion a, = sen(n?)

Comencemos por notar que los valores de sen(n?) dependen de la paridad de n

n=2k: sen(n})=sen(2k%) = sen(km) =0
n=2k+1: sen(nj)=sen((2k+ 1)7) = sen(5 + kn) = £1

En el caso en que n es impar no siempre obtenemos el mismo valor, otra vez depende de la
paridad, de k en este caso

n=2k+1yk=2t: sen(n}) = sen((2k + 1)J) = sen((4t + 1))
=sen(§ +2n) =sen(}) =1
n=2k+1yk=2t+1: sen(nj) =sen((2k + 1)7) = sen((4t + 3)3)

= sen(%’r +2m) = sen(%”) =-1

Esto sugiere considerar, en lugar de la paridad de n, los posibles restos de su division por 4
y las correspondientes subsucesiones

as = sen(4k?) = sen(2km) =0 —— 0
Ageer = sen((dk + 1)3) =sen(2kr +5) =1 —— 1
Agrsr = sen((4k +2)3) =sen(k+ Hm) =0 —— 0

dgrs = sen((4k +3)%) = senRkn + ) = -1 —— -1

Cualquier otra subsucesién de (a,) tiene que ser subsucesién ! de —como minimo— una
de éstas, con lo cual cualquier subsucesion convergente de (a,) debe tener por limite uno de
estos valores

-1, 0 , 1

!cuanto menos a partir de un valor del subindice
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11. Hallar el limite superior e inferior de la sucesion a, = (-1)" (2 + %)

Debemos encontrar todos los puntos limite de (a,); i.e., los limites de todas las subsucesiones
convergentes de esta sucesion.

Notemos que 2 + % — 2. Luego, todo va a depender de la paridad de n a causa del factor
(-1)". Tenemos

Clzk:2+— _— 2

2k
3

2k +1

s = —2
El conjunto de puntos limite de (a,) es entonces,
L={-2,2}
y, por lo tanto,

limsupa, =supL =2

liminfa, = inf L = -2



