FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
COMPLEMENTOS DE ANALISIS
MAESTRIA EN EsTaDisTICA MATEMATICA SEGUNDO CUATRIMESTRE 2005

RESOLUCION DE ALGUNOS EJERCICIOS
SOBRE TEMAS DE LA PRACTICA 8

1. Sean
= i (x,y) #(0,0)
Fi(x,y) =% *Y : Fy(x,y) = |x| + [yl
0 si (x,y) =(0,0)
(x? +y?) sen(;] si (x,y) = (0,0)
Fi(x,y) = Va2 + y?
0 si (x,y) =(0,0)
1 .
Fy(riy) = (x* +y?*) sen (—x2 " yz) si (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) =(0,0)
xy .
——— i (x,y) #(0,0)
Fs(x,y) ={ V¥ +)?

0 si (x,y) # (0,0)

Demostrar que, en el origen,

a) F, es discontinua aunque existen las derivadas parciales.
b) F, no admite derivadas parciales pero es continua.
¢) Fj; es diferenciable pero sus derivadas parciales son discontinuas.

d) F,tiene derivadas parciales discontinuas que no estdn acotadas en ningiin entorno del
origen. Sin embargo, es diferenciable.

e) Fses continuay tiene las derivadas parciales acotadas en un entorno de (0,0) pero no
es diferenciable.

a)

> Fi no es continua en el origen pues no existe el limite de F'; cuando (x, y) tiende a (0, 0)

> Calculemos las derivadas parciales en el origen

OF . RO -F (0,00 0
ox (00 = lim i = lim> =1im0=0

OFi . Fi0.H-F0,0 0 .
B OO g o0
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b)

> F, es continua en el origen pues es suma de funciones continuas !

> Calculemos las derivadas parciales en el origen

oF F,(h,0) — F»(0,0 h
6_2(0’ 0) = }ling 2, )h 20.0) = }lir%% no existe
X — —
oF F>(0,k) — F»(0,0 .|k :
~—2(0,0) = lim 20,6 = 10,9 = hmu no existe
ay k—0 k—0 k
©)
> Calculemos las derivadas parciales en el origen
2 1
OFs . F3(h,0)= F3(0,0) _ . Msen(zp) N
0=, SIS hsen(p =0
F F5(0,k) — F5(0,0 k* sen(g;) 1
iﬁmﬂ):mn3(’) 3(’):nm———ﬁL:hmkwm—q:0
ay h—0 k k—0 k—0 ||

> Veamos que es diferenciable en el origen

lim F3(h, k) — F5(0,0) — VF5(0,0) - (h,k) lim F3(h, k)
(hk)—(0.0) Ny (=00 2 1 12
2, g2 1
. (h”™ + k~) sen( W)
(h,k)—(0,0) ‘/hz + kz
= lim VK2 +ksen(——)

(h)—(0,0) Vh2+k?
=0

> Las derivadas parciales de F3 son

st (x,y) # (0,0)
O_(X’y =
X 0 si (x,y) = (0,0)

si (x,y) # (0,0)

1 _ X 1
OF; ) {Zx sen(\/)ry2 WCOS( W)

Y

1 1
OF - 1P ™ Vs N )
Oy 0 si (x,y) = (0,0)

cos(

Y estas funciones no son continuas en el origen porque los primeros sumandos tienden a
cero pero los segundos no tienen limite cuando (x, y) tiende a (0, 0).

'En realidad es continua en R2, no sélo en el origen
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d)

> Calculemos las derivadas parciales en el origen

OF4 . Fu(h,0) = Fy(0,0)  Ksen(p) 1
ax OO ST S = fimsenG) = 0
OFy . Fu(k,0)= F4(0,0) . Ksen(z) N
ox Q0= ST Tk =0

> Las derivadas parciales de F4 son

OF, () = 2xsen(57y) = 7ap €0s(m) st (1)) # (0,0)
ox si(x,y) = (0,0)
OFy o 1% sen(szis) — i Cos(zha) i (x,y) # (0,0)
ay st (x,y) = (0,0)

Y estas funciones no son continuas en el origen porque los primeros sumandos tienden a
cero pero los segundos no tienen limite cuando (x, y) tiende a (0, 0).
> Las derivadas parciales de F4 no estdn acotadas en ningin entorno del origen

Dada la simetria de la férmula de F, basta analizar el caso de la derivada respecto de x.
Teniendo presente que

cos(2nm) =0
definimos
1
X, = — 0
\2nr
Calculemos

oF
lim —2(x,,0) =
ox

> sen(2nm) — 2 V2nm cos(2nm) = =2 N2nm — —o0
nm

cuando n — oo. Esto prueba que % no estd acotada en ningun entorno del origen.

> F, es diferenciable

. Fy(h, k) — F4(0,0) — VF4(0,0) - (h, k) . Fy(h, k)
lim = 1

= lim ——Z
(hJ)—(0,0) Ny h0—~0.0) V2 + k2
(h? + k%) sen(=-5)

= lim Wk
hb=00) 212
= lim Vh%+k? sen(ﬁ)

(h,k)—(0,0)

=0
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e)

> F5 es continua en el origen
Sea (x,y) # (0,0),

2
Fs(x,y) = - Y bl = +x Y

X = tXx———
V2 +y? V2 +y? [ +32 X +y?

Como la raiz estd acotada y el otro factor —x— tiende a cero cuando (x,y) — (0, 0), resulta

que
Fs(x,y) — 0 = F5(0,0)

cuando (x,y) — (0,0); luego, F’5 es continua en (0, 0).
> Calculemos las derivadas parciales de F’s

Fs(h,0) = F5(0,0)

OFs . ) )
ox (0.0 = lim = lim 2 =lim0=0

h
O0Fs .. Fs(0,k)-F50,00 . 0 . B
& OOl g =jim0 =0
> Las derivadas parciales de F's son
3 . 2 \3/2 )
%(x,y) _ woyr si(xy) #(0,0) E ()C}Tyz) si(x,y) # (0,0)
Ox si (x,y) =(0,0) {0 si (x,y) = (0,0)
3 . 2 \3/2 .
OFs . - lwmmm sl @) #0.0) _Jx(Z5)  siny) 0.0
dy si (x,y) =(0,0) 0 si (x,y) =(0,0)
Es claro que |%(x, y)| <ly ’%(x, y)' < 1 para todo (x, y); luego, estdn acotadas en R.

> F'5 no es diferenciable en (0, 0)

lim Fs(h, k) — F5(0,0) — VF5(0,0) - (h, k) ~ lim Fs(h, k)
(h)—(0,0) Vh2 + k2 (hK)—0.0) B2 + |2
~ lim
(hh)—00) h? + k2

Sabemos que esta expresion no tiene limite cuando (h,k) — (0,0); luego, F5 no es
diferenciable en el origen.
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2. Sea
B
flx,y) =322 +y?
0 si (x,y) =(0,0)

si (x,y) #(0,0)

a) Mostrar que f es continua en R?
af af
b) Calcular 7-(0,0)y 5(0, 0)
c) Sea g(t) = (t,1), calcular
(D) (fog)(0)
(1) Vf(0,0)-g'(0)
d) ¢Es f diferenciable en (0,0)?

2 2

Y ———0
X +y (6y)—(0,0)
———

_ by

<1

Esto muestra que f es continua en (0,0). En el resto lo es por ser cociente de funciones
continuas con denominador nunca nulo.

b)
O o o — e JO+BO) = 0,00 0-0
ax O =i h BRI
af . f(0,0+k)-f0,00 . 0-0
ay 00 =1 k =i T imo=0
c)
(i)
s =fun=1=t = (femn=)
fog®=fa@, =52 °7 fog =5
Luego,
(f0g)(0) =3
(ii)
VA0,00=(0,0 y  gO)=(,D
b)
Luego,

\V£(0,0) - g'(0) = (0,0) - (1,1) = 0
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d)

Si f fuera diferenciable en (0, 0), deberia ser

1
7 =Ue 8)'(0) = df(0,0)(g'(0)) = Vf(0,0) 0 g'(0) = 0

Luego, f no es diferenciable en (0, 0).

3. Hallar la matriz asociada a la forma cuadrdtica ¢(x,y) = —6xy + y*

Debemos tener en cuenta que el coeficiente de xy se forma a partir de dos sumandos con el
mismo coeficiente, de modo que la matriz de ¢ es

0 -3
-3 1
Comprobémoslo

5 T ()

= 3yx+ (3x+y)y = -3xy-3xy+y> = -23xy +y* = —6xy +y*
= ¢(x,y)
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4. Sea ; 5
X’y —Xx .
0 si (x,y)=1(0,0)

a) calcular % y ‘;—5

> f _ >f —
b) comprobar que a%((0, 0O)=-1y %(O, 0)=1

¢) ccontradice esto un resultado conocido?

i

> En(0,0)
of e JBO-FO0 . 0-0_
ax OIS T Tt
of .. f0,k-f0,00 . 0-0
PO e Tl T TimOe

> En (x,y) # (0,0)

of _ Gxy - )+ - (y - )
a(x’ y) B (x2 + y2)2
_ 3xty +3x%° — %y -y - 2xty + 247
B (x2 + y?)?
— x4y + 4X2y3 — y5
(x2 + y2)2
Anélogamente,
Of ¢y = 40N =0
8.); ’ (X2 + y2)2
En resumen,
y+a2y3 =y
g(x y) = y&i—yz)zy (x,y) # (0,0)
” (x,y) = (0,0)
43225
guw:‘%%#— (x,y) # (0,0)
” (x,y) = (0,0)
b)
~f . %(0, k) — %(0’ 0 _;]z_j / 3
gy 000 =iy =B i = i - =1
af af s
i U0 -H0.0 g
L (0,0) = 1im 2 2 —im S = ifm =

0xdy h—0 h h—0  h h—0 h3
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c)
o*f O f
0,0
(9y(9x( ) # 0x0y
conmutatividad de las derivadas segundas mixtas dado que f no es de clase C? en (0, 0).

El hecho que

(0,0) no contradice ningun resultado conocido sobre la
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5. Sean F(x,y,z) =z—e*seny y P =(In3,%,-3). Hallar
a) VF(P)
b) la recta normal a la superficie de nivel de F que pasa por P
¢) el plano tangente a dicha superficie en P

d) los valores mdximo y minimo de las derivadas direccionales en P

a)

Calculemos el gradiente de F,
VF(x,y,z) = (—e'seny, —e* cosy, 1)

En P,
VF(P) = (="’ sen(Z), =™ cos(£), 1) = (3,0, 1)

b)

Cualquier superficie de nivel de F es de la forma: F(x,y,z) = ¢. Como P = (In3, 37”, -3)

debe estar en ella

c=F(P)=F(n3,%,-3)=-3-¢"*sen(¥) = -3-3(-1)=0

> 5
Es decir, la superficie de nivel que pasa por P es
S :F(x,y,2=0
La recta normal tiene la direccion del gradiente en P; luego,
L={P+tVF(P)/teR}

Es decir,
L={(n3,3%,-3)+13,0,1) / t € R}

>

c)

El plano tangente en P estd dado por la ecuacion
VF(P)-((x,y,2)—-P)=0
En este caso se escribe,
(3,0,1)-(x—In3,y-£,z+3)=0
0 sea, la ecuacidn del plano tangente es

3x+z=3In3-3
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El maximo valor de la derivada direccional corresponde a la direccion del gradiente, es decir

VF(P)

IVF(P)]
y el minimo valor a la misma direccién con sentido opuesto,

_ VF(P)
IVE(P)I|

Siendo F diferenciable en P, estos valores son

VF(P)
. - /FPP:VFP.—:VFP — 10
VALOR MAXIMO f”gFEP;H( ) (P) VEP IVE(P)|| = V
-VF(P
VALOR MINIMO = [’ ¢ (P) = VF(P) - —VEP) _ —IVF(P)|| = - V10

TIVEP ”VF(P)” -
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6. Sea ¢ : R*> — R una forma cuadrdtica definida positiva.

a) Sabiendo que f, : B(0,1) — R satisface fi(x,y) = (3, %),
¢se puede saber qué signo tiene f(x,y)? ;Cudnto vale f,(0,0)?
b) Sabiendo que f> : B(xy, 1) — R satisface f>(xo + h) = ¢(chy, ehy) 0D<e<l),
Jse puede saber qué signo tiene f>(xy + h)? ;Cudnto vale f>(x()?
¢) Sabiendo que f; : B(xy, 1) — Rsatisface f3(xo+h) = f3(xo)+d(ch,ehy) (0<e< 1),

Jse puede determinar qué relacion (de orden) hay entre f>(xo+h)y f>(x¢)? Interpretar
grdficamente.

Analizar estos casos cuando ¢ es definida negativa.

a)

Como ¢(x,y) > 0 para todo (x,y) # (0,0),
fitx,y) 20 y fi(x,y) =0 solamente en (0, 0)

Ademas, f1(0,0) = ¢(0,0) = 0 por ser ¢ una forma cuadratica. Luego,

filx,y) > £1(0,0) =0

para todo (x, y) € B(0, 1) — {(0, 0)}

b)

Tenemos
(X0 +h) = ¢(ehy, ehy) = E2¢(h) > 0

para todo O < |/h|| < 1. Ademas,
Jf2(x0) = ¢(£0) =0

Luego,
HXo+h)> f£(0)=0
para todo O < |[h|| < 1.

c)

En este caso tenemos

(X0 +h) = f5(X0) = ¢(ehy, ehy) = E2p(h) > 0

para todo O < |[h|| < 1.
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Es decir,
S(Xo +h) > f3(x0)
para todo O < |[h|| < 1.

Esto nos dice que f, y f; tienen un minimo local estricto en el punto xj.

En el caso a) podemos decir que f; tiene un minimo local estricto en el origen que vale cero.

Si la forma cuadratica fuera definida negativa obtendriamos los mismos resultados reem-
plazando tnicamente minimo por mdximo.
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7. Sean g(x,y) = (x* + seny, xy) y f(u,v,w) = (u + v, we"). Se define
h(u,v,w) = g o f(u,v,w)
a) calcular hi(u,v,w)

h
b) hallar %(u, v, w) usando
u

(i) la formula hallada en a)

(ii) la regla de la cadena

a)

La funcién A tiene dos componentes

h(u’ v, W) =go f(l/l, v, W) = (gl(f(ua v, W)7 g2(f(u’ v, W))))

Luego,
h(u,v,w) = g1(f(u,v,w)) = g1(u+ v,we") = (u+ v)2 + sen(we")

b)
(i)
%(u, vV, W) = 9 ((u +v)? + sen(we”)) = 2(u +v) + we" cos(we")
ou ou
(ii)
ohy

—(u vV, W) = —(f(u v, w)) o (u v, w) + —(f(u v, w)) of (u v, W)

=2u+v).1+ cos(we“).we
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8. a) Enunciar el Teorema del Valor Medio

b) Mostrar que
|sen(xy)] < x* +y*

a)

Sea U c R" abiertoy f : U — R diferenciable. Sean a,b € U tales que el segmento que
losune [a,b] = {(1 —Ha+1tb /0 <t <1} C U. Entonces, existe ¢ € [a,b] tal que

f(b) - f(a) = df(c)(b-a) =Vf(c)-(b-a)

b)

Consideremos la funcién de clase C!

J(x,y) = sen(xy)

Usando el resultado anterior

[f(x,y) = f(0,0) = [V (x0, y0) - ((x, y) = (0, M) < [[V.f (x0, yo)ll [I(x, y)ll

donde (xo, yo) es un punto del segmento que une (x,y) con (0, 0); i.e., (xo, yo) = fo(x,y) con
0< ty) < 1.

Tenemos
V f(x0, y0) = (v cos(xy), x cos(xy))

con lo cual
2 2 2 2 172
IV £ o, yo)ll = (5 cos®(xayo) + xg cos’(xoyo)) = | cos(xoyo)l II(xo, yo)l

Pero (xo, yo) = to(x,y) —con 0 < £y < 1- por lo tanto

ll(xo0, yo)ll = zol|Ce, I < 11Cx, I

Entonces,

|sen(xy)| = |f(x, ) = £(0,0)] < IV.f(x0, yo)ll [I(x, Y
= | cos(xoyo)l [1(xo, Yoll 1Cx, W
< 1o, yo)ll 11Ce, Y
< Nl 1P

:x2+y2
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9. Hallar la matriz Hessiana de la forma cuadrdtica ¢(x,y) = ax* + 2bxy + cy?

Calculemos primero su gradiente
Vo(x,y) = 2ax + 2by,2bx + 2cy)

De modo que

2a 2b b
MH§(x.5) = (ZZ 20) =2 (Z c)

10. Sea f : R* — R? dada por f(x,y) = (e* cosy, e* seny). Probar que J(f)(x,y) # 0 para todo
(x,y) pero que f no es inyectiva.

Calculemos el jacobiano de f

e*cosy —e*sen
Y y) = ¢* cos’y — (—e**sen’y) = ¢** £ 0

J(®)(x,y) = det (

e*seny e*cosy

para todo (x,y) € R?.

Sin embargo, f no es inyectiva dado que
f(x,y + 2kr) = f(x,y)

para todo (x,y) € R? y todo k € Z, en virtud de la periodicidad de sen y cos.
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11. Sea y : R — R de clase C* tal que

W(f) =2 =2t + 47 + Ry(t)

Ry(t
con lt’n% jz( ) = 0. Hallar el polinomio de Taylor de orden 2 de f(x,y) = ¥(2x + 3y) en
11—

(0,0).
C _ 2 Ry(2) . . ) )

omo Y(t) =2—-2t+4t°+Ry(t) y 2 0 0 quiere decir que el polinomio de Taylor de

—
Y alrededor de O es
P(t) =2 =2t + 47
Luego,
Yy =2, y'o)y=-2 y"(0) = 4.2!

Siendo R,(0) = 0, podemos escribir

Ry(2x + 3y) (2x + 3y)?

1 2x+3y#0
R>(2x + 3y) _ 1 x13y 2+ si 2x+ 3y #
X2+ y? -
0 si 2x+3y=0
t
El hecho que lfII(l) ; = (0 nos asegura que
—

. Ry(2x+3y)
m —_— =
(x3)—-00) (2x + 3y)?

Con respecto al otro cociente,

0< (2x + 3y)? B 4x* + 9y* + 12xy B 14x2 + 9y? + 12xy|

X2+ y2 X2+ y2 X2+ y2
A2, X y? 2|x] Iyl
= X2+ y2 T X242 X2+ y? X2+ y2
<19

es decir, esta acotado. Por lo tanto,

lm R>(2x + 3y) _

0
(xy)—=00) X% +y?

Y en consecuencia, como
fx,y) =vR2x+3y)=2-22x+3y) +4Q2x + 3y)2 + R,(2x + 3y)
tenemos que el polinomio de grado 2
P(x,y) =2 = 2Q2x + 3y) + 4Q2x + 3y)* = f(x,y) = Ra(x,)

es el polinomio de Taylor de f alrededor de (0, 0).
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12. Sea la superficie en R?
S :xlny—senz+xy* =1

a) hallar el plano tangentea S en P = (2,1,7%)

b) demostrar que existe una funcion ¢(x,z) definida en un entorno de (2,%) tal que su
grdfico estd contenido en la superficie S

¢) hallar la ecuacion del plano tangente al grdfico de ¢ en (2,5)

Sea F(x,y,z) = xIny —senz + )cy2 — 1. De esta forma,
S :F(x,y,2)=0

En primer lugar verifiquemos que P € §: F(2,1,7) =2In1 —-sen(3) + 2.1 -1 =0.

a)

VF(x,y,2) = (Iny + )%, % + 2xy, — cos 2)

En P,
VF(P)=(1,6,0)

Luego, la ecuacion del plano tangente a S en P es
(1,6,0)- (x=2,y-1,z-%)=0

O sea,

b)

Como FesC'y %—5(2, 1,%) = 6 # 0 el teorema de la funcion implicita nos asegura que existe
¢: U — Rdeclase C!, U c R? entorno de (2, 2), tal que

F(x,¢(x,2),2) =0

para (x, z) € U, lo que dice que graf(y) = {(x, ¢(x,2),2) / (x,z7) e U} C S.

c)

El plano tangente al gréfico de ¢ en (2, 7) tiene ecuacion

— x 3_(,0 s — (9_(,0 I -z
Y= 92D 52D+ 2.5 F)
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Recordando que

aﬁ(zz):_M:_l aﬁ(zzz_w:_gzo
oY EoLn 6 0 Y k1 6

Esa ecuacion se escribe
x+6y=38

i.e., la misma que obtuvimos antes, como era de esperar.
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13. Sea f : R> — Rdada por f(x,y) = x* + y* — 2(x — y)*.

a) Probar que (0,0) es un punto critico pero no extremo
b) Probar que + \/5(1, —1) son minimos absolutos estrictos

c) ¢Hay mdximos absolutos?

Comencemos por calcular el gradiente de f
Vi(xy) = (4 —4(x = y),4y° +4(x =) =4 —x + 3,5’ =y + x)

Siendo la funcién diferenciable en todo punto, los Gnicos puntos donde puede haber extremos
son los puntos criticos; es decir, las soluciones de

X=x+y=0
y—-y+x=0
Sumando ambas ecuaciones llegamos a que debe ser

B =y

O s€a

y=-x

Reemplanzando en la primera ecuacion llegamos a que
X =2x=0

de donde
x=0 o xX*=2

lo que implica —recordando que debe ser y = —x— que las soluciones son

0,00 , (V2,-V2) , (=V2,V2)

Otras cdalculos que nos conviene tener hechos corresponden a las derivadas segundas de f

3x2 -1 1
1 32—

MHﬂLw=(
Si calculamos la matriz Hessiana de f en (0, 0)

-1 1
MH£(0,0) = [1 _1]
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cuyo determinante es (—1)(—1) — 1.1 = 0. EI criterio no decide en este caso; de modo
entonces que vamos a tener que intentar otro camino.

Notemos que si nos acercamos al origen por la recta (x,0), el eje x, el incremento de la
funcién toma valores

f(x,0) = £(0,0) = x* —2x* = X¥*(x* = 2)

que son negativos cuando |x| < V2; mientras que si nos acercamos por la recta (x, x), el
incremento de la funcién vale

f(x, x) = £(0,0) = 2x*

que claramente es positivo. Esto nos asegura que —en todo entorno del (0, 0)— el incre-
mento de la funcién cambia de signo y en consecuencia en (0, 0) hay un punto de ensilladura.

El siguiente grafico ilustra el comportamiento de f cerca del origen. Las rectas azules son
las que tomamos en el dominio de f para acercarnos al origen, la curva roja es la imagen del
eje x y la curva negra la imagen de (x, x). El plano es z = 0, es decir, el domino de f.

b)

Sabemos que + V2(1,—1) son puntos criticos, analicemos la matriz Hessiana para ver si
podemos decidir si son extremos

MHF(V2,-V2) = G ;) . MHf(—V2,V2) = G ;)

ambos determinantes valen 24 > 0y %(i \/5(1, —1)) = 5 > 0. Esto nos asegura que en

ambos puntos la funcién toma valores minimos locales.

Pero nos piden probar que son minimos absolutos y esto no lo garantiza el criterio. Comence-
mos por calcular f(+ V2(1, —1)) = —8; de modo entonces que deberemos probar que

f,y) > f(=V2(1,-1) = -8
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siempre que (x,y) # + V2(1,-1).

En principio,
Foy) = fEV2(L,-1)) =x* +y =2 =y +8 = x* +y = 2x = 2% + 4xy + 8
pero teniendo en cuenta que
-2 = (P -2 +20 -4, Y -2 =02 +2) -4
resulta que
F,y)—FEV2(1, -1)) = (P=22+0 -2 +2(2+y*+2xy) = (=2 +(*=2)*+2(x+y)> > 0
para todo (x,y) y unicamente vale O cuando
d=V2 ., Pl=V2 e y=-x

0 sea, en los puntos + \/5(1, -1).
De esta forma queda probado que en estos puntos f toma minimos absolutos.

El siguiente gréfico ilustra esta situacion
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c)

El gréfico anterior puede hacernos sospechar que f toma valores infinitamente grandes. Eso
lo podemos comprobar analizando cémo se comporta f sobre la recta (x, x)

flx, x) = 2x*

se ve que f tiende a +oo cuando x — 0.

De modo que f no tiene maximos absolutos.
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14. La funcion —diferencialble en todo el plano—
fly) ==y =™ + 2 Ver + ¥

tiene un unico punto critico que es minimo local pero no absoluto.

Hallemos los puntos criticos de f, es decir, las soluciones de
2 1 2
VFi(x,y) = [2xe™ +y*———=(e" — 2xe™), =4y’ + 4y Ve* + e | = (0,0)
Ve* + e~
0 sea

2xe™ + V(e - 2x¢) =0

exre

y(y? = Ver + ) =0

De la segunda ecuacion se deduce que
y=0 o y' = Ver+e ™

Siy = 0, la primera ecuacién nos dice que debe ser x = 0; obtenemos asi que (0, 0) es punto

critico de f.
Siy? = Ve* + e, entonces la primera ecuacién se escribe
—x2 X X2
2xe™" +e' —2xe" =0
es decir,
e'=0

concluimos que esta situacion no se puede dar y por lo tanto el Unico punto critico de f
es el origen. Notemos ademds que f no puede tener extremos en otros puntos dado que es
diferenciable en todo el plano.

Analicemos si hay extremo en el origen. Para ello necesitamos las derivadas segundas de f

>f _

T 2" — 4xPe™
+ Y2 (=1 + e (et — 2xe N + (eF + ) 2" — 267 4 date)
’f _of 1
oxdy  dydx Y Ver + o2
62
oF ~12y* + 4 Ver + e

2
(e" —2xe*

dy?
y entonces,
2-L 0
MH{(0,0) = V2
o
su determinante es 4(2 V2 - 1) > 0y como %(0, 0)=2- % > 0 resulta que f tiene en

(0, 0) un minimo local que vale —1.
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Para ver que no es absoluto basta notar que
fO,y) = " +2V2y = 1= —*(¢* =2V2) = 1 — —c0

cuando y — oo,

El siguiente grafico ilustra el comportamiento de esta funcién
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15. Analizar la existencia de extremos locales y absolutos de la funcion

1
f(x,y) = —4y* + 8x%y* — ixz +3

Esta funcién, por ser diferenciable en todo punto, s6lo puede tener extremos en sus puntos
criticos. Calculemos entonces la solucién de

Vf(x,y) = (16xy° = {ox, =16y’ + 16x%y) = (0,0)

o sea,

x(256y* = 1) =0
y(x* =y =0
Las soluciones son
11 11 11 11
(0’0) s (E’ E) s (_E’ E) s (E’ _1_6) s (_Ea _E)
Para analizar si son o no extremos vamos a calcular la matriz Hessiana de f

16y* — 1'—6 32xy )

MHf(x, y) =
Jy) ( R2xy 1642 — 48)2

En cada uno de los puntos criticos,

1 g
MHF(0,0) = ( o 8) . MHf(+3,+5) = ( ’ if)
8

Deducimos de aqui que —respecto del origen— el criterio no decide pero respecto de los demas
puntos criticos podemos decir que son puntos de ensilladura dado que el determinante de la
matriz Hessiana es negativo.

Analicemos qué sucede en el origen. El incremento de la funcidn en el origen es

f(x.y) = £0,0) = 4y + 8x°()* - 58%)
que es negativo si [|(x, y)l = [I(x,y) — (0, 0)]| < 1.
En consecuencia, encontramos un entorno del origen donde
Fx.y) < £(0,0) = 3

Esto nos asegura que f tiene un maximo local en el origen.

Con respecto a los extremos absolutos, consideremos la imagenes por f de (0,y) y (x, x)
£(0,y) = —4y* +3 — - cuando y — o

1
flx,x) = 4x* - 3—2x2 +3 — +o0 cuando x — oo
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De modo que f no tiene extremos absolutos. El siguiente grafico ilustra el comportamiento
de esta funcion




