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B  N

Proposición
Para todo a, b ∈ R y n ∈ N,

(a + b)n =

n∑

k=0

(
n
k

)
akbn−k

D́:
La hacemos por inducción sobre n.

. P(1) es verdadera

P(1): (a + b)1 = a + b = b + a =
(

1
0

)
a0b1 +

(
1
1

)
a1b0.

Luego, es verdadera.

. Para todo n ∈ N: P(n) verdadera =⇒ P(n + 1) verdadera

(a + b)n+1 = (a + b)n . (a + b) =


n∑

k=0

(
n
k

)
akbn−k

 . (a + b)

=

n∑

k=0

(
n
k

)
ak+1bn−k +

n∑

k=0

(
n
k

)
akbn−k+1

=

n−1∑

k=0

(
n
k

)
ak+1bn−k +

(
n
n

)
an+1b0 +

n∑

k=1

(
n
k

)
akbn−k+1 +

(
n
0

)
a0bn+1

=

n∑

k=1

(
n

k − 1

)
akbn−k+1 +

(
n
n

)
an+1b0 +

n∑

k=1

(
n
k

)
akbn−k+1 +

(
n
0

)
a0bn+1

=

n∑

k=1

(( n
k − 1

)
+

(
n
k

))
akbn−k+1 + an+1 + bn+1

=

n∑

k=1

(
n + 1

k

)
akbn−k+1 +

(
n + 1

0

)
an+1b0 +

(
n + 1
n + 1

)
a0bn+1

=

n+1∑

k=0

(
n + 1

k

)
akbn+1−k
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D́  ́ e

Proposición

La sucesión an =

(
1 +

1
n

)n

es estrictamente creciente

D́:

an+1 =

(
1 +

1
n + 1

)n+1

=

(
1

n + 1
+ 1

)n+1

=

n+1∑

k=0

(
n + 1

k

) (
1

n + 1

)k

1n+1−k

=

n+1∑

k=0

(
n + 1

k

) (
1

n + 1

)k

=

n+1∑

k=0

(n + 1)!
k!(n + 1 − k)!

1
(n + 1)k

=

n+1∑

k=0

(n + 1)n . . . (n + 1 − (k − 1))
k!(n + 1)k

=

n+1∑

k=0

(n + 1 − 0)(n + 1 − 1) . . . (n + 1 − (k − 1))
k!(n + 1)k

=

n+1∑

k=0

1
k!
.

n + 1
n + 1

.
n + 1 − 1

n + 1
. . . . .

n + 1 − (k − 1)
n + 1

=

n+1∑

k=0

1
k!
.1.

(
1 − 1

n + 1

)
. . . . .

(
1 − k − 1

n + 1

)

>

n∑

k=0

1
k!
.1.

(
1 − 1

n

)
. . . . .

(
1 − k − 1

n

)

>

n∑

k=0

1
k!
.1.

(
1 − 1

n

)
. . . . .

(
1 − k − 1

n

)

=

n∑

k=0

(n − 0).(n − 1). . . . .(n − (k − 1))
k! nk

=

n∑

k=0

(
n
k

)
1
nk

=

(
1 +

1
n

)n

= an
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Proposición
La sucesión an =

(
1 + 1

n

)n
está acotada superiormente

D́:
Recién vimos, en uno de los pasos, que an =

∑n
k=0

1
k!

(
1 − 1

n

)
. . . . .

(
1 − k−1

n

)
.

Y como cada uno de los términos entre paréntesis son positivos y menores que 1, podemos
afirmar que

an =

n∑

k=0

1
k!

(
1 − 1

n

)
. . . . .

(
1 − k − 1

n

)

<

n∑

k=0

1
k!

= 1 +

n∑

k=1

1
k!

< 1 + 1 +
1
2

+
1
3!

+ 9
n∑

k=4

1
3k

= 2 +
1
2

+
1
3!

+ 9
1
34

n−4∑

k=0

1
3k

= 2 +
1
2

+
1
3!

+
1
9

1 − (1/3)n−3

1 − 1/3

= 2 +
1
2

+
1
3!

+
1
9

3
2

(1 − (1/3)n−3)

< 2 +
1
2

+
1
6

+
1
6

= 2 +
1
2

+
1
3

N: en la segunda desigualdad usamos que para k ≥ 3 es k! > 3k−2.

Proposición (Definición de e)
Existe el lı́mite de la sucesión

(
1 + 1

n

)n

D́:

Como (an) es creciente y acotada superiormente podemos asegurar que existe

lı́m
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= sup
{(

1 +
1
n

)n /
n ∈ N

}

Definimos entonces:

e = lı́m
n→∞

(
1 +

1
n

)n

Además obtuvimos que e 6 2 + 1
2 + 1

3 < 3. También —mediante un cálculo similar— se puede ver
que e > 2.


