PARAMETRIZACIONES

(de curvas y superficies)
Maria DEL CARMEN CALvVO
I. Curvas

Una parametrizacion de una curva C es una funcién vectorial

c:/IcR—R"
con la propiedad que —al variar el pardmetro t € [— su imagen ¢(¢) va describiendo los puntos
de C.

Una interpretacion fisica habitual es pensar que el pardmetro ¢ representa al tiempo y que ¢(f)
indica en qué posicion del plano o del espacio se encuentra una particula en el instante ¢.

Se presentan a continuacion una serie de ejemplos con la intencion de aportar ideas y métodos
para describir paramétricamente a ciertas curvas.

1.Ci: y=2 en R?
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Los puntos de C; son de la forma
(x,2)

Cada valor de x produce un punto sobre la recta C;. Es decir, la funcion
¢ :R— R

¢i(x) = (x,2)

es una parametrizacioén de C;.
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2.

3x—-y—-z=1
C,: Y en R3
x+y=2

C, es una recta en R?, la interseccién de los planos
m:3x-y—-z=1 y mix+y=2

Despejamos y de la ecuacion de ,:

y=2-x

y lo reemplazamos en la ecuacién de

3x-2-x)—z=1

3x—-2+x-z=1

dx—-z=13

De aqui obtenemos que

z=4x-3
Luego, los puntos de C; son los (x, y, z) tales que
y=2-x y z=4x-3

con lo cual

(x,y,2) =(x,2 —x,4x - 3)
= (0’ 29 _3) + (x, —X, 4x)
= (O’ 2, —3)+X(1,—1,4)

es decir, C, es la recta dirigida por el vector (1, —1,4) que pasa por el punto (0, 2, —3).

Una parametrizacion de C, es entonces

6 :R—R?

X)) =(x2-x,4x-3)
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Una parametrizacion de esta circunferencia es la funcién
¢;: [0,21] — R®

c3(t) = (cost,sent)

El pardmetro ¢ representa en este caso el angulo que forma el vector de origen (0, 0) y extremo
(x,y) con el semieje positivo de las abscisas.
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=1 en R?

Para hallar una parametrizacion de esta elipse notemos que su ecuacion se puede escribir en

o+ -

lo que significa que un punto (x,y) € C4 si'y sélosi (3, 3) € Cs. Pero en tal caso,

la forma

X—COSI c y—sent
3 2

paraun ¢ € [0, 2r].

Despejando x e y obtenemos una parametrizacion de esta elipse
¢, [0,27] — R?

c4(t) = (3cost,2sent)

Conviene observar que, como se ve en el grafico, ahora ¢ ya no tiene la misma interpretacion
que en el caso anterior.

A2 2
(=27 (y+37 _

5 1 1 en R?

.C5Z

Comencemos por notar que (x,y) € Cs siy s6lo si (x — 2,y + 3) € C4. Luego, para cada
(x,y) € Cs habra un ¢ € [0, 2r] tal que

X_Z—COSl‘ c y+3—sent
3 2




FACULTAD DE CIENCIAS FISICOMATEMATICAS E INGENIERIA — UCA — MATEMATICA III — 2006 5

De modo que una parametrizacion de esta elipse esta dada por

¢s : [0,27] — R?

cs(t) =@cost+2,2sent — 3)

6. Co: x*—y>=1 en R?

En primer lugar vamos a parametrizar la rama derecha de esta hipérbola, llamada hipérbola
equildtera. A partir de esa trayectoria construiremos luego —por simetria respecto del eje y—
la parametrizacion de la rama izquierda.

Sobre la rama derecha es x > 1; luego, podemos despejarla de la ecuacién

x=y*+1

Esto ya nos daria una forma describir paramétricamente los puntos de C¢ mediante la funcién

d(y) = (\Vy*+ 1,y)

definida en R. Pero vamos a encontrar otra parametrizacion utilizando las funciones hiperbdlicas
de manera anéloga a lo hecho con la circunferencia y las funciones trigonométricas.

Recordemos que la funcién senh ¢ es biyectiva entre R y R, derivable y su inversa —argsenh—
tiene estas mismas propiedades
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Esto nos permite pensar a cada y € R como
y = senht
para un tnico ¢ € R '. De esta forma,
X = \/)? = Vsenh’t + 1 = cosht
en virtud de la identidad hiperbdlica
cosh’t — senh’r = 1

y del hecho que cosht > 1 > 0 para todo ¢ € R.

Resulta entonces que cada punto de la rama derecha de la hipérbola equildtera se puede
expresar en la forma
(cosht,senht)

para un tnico ¢ € R tal como se muestra en el siguiente grafico.

A .
//
41
/!
rd
¥ 5. /dﬁ:nsh tsenh )
\ 4
. . i
] 2 /U
// -2
/S
//
S 4]
&

Iclaramente debe ser ¢ = argsenh y
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La verificacion de que el pardmetro ¢ se puede interpretar como el doble del drea de la regién
sombreada requiere un simple célculo integral.

Ya estamos en condiciones de escribir la parametrizacion prometida de la rama derecha de
la hipérbola equilatera,

Ces : R — R? , Cg4(t) = (cosht,senht)

La siguiente figura ilustra cémo definir la parametrizacion de la rama izquierda

¢t R — R? , Csi(1) = (— cosht, senhr)

7. C7;: grdficode f :|a,b] — R
A

p
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Tal como se muestra en la figura anterior, cada punto del gréfico de f se puede expresar en
la forma

(t, f(1))

parat € [a, b]. Luego, una parametrizacion de C; estara dada por
¢ : [a, b] — R?

¢;(1) = (1, f(1))

.Cg: r=86 (coordenadas polares)

Notemos que, si expresdramos a las coordenadas de la parametrizacion en coordenadas po-
lares, la expresion claramente seria
(6,6)

para 6 € R, dado que r debe ser positivo.

Con la ayuda del siguiente grafico tratemos de hallar una parametrizacién usando coorde-

nadas cartesianas.
YA

Dado P € Cjs, sus coordenadas polares necesariamente son (6, 6) para algan 6 > 0; por lo
tanto, sus coordenadas cartesianas seran

(6cosd,0senb)

para 6 > 0.

Deducimos de aqui la férmula de una parametrizacion de esta espiral
Cg . R;o — Rz

cg(t) = (tcost,tsent)



FACULTAD DE CIENCIAS FISICOMATEMATICAS E INGENIERIA — UCA — MATEMATICA III — 2006 9

9. Co = Im(cy),donde cqy:[0,31] — R> , ¢o(t) = (3cost,3sent,?)

Esta curva recibe el nombre de hélice circular. Si llamamos (x(¢), y(t), z()) a las compo-
nentes de ¢o(7)
x(t) = cost , y(t) = sent , ()=t

Las dos primeras satisfacen
X0 +y(0)?* =1

Esto muestra que su imagen estd contenida en el cilindro de ecuacion
¥ +yP=9

La figura siguiente ilustra lo que acabamos de afirmar y nos va a permitir encontrar muy
facilmente una parametrizacion para la proyeccion de esta curva sobre el plano xy

1y
>
@)
(e}

10 —

(3cos t3sen 1)

/

y
X Q (3cosi3sentD)

Claramente la proyeccidn de la hélice sobre el plano xy es la interseccion de dicho plano con
el cilindro antes mencionado (en el grdfico, la curva azul) pues cada punto P de la hélice
cae verticalmente sobre el punto Q de dicha interseccion.

La proyeccién de la hélice sobre el plano xy se expresa (en R?) mediante las ecuaciones
¥ +yP=9
z=0

2

2Conviene observar que —en R>*— la ecuacién x*> + y> = 9 representa un cilindro, no una curva.
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O sea, la circunferencia de radio 3 centrada en el origen contenida en el plano xy.

Queda entonces claro que una parametrizacion de esta curva estd dada por
dy : [0,27] — R’

do(?) = (3cost,3sent,0)

10. Cyo = Im(cyy), donde cio: R — R> , ¢0(t) = (cosht,senht, 1)

Si, como en el caso anterior, llamamos (x(¢), y(¢), z(¢)) a las componentes de ¢o(?)
x(t) = cosht , y(t) = senht , (=t
Las dos primeras satisfacen
x(1)? = y(1)* =1
lo que nos dice que la traza de esta curva se encuentra sobre el cilindro hiperbdlico de

ecuacion
-y =1

Mas precisamente, sobre una de sus hojas. Esta situacion se ilustra en la siguiente figura

Como en el caso anterior, nuestro objetivo en este ejemplo es hallar una parametrizacion de
la proyeccion de la traza de ¢y sobre el plano xy.
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Siendo que la curva en cuestion estd sobre una superficie cilindrica, el cilindro hiperbdlico
x* —y? = 1, que es ortogonal al plano xy (sobre el que queremos proyectar) su proyeccién
serd la interseccion

Tal como se ve en el gréfico, esta curva es una de las ramas de la hipérbola equilatera sobre
el plano xy. Y por lo tanto, podemos decir que la funcién

dy:R— R}

d;o(?) = (cosht,senht,0)

es una parametrizacion de esta curva.

11. Imagen de una curva en el plano xy por una funcion f : R? — R

Como ultimo ejemplo haremos un proceso inverso al de los dos previos. Partimos de una
curva en el plano xy

d,:R—>R} , d,; () = (¢,sent,0)

y queremos hallar una parametrizacién de la curva obtenida al subir 3 los puntos de la traza
de d;; al grafico de una funcién

f:R*—>R , flx,y) = 4x* = 3xy — 2y°

f(x.y)
100 i -
80 0
60
an
204

30 bajar
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Si subimos el punto P de la traza de d;; al grafico de f obtenemos el punto Q. Decir esto es
lo mismo que decir que el punto Q se proyecta, sobre el plano xy en el punto P. Se deduce
de aqui que ambos comparten sus dos primeras coordenadas; mds precisamente, siendo

P = (¢t,sent,0)
QO debe tener la forma
Q =(t,sent,z)

pero como ademas estd sobre el grifico de f, su dltima coordenada debe ser la imagen de las
dos primeras. Luego,

Q = (t,sent, f(t,sent))

De esta forma, la funcion
¢ R— R3

c1(¢) = (t,sent, f(t,sent))

es la parametrizacién que buscamos.
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II. Superficies

Una parametrizacién de una superficie en S C R? es una aplicacion
& : [a,b] X [c,d] — R

tal que —al variar los parametros s € [a,b] y t € [c,d]— su imagen (s, ) va describiendo
los puntos de la superficie S .

En esta seccidén vamos a presentar parametrizaciones de las cuddricas y de algunas otras super-
ficies destacadas.

1.S: y—x=2 (plano vertical)

Los puntos de S se caracterizan por tener vinculadas sus dos primeras coordenadas por la
relacién

y=x+2

mientras que la ultima coordenada puede tomar cualquier valor.

Luego, la aplicacion
¢ :R*— R dadapor ¢(x,z)=(x,x+2,2)

es una parametrizacion del plano §.
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2.8: 3x—-2y+4z=1 (plano no vertical)

Como es un plano no vertical, el coeficiente de z siempre serd no nulo y podremos despejar
z de la ecuacion que define a S. En nuestro caso,

317
ENTY g

Z/

X | T (Y3 X--7)

Por lo tanto, un punto (x,y,z) € S siy sélo si

(x,,2) = (x,y,3x— 3y -1

donde x, y son numeros reales cualesquiera. Luego, la aplicacion
¢ :R*— R dadapor d(xy)=(xy x—3y-7]

4 2

es una parametrizacion de S .

3.8 : z=f(x,y) (grdficodeunafuncion f: A cCR> — R)

El gréfico de f se define como

grdf(f) ={(x, 3,20 €R’ / (x, ) €Ay z=f(x,y)}
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De modo que lo que caracteriza a los puntos de este conjunto es que su ultima coordenada
es la imagen —por f— de las dos primeras, que deben estar en el dominio de f. Grificamente,

e [y fxy))

Q'—i(x,y,o)
\___)_/3\

Podemos decir entonces que la aplicacion

d:A— R dadapor @(x,y) = (x,y, f(x,y))

es una parametrizacion del grafico de f.

4.8 X*+y*+72=r (esfera de radio r)

z
T (0,0,

2P=0(@,0)
o .
\l//
/s y
7 L.
PR o
L/r’OTO
> (r,0,0)
a = constante 9 = constante

Meridiano Paralelo
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Recordando la definicién de las coordenadas esféricas, un punto (x,y,z) € S siy s6lo si
(x,y,2) = (rcosasenf, rsenasenf,rcosb)

donde0<a<2ry0<6<m.

Luego, la aplicacion
¢ :[0,27] x [0, 7] — R? dada por @(a,6) = (rcosasend,rsenasend,rcosb)

es una parametrizacion de la esfera de radio r.

X2 y2 Z2

58 —+=+==1 (elipsoide)

a’> b? 2

Siguiendo el procedimiento que utilizamos para encontrar una parametrizacion de la elipse
a partir de la de la circunferencia, escribimos la ecuacién de S en la forma

X 2 y )2 (Z )2
-] +(=] +[-) =1
(a) (b c
De modo que (x,y,z) € S siy sélo si (3‘, %, ﬁ) pertenece a la esfera de radio 1, por lo cual,

X
(—, X, E) = (cos a sen @, sen a sen @, cos 6)
a b c

para0 < @ < 2my 0 < 6 < 7. Es decir,

(x,y,2) = (acosasenf, bsenasenb,ccosb)
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Podemos afirmar entonces que la funcién
& : [0,27] x [0, 7] — R? dada por @(a,6) = (acosasenb,bsenasenb,ccosb)

es una parametrizacion del elipsoide de semiejes a , b y c.

6.S: xX*+y>=r? (cilindro circular)

Los puntos de S tienen la particularidad que sus dos primeras coordenadas estdn vinculadas
por la ecuacion que define a S mientras que la ultima puede tomar cualquier valor totalmente
independiente de las dos primeras. Ademas, segun se ve en el grafico

X (x,y,0) = (r cost,r sent, 0)

el par (x, y) pertenece a la circunferencia centrada en (0, 0) y de radio r, por lo cual sabemos
que existe un ¢ € [0, 2x] tal que

(x,y) = (rcost,rsent)
Concluimos entonces que la aplicacion
¢ :[0,271] xR — R? dada por @(t,z) = (rcost,rsent,z)

es una parametrizacion del cilindro S'.

Nota: Un razonamiento andlogo al hecho para obtener una parametrizacion del elipsoide a
partir de una de la esfera proporciona una forma de parametrizar un cilindro eliptico.
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7.

S: x-722=0  (cilindro parabélico)

La condicién que debe satisfacer un punto de R* para estar en este cilindro afecta sélo a la
primera y ultima coordenadas; la segunda puede tomar cualquier valor (totalmente indepen-
diente de las otras dos).

En la siguiente figura se muestra la proyeccion de un punto P de S sobre el plano xz (el
punto Q) y sobre el plano yz (el punto R).

Al proyectarlo sobre el plano xz vemos que Q se mueve sobre la pardbola
X =2
de modo que la siguiente aplicacion es una parametrizacion de esta superficie

¢:RxR—R dadapor ¢(,2) = (2.2

Norta: también podriamos haber pensado que de la ecuacion
x—72=0

se puede despejar x como funcién de z y de esta forma interpertar a S como el gréfico de la
funcion
x=flzy) =2

Utilizando el método aplicado en el ejemplo 3. llegamos a la misma parametrizacion de S .
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8.5: xX—y*=1 (cilindro hiperbdlico)

Esta cuddrica, como todas las superficies cilindricas * generadas por una recta que es paralela
a uno de los ejes, tiene la propiedad que una de las coordenadas de sus puntos se mueve de
manera independiente de las otras dos. En este caso, se trata de la variable z.

(xy.2)

(-X,y,Z)

(-x,y,0)=(-cosh t,senh t,0)

(x,y,0)=(cosh t,senh t,0)

Basta entonces conseguir una parametrizacién de la curva x> — y? = 1 (pensada como curva,
no como superficie) para obtener la de la superficie.

Como vimos en la seccion anterior, para parametrizar la hipérbola completa debemos definir
dos aplicaciones

¢1(?) = (cosht,senht,0) , ¢,(?) = (—cosht,senht, 0)

ambas definidas en R.

Luego, una parametrizacion del cilindro hiperbdlico estd dada por las aplicaciones

¢, :RxR — R? . ®,(t,2) = (cosht,senht,7)
o, :RXR — R? ,  ®,(t,z) = (—cosht,senht,z)

“superficie generada por una recta que se mueve paralelamente a si misma y recorre una curva dada, segtin el
diccionario de la Real Academia
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9.8: z=x>-y (paraboloide hiperbdélico)

La ecuacion de § muestra que se trata del grafico de la funcién

fx,y) =x" =y

cuyo dominio es R?. La siguiente figura ilustra este hecho,

De modo que, como vimos en un ejemplo anterior, una parametrizacion de S es

¢ :RxR—R> dadapor ¢(x,y) = (x,y, x> =)

10. S: z=x*+y*>  (paraboloide circular)

Este caso es andlogo al anterior pues también la ecuacién de S muestra que se trata del
gréifico de una funcidn; esta vez de

fx,y) =x" +y
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Graficamente,

Xy + ¥

(x,y,0)

De modo que, una parametrizacion de S es

¢ :RxR—R> dadapor ¢(x,y) = (x,y, x> +y%)

1.S: x+y’-722=1 (hiperboloide de una hoja)

La ecuacion de S es equivalente a
ey =7+ 1

Escrita de esta forma se ve > que los puntos de S verifican —para cada z fijo— que sus
dos primeras coordenadas se mueven sobre la circunferencia centrada en (0, 0, z) de radio
V22 + 1 contenida en el plano horizontal que pasa por (0,0, z), como se ilustra en la siguiente
figura,

Sporserz> + 1 > 1 > 0 para todo z € R
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Es decir, son de la forma

(Vz2+ 1cost, Vz2 + 1 sent,z)

para cada z € Ry cada 0 < < 2x. Esto ya nos da una parametrizacion, pero vamos a utlizar

las funciones hiperbdlicas para encontrar otra que nos serd més util.

En la seccién anterior recordamos que la funcién senh : R — R es biyectiva, derivable y su
inversa argsenh : R — R también es derivable. Por otro lado, de la identidad hiperbdlica

cosh? u — senh’u = 1
se deduce inmediatamente que

senh’u = cosh®u + 1

Esto sugiere interpretar a cada z € R como
z=senhu
para un tnico u € R © pues de esta forma,

V22 + 1 = Vsenh®u + 1 = Veosh?u = coshu

y de aqui deducimos que los puntos del hiperboloide de una hoja se pueden escribir en la

forma
(coshucost,coshusent, senh u)

6claramente, u = argsenh z.
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12.

Luego,
¢ :Rx[0,21] — R? dada por ®(u, ) = (coshucost,coshusent, senh u)

es una parametrizacion de S .

S: Z-x*-y’=1 (hiperboloide de dos hojas)

Imitando el procedimiento seguido en el ejemplo anterior, despejamos x? + y? de la ecuacién
de S, que se escribe entonces

¥+y=7-1
Una primera observacion es que esta superficie no tiene nada en comun con la parte del

espacio encerrada entre los planos de ecuacién z = —1 y z = 1 dado que debe ser z> > 1 para
que el punto (x,y,z) € S. Esto se ve claramente en la siguiente figura,

Como sucede con la hipérbola, en este caso también vamos a necesitar dos aplicaciones para
parametrizar este hiperboloide.

Consideremos primero la hoja superior. Los puntos de esta parte satisfacen z > 1. Siendo
la funcién cosh : R,y — R, biyectiva y derivable, con inversa argcosh : R,; — R,
también derivable y recordando nuevamente la identidad hiperbdlica, podemos pensar que
cada z > 1 es de la forma

z=coshu

para un tnico u € Ry(. Luego, todo punto (x,y,z) € S tal que z > 1 verifica

x> +y* =72 —1=cosh’u — 1 = senh’u
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para un u € R.. Esto nos dice 7 que los puntos de la parte superior de S se corresponden
exactamente con los de la forma

(senh u cos t, senh u sen ¢, cosh u)

parau >0y 0 <t<2n.

De modo que
b, 1 Ry X [0,27] — R? dada por &,(u,t) = (senhucost, senhu sent, cosh u)

es una parametrizacion de la hoja superior de S.

Con respecto a la hoja inferior, por razones de simetria respecto del plano xy, es claro que
o, 1 Ry X [0,271] — R? dada por ,(u,t) = (senhucost, senhusent, — cosh u)

es una parametrizacion de esa parte del hiperboloide de dos hojas.

13.5: Z2=x>+)? (cono)

Consideremos primero los puntos del cono tales que z # 0; i.e., cualquiera que no sea el

vértice. Para ellos, la ecuacion de S es equivalente a

)6 -

recordar el grafico de senh u
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O sea, (x,y,z) € S siy sélosi (f, %) pertenece a la circunferencia unitaria. Luego,

X y
- =cost , = =sent
z z
paraun ¢ € [0, 2r]. Es decir,
X =2ZzCOoSst , y=zsent

Llegamos entonces a que la aplicacién
¢ 0,271 X R — R? dada por @(#,z7) = (zcost,zsent,z)

es una parametrizacion del cono.

Cabe observar que el vértice corresponde a ¢ (z, 0) para cualquier 0 < 7 < 2.

14. S : zzzrz—(\/x2+y2—a)2,(a>r>()) (toro)

La siguiente figura ilustra la forma de esta superficie,

Podemos pensar en una porcioén de cilindro circular recto que esté confeccionado en un
material flexible; lo doblamos de forma tal que coincidan los extremos. Asi generamos el
toro.

Con el objeto de hallar una descripcién paramétrica de los puntos de S, consideremos el
siguiente grafico esquematico
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I ——
a-:-_(,,—-—"% |
/V I

P=((a+r cos(u)) cos(V) , (a+r cos(u)) sen(v),r sen(u))

A partir de €l se puede hallar la manera de describir el punto genérico P de la superficie S
en funcion de los parametros u, v € [0, 27].

Pero también lo podemos hacer a partir de su ecuacion. Si (x,y,z) € S,
(V2 +yr—a)y +72 =71
por lo tanto, existe un u € [0, 2] tal que
Vx2+y2—a=rcosu , z=rsenu

o sea,
Vx2+y2=a+rcosu , z=rsenu

equivalentemente, 8
x2+yz:(a+rcosu)2 , z=rsenu
y entonces, podemos afirmar que existe v € [0, 2x] tal que
x=(a+rcosu)cosv , y=(a+rcosu)senv , z=rsenu
Obtenemos asi una parametrizacién del toro ¢ : [0, 27] x [0, 27] — R? dada por

d(u,v) = ((a+ rcosu)cosv,(a+ rcosu)senv, rseniu)

8dado que ambos miembros son positivos por ser 0 < r < a



