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RESOLUCION DE ALGUNOS EJERCICIOS
SOBRE TEMAS DE LA PrAcTICA 1

1. Demostrar a partir de los axiomas de niimero real y de las propiedades probadas previa-
mente

a) a(-b) = —ab

El segundo miembro de la igualdad que debemos probar es el inverso aditivo del nimero
ab. Es por tanto el uinico nimero que sumado a ab da por resultado el neutro de la suma.

En consecuencia, si probamos que el primer miembro —a(—b)— también cumple la
misma propiedad, ambos deben ser iguales. Calculemos entonces,

a(=b)+ab =a[(-b) +b] =a.0=0
Por lo tanto podemos afirmar que

a(=b) = —ab

b) (-a)(=b) = ab

Usando el ejercicio anterior reiteradamente,

(—a)(=b) = =[(-a)b] = —[-ab] = ab

c)a<b,c<0 = ac>bc

Siendo ¢ < 0, resulta que —c¢ > 0. Usando entonces uno de los axiomas,
a(—c) < b(-c)
Una propiedad probada anteriormente nos permite afirmar que entonces,
—ac < —bc
Sumando bc miembro a miembro

—ac + bc < —bc + bc
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d)

e)

de donde,

—ac+bc <0

Sumando ahora ac

ac + (—ac) + bc < ac+0

Es decir,

bc < ac

O, lo que es 1o mismo,

ac > bce

0<1

Uno de los axiomas nos asegura que 1 # 0. En consecuencia, bastaria probar que no
puede ser 1 < 0. Supongamos -razonando por el absurdo— que 1 < 0. En tal caso,
—1 > 0. Uno de los axiomas nos permite afirmar que si multiplicamos la desigualdad
—1 > 0 por —1, siendo este nimero positivo, tenemos

=D(=D>(D.0

O sea,
1>0

Pero esto contradice lo supuesto. Luego, esa suposicion tiene que ser falsa y podemos
entonces afirmar que

1>0
-1
Sia,b %0, (5) _?
b a

. . a . b e
Por razones de unicidad, si probamos que o 1, deberé ser — = inverso multiplicativo
a a

a .
de b Eso es precisamente lo que debemos probar. Calculemos entonces ese producto,

=ab'ba'=aa'bb ' =1.1=1

b
a

SR

Luego,
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/)

g8)

a>0 & al>0

Supongamos primero que a > 0. Debemos ver que a~! > 0. Siendo aa™' = 1 # 0, es

1

claro que a! # 0. Si fuera a~' < 0, multiplicando miembro a miembro por el nimero

positivo a > 0, tendriamos

a'la<0a=0

de donde,
1<0

lo que es falso. Por lo tanto, debe ser

a'>0

Reciprocamente, si ahora suponemos a~! > 0, razonando como en el caso anterior, vemos
que necesariamente a # 0. Y si suponemos que a < 0, multiplicando ahora por el nimero
positivo a~! obtenemos

ala<al0

de donde,
1<0
lo que es falso y por lo tanto, debe ser
a>0
Sean a,b > 0. Entonces
a<b = a’ < b?

*x a<b = a<b?

Como a > 0y b > 0 tenemos
a.a<ab y ab<bb
Ahora, la transitividad de la relacién de orden nos permite afirmar que
a’ =a.a<ab<bb=Db?

como queriamos demostrar.
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h)

*x a*<b*? = a<b

La relacién a®> < b* equivale a b*> —a® > 0. Pero b*> —a* = (b—a)(b + a). Luego, podemos
asegurar que
b-a)b+a)>0

Esto, a su vez, equivale a
b—a>0 'y b+a>0 0 b—a<0 y b+a<0

Recordando que a,b > 0, la condicién b + a > 0 se cumple siempre y la condicion
b + a < 0 no se cumple nunca pues resultaria b < —a < 0. Entonces,

b—a<0 y b+a<0

es falsa. Por lo tanto,
b—a>0 'y b+a>0

debe ser verdadera. Finalmente, dado que b + a > 0 por ser ambos positivos, concluimos

que vale
b—a>0
es decir,
a<b
como queriamos probar.
Sean a,b € R. Entonces
a<b = a < b’

Notemos que
b —a® = (b-a)d® +ab + b

Un ejercicio anterior nos asegura que
a+ab+b*>0

Por lo tanto,
b’—a*>0 = b-—a>0

0 sea,
a < b’ — a<b

que es precisamente lo que debiamos probar.
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i) Sean a,b > 0 tales que a + b = 0. Entonces,a = b = (

* Sib =0,lacondicién a + b = Onos dice que a = 0. O sea,a = b = 0.

* Sib>0,0=a+b>a+0=a>0. Estoimplica que 0 > 0, lo que es claramente
absurdo. Luego esta situacion no se puede dar.

Concluimos entonces que necesariamente

a=b=0

2. Mostrar que para todo a,b € R se tiene

a+b*>22ab y a®+b*>-2ab

0<(a-b)?=d*+b*-2ab — 2ab < a® + b?

0<(a+b)’=d>+b*+2ab — —2ab < a® + b?

3. Resolver las siguientes desigualdades y representar el conjunto de los x € R que las satis-
facen en la recta.

a) 2x-13>3 -x

SeaA = {x € R/2x—13 > 3—x}. Debemos encontrar una forma mds simple que describa
a A y nos permita ubicar a sus elementos sobre la recta real. A partir de los axiomas y
algunas de sus consecuencias obtenemos

xeEA & 2x-13>3-x & 3x-13>3 & 3x>16 x>1—6

3
Luego,
(5
A=|—, 4+

3

Y

{
16/3

b) x-3<3x-2<x+3

SeaA={xeR/x-3<3x-3<x+3},
xXeA & x-3<3x-2<x+3 & x-3<3x-2 y 3x-2<x+3
= -1<2x 2x <5

y
= 1< <5
__\x —_—

2 2
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Luego,

ao] L
2°2
L \ )
12 5/2
2—-x
=4
x+37
SeaA={xeR /XX >4,
XxXeEA 2_x/4
x+3
2—-x 2 —
>4 +3>0 >4 +3<0
— 13 y x > 0 x+3 y X <
— 2-x24x+3) y x+3>0 o 2-x<4(x+3) y x+3<0
— 2-x24x+12 y x+3>0 o 2-x<4x+12 y x+3<0
— 5x<-10 y x+3>0 o 5x>-10 y x+3<0
& x<-2 y x>-3 o x2-2 y x<-3
— -3<x<-2

dado que las condiciones x < =3 y x > —2 no se pueden dar simultineamente.

Luego,
A =(-3,-2]

R :

M——l
Y

2x2-2>x*-x

SeaA={xeR/2x*-2> x> —x},
xeA & xX*+x-2>0
Utilizamos el procedimiento de completar cuadrados para facilitar los célculos
CHx-2=(x+)-1-2=(x+)’-2=G+i-DHx+i+d)
Luego,

XEA &= (x+i-Dx+3+D)> = (x-Dx+2)>0
— x-120 y x+2>20 o x-1<0 y x+2<0
— x21 y x>2-2 o x<1l y x<-2

— x>1 0 x< -2
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Luego,
A = (—00,-2]U[1, +00)

3 ]

Y

4. Hallar el conjunto de niimeros reales que satisfacen cada una de las condiciones siguien-
tes y representar dicho conjunto sobre la recta

a) lx=1| <|x + 3|

SeaA={xeR/|x—-1] <|x+3]}.
La definicién de |x — 1| cambia en 1 y la de |x + 3| en —3. Esto nos sugiere considerar las
tres regiones que quedan determinadas por estos puntos
(—OO, _3) ’ [_3’ 1) ) [1’ +OO)
Llamamos
Al=AN(-0,-3) , Ay =AN[-3,1) , A3;=AN[l,+)
Es claro que
A = A] U A2 U A3

por lo cual basta calcular estos conjuntos A;.

Notemos en principio que

* en(—o0,-3): |[x—1=—-x+1y|x+3] =—-x—3puestanto x — 1 como x + 3 son
numeros negativos cuando x estd en esta region.

* en[-3,1);|x—1=-x+1y|lx+3|=x+3puesx—1<0yx+3>0cuando x estd
en esta region.

* en(l,400): [x—1|=x—-1y|x+3| =x+3 pues tanto x — 1 como x + 3 son ndmeros
positivos cuando x estd en esta region.

> A1:®

xeA &= |x-1l<x+3] v x<-3 & —x+l<-x-3 y x<-3

— 1<-3 y x<-3

lo que es imposible.

> Ay =(-1L1)
xeA = |x-1<x+3] vy -3<x<1
— —x+1l<x+3 y -3<x<l & 2x>-2 'y -3<x<l1

— x>-1y -3<x<]l & -l<x<l1
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> Ay =1, +0)

XEA; & |x-1|<[x+3] y x>1
= x-1<x+3 y x>21 & -1<3 y x>1

= x=>1

Luego,

Y

lx + 4|
>

SeaA ={xeR /&> 2}

Es este caso, nos conviene separar en las siguientes regiones

x< -4 , -4 <x<0 , x>0

Consideramos entonces los subconjuntos de A

A] = A N (_47 +OO) D) A2 = A N [_4’ O) ’ A3 = (0’ +OO)

que verifican
A = Al U A2 U A3

Calculemos estos subconjuntos

> A]:®

|x + 4

XEA = >2 y x<-4

lo que es imposible dado que el primer miembro debe ser positivo y el numerador lo es.

> A2:®

+4
x |>2 y —-4<x<0

XEA —

lo que es imposible por la misma razén anterior.

> A3 =(0,4)

|x + 4

XEA; & >2 y x>0 ? x+4>2x y x>0

X
x>0>-4

— x<4 y x>0 < 0<x<4
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Luego,
A =(0,4)
¢ > >
0 4
§-2
) — =X _ <0
3-|x-2]

— 8-2x
SeaA={xeR g < 0}
Para poder reemplazar |x — 2| por su correspondiente expresion sin las barras y saber el
signo del denominador debemos considerar los puntos de la recta donde

lx-2]=0 y lx—2|=3

es decir,

Notemos que

3—-1x-2|>0 << [x-2|<3 & -3<x-2<3 < -1<x<5

Definimos los subconjuntos de A

Al=AN(-c0,-1) , A=AN(L2) , A3=AN[2,5) , As=AN(G,+0)

que verifican
A :Al UAZ UA3 UA4

Calculemos estos subconjuntos

> A] = (—OO,—I)

8-2
XeEA = 2T y x<-1 = 8—2x>0 y x<-1
3-|x-2| 7
3—|x-2|<0

— x<4 y x<-1 & x<-1

> A2:®
8 —2x
XEA) & ———<0 y -1<x<2 & 8-2x<0 y -1<x<2
3—1|x-2 T
3-1x-2]>0
= x>4 y -1<x<2

lo que es imposible.
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> Az =(4,5)
8 —2x

X€EA; & ——<0 y 2<x<5 = 8-2x<0 y 2<x<5
3—-|x-2 T

3—x=2>0

— x>4 y 2<x<5 & 4<x<5

> A4?: %]
8 —2x
XEA; & ——<0 y x>5 = 8—2x>0 y x>35
3—|x=2 T
3—]x=2|<0

— x<4 y x>5
lo que es imposible.

Luego,
A = (—OO’ _1) U (49 5)

Y

H\J
D
U1

Probar que si a,b > 0, entonces | Ya — ‘/ZI < \/Ia - b

Notemos, en principio, que si a = b = 0 vale la igualdad y en consecuencia también la
desigualdad amplia.

Lo mismo ocurre si a = b, dado que ambos miembros de la desigualdad se anulan.

Supongamos entonces que a # b. Notemos que —en particular— @ y b no pueden ser si-
multidneamente nulos.

En tal caso, va + Vb > 0y tenemos

i g Yar Vb (Na— Nb)(Ya+ Nb) _ (V&' - (Vb? _ a-b
Vi Vb= \/E)\/a+\/13_ Va + Vb ~ Va+b  ~Na+ b

Luego,
la — bl la — Dl
|Va— Vbl < \la-b] WA ja — bl = la_b|<«/5+\fb
Via=bl, Va+ Vb>0
= Vla-bl< Va+ Vb = (Vla=blY <(Va+ Vb’
porg)

& la-b| < Va+ Vb

Ahora bien, esta tltima desigualdad es claramente cierta a partir de la desigualdad triangular
y del hecho que |x| = | — x|

la = bl = la+ (=b)l < lal +| - b| = |a| + |b]

Por lo tanto, siendo equivalentes, también lo es la primera.
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6. Desarrollar las siguientes sumas

(@) X°_ 3n

5
Z3n =31+32+33+34+35

n=1
(b) Xt_ (-1

k
Z(—l)"n3 =)+ (D + ()P -+ (D= 1)+ (DR
n=3

7. Escribir las siguientes expresiones usando el simbolo ‘)’

a) 2+4+6+8+10

5
2+4+6+8+10:22n

n=1

b) 1-1+1-1+1

4
1—1+1—1+1:Z(—1)"

n=0

8. Probar las siguientes afirmaciones usando el principio de induccion

a) (ab)" = a"b",paratodoa,b e R, n e N

La afirmacién que debemos probar para todo n € N es
P(n): (ab)" =ad"'b"
Lo hacemos usando el principio de induccion.

0 P(1) es verdadera

(ab)' = ab = a'b!

O “P(n) verdadera =— P(n + 1) verdadera” vale para todo n € N

(ab)n+1 — (ab)"(ab) ? anbnab — anabnb — an+1bn+l

P(n) es verdadera
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b) 2" > n*,paratodon > 5

La afirmacién que debemos probar paratodon e N,n > S es

P(n): 2">n’
Lo hacemos usando el principio de induccion.

0 P(5) es verdadera

22 =32>25=5

O “P(n) verdadera — P(n + 1) verdadera” vale paratodon > 5

2l = gnp > w?2=n*+n* > *+2n+1=m+1)y>

P(n) es verdadera n>5>3
dado que —cuando n > 3—n? > 2n + 1 pues

w-2n-1=m-17>-2 ? 4-2=2>0

n—1>2=(n-1)2>4

9. Calcular

n 1
a) Zk:l Qk-1)(2k+1)
Recordando el ejercicio 5a),

1 BERTEREE
Qk—1D@k+1)  22k—1 22k+1

Si llamamos a; = 3\,

i 1 12( ) 1 < 1 < 1 1
=5 A — Ak+1) = 5 A — 5 A+l = 5 ar — 5 ax
— Rk-DRk+1) 2 — 2 — 2 — 2 — 2 =
1 N 1 © 1 © 1 1
=zay+ = ay — = ag — Apy1 = A1 — ZApy
2 2 — 2 = 2 2
B 1 1
T2 4n+2
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b) Zm ap — ag-q

k=n+1

m m m
Z (ar — ags1) = Z ay — Z Qg+l

k=n+1 k=n+1 k=n+1
m m+1
=D, w= ) a
k=n+1 k=n+2
m m
=dape t+ E ay — E A — Am+l
k=n+2 k=n+2

= dp+l — Am+l



